MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD *k GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANTS

1. Groupe symétrique

] Déterminer tous les morphismes de (&,,,0) dans ({£1}, x).

2 Théoréme de Cayley'

En s’intéressant aux translations, démontrer le théoreme de Cayley qui affirme que fout groupe
fini d’ordre n € N* est isomorphe & un sous-groupe de &,,.

3 Ens

1. Quel est le nombre minimal de permutations nécessaires pour engendrer &, ?
2. Si o est une permutation, si ©,...,Q, sont les orbites de o, on nofe
p
N(o)=> (1]-1)

i=1
Montrer que, si T est une transposition,

N(to)=N(o)£1

3. Quel est le nombre minimal de franspositions nécessaires pour engendrer &,, ?

4 X-ENS - Groupe résoluble Soit G un groupe. On note D(G) le sous-groupe de G engendré

parles éléments de la forme xy x~'y~! avec x et y dans G. On note D" la ne itérée de I'opération
D et on dit que G est résoluble lorsqu’il existe n € IN* tel que D"*(G) = {e}.
1. On suppose qu’il existe deux groupes N et H et deux morphismes i : N - G ets: G- H
avec i injectif, s surjectif et Imi =Kers.
Montrer que G est résoluble si et seulement si N et H le sont.
2. Montrer que 25 est engendré par les 3-cycles, puis que D(2(5) = A5 puis, A I'aide du mor-
phisme de signature, que &5 n’est pas résoluble.
La notion de groupe résoluble a pour origine la théorie de Galois. Le fait que le groupe symé-
trique &,, ne soit pas résoluble pour n > 5 fraduit I'impossibilité de résoudre par radicaux I'équa-
tion polynomiale générale de degré > 5.

Arthur Cayley (1821 - 1895, Angleterre) est un avocat devenu mathématicien, anglais. Tres
prolifique, il infroduit en particulier les matrices et les opérations sur celles-ci comme nous
les étudions aujourd’hui. Il démontre le théoréme de Cayley-Hamilton (au programme de
spé) en dimension 2 et 3.
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2. Déterminant

5 Cenfrale Soit A une matrice de .#,(RR) dont tous les coefficients sont égaux & £1.

Montrer que det A est un entier divisible par 2",

6 Centrale
1. Montrer que le déterminant de la matrice carrée

)
T |eton(R)
1) 0

est un entier impair.

2. Dans un tfroupeau de 2n +1 vaches (avec n € N), on peut toujours, en retirant une vache
former deux groupes de n vaches de méme masse totale. Montrer que chaque vache &
la méme masse.

7 X-Centrale Calculer le déterminant de Vandermonde « incomplet »

Xy U oxf x|
1 Xpooon.. kL x)
1 Xp.o.oo... kb okl X!

8 Mines Soit P =ay+a; X +---+a,X" e R[X] et ay,...,a, réels distincts. Donner une condition

nécessaire et suffisante sur (ay, ..., a,) pour que (P(aOX),P(aIX),...,P(a,,X)) soit une base de R, [X].

9 ENS Soit A un ensemble fini de cardinal m >2 et U,,..., U, des parties non vides deux & deux

distinctes de A. On suppose qu'il existe un entier a > 0 tel que si i # j, |U,-m U]-| = a. Montrer que
n<m.
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] 0 Ecrit Mines - Déterminant de Cauchy On considére un entier n > 0 et deux suites finies

(arhiek<n € (Dihicren de réels telles que a; + by # 0 pour fout k € {1,2,...,n}. Pour fout entier m tel
que 0< m < n, le déterminant de Cauchy d’ordre m est défini par :

1 1 1
a+b,  ay+by, a, +b,
1 1 1 1 1 2 1 1 m
Dm: (12+b1 a2+b2 ....... a2+bm .
1 1 1
am+b, an+b, ay+ by,
n—1
(X —ag)
On définit la fraction rationnelle R = ]“;17
H(X + bk)
k=1

1. Montrer que si on écrit la décomposition en éléments simples de R sous la forme

n Ak

alors
A,D, = R(an)anl .

On pourra pour cela considérer le déterminant obtenu & partir de D,, en remplagant la
R(ay)

. R(ay)
derniere colonne par :
R(a,)
2. En déduire que

] ] Classiques autour de la comatrice Soit n>2, Ae.#,(K) et Com A sa comatrice.

n sirgA=n
1. Montrer que rg(ComA)=| 1 sirgA=n—1
0 sirgA<n-—2

. Calculer det(Com A).
. Calculer Com(ComA) pour n > 3.
. Soit Be 9% ,(K)u{0,}. Résoudre I'équation ComA= B d'inconnue A€ ./,(K).

On peut montrer qu’il y a aussi des solutions lorsque B est de rang 1 mais ¢ ’est netfement
plus difficile.

5. Montrer que si A, B € 9.4 ,(K), Com(AB)= Com ACom B et expliquer comment généraliser ce
résultat & toutes les matrices.

6. Si A est une matrice de projection, que peut-on dire de ComA?

7. X - Soit A e #,(K) de déterminant nul. Montrer que toutes les matrices carrées de taille 2
extraites de la comatrice de A sont de déterminant nul.

NN
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] 2 Résultant de deux polynémes Soit K un corps, P :Zukxk un polyndme de degré n
k=0

sur K. Pour m entier naturel donné on définit la matrice de format (m+n)xm :

ap 0: ..... 0

: o
M(Pvm)_ dn .do

QV'.

0...... 0 dy

Soit deux polyndmes P et Q de degrés respectifsn>1et m>1.
On définit p(P,Q) comme le déterminant de la matrice définie par blocs (M(P, m)|M(Q, n)).

1. De quelle famille de polyndmes (et dans quel espace ?) la matrice (M(P, m)|M(Q, n)) est-elle
la matrice dans la base canonique ?
2. Montrer I'équivalence des trois propriétés suivantes :
(i) P et Q ontun diviseur commun de degré supérieur ou égal a 1.

(ii) il existe un polyndme U non nul de degré au plus m—1 et un polyndbme V non nul de
degré auplus n—1tfelsque UP =VQ.

(i) p(P.Q)=0.
On suggére de montrer (i) < (ii) et (i) <> (iii).
3. Calculer p(P,P’) pour P=aX?+bX +c puis pour P=X3+pX +q. Interpréter.

4. En utilisant de simples outils d’analyse, donner une condition nécessaire et suffisante pour
que le polyndme & coefficients réels X3+ pX + g ait trois racines réelles distinctes.

5. ENS - Soient a, b deux nombres complexes algébriques : il existe des polyndmes non nuls
P et Q & ccefficients rationnels dont a et b sont respectivement racines.
(a) Montrer que P(a+ b —X) et Q ont une racine commune.

(b) En considérant par exemple le polyndbme P(Y — X) comme polyndme de (Q(Y))[X].
montrer qu’il existe un polynéme & ceefficients rationnels dont a + b est racine.

(c) Déterminer un tel polyndéme pour a=+v2 et b=+3.
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