MPI ~ Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD *x POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES

X Soit P € R[X] un polyndme scindé de degré au moins 2
1. Sia,b €R, montrer que aP’+ bP est scindé.
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2. SiPs'écritp= Zakxk, montrer que ZakP(’“) est scindé.
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X-ENS Trouver fous les polyndémes P € C[X] tels qu’il existe p, g € IN* tels que (P’)? divise P4,

X-ENS

1. Soit P un polyndme irréductible de Q[X]. DEémontrer que P n'a pas de racine double dans C.

2. Soit P e Q[X] de degré 5. On suppose que P admet une racine multiple dans C. Montrer que P posséde une racine
dans Q.

X-ENS Soit P e R[X]. Montrer que P(x) >0 pour tout x € R si et seulement si P = A%+ B? avec A, B e R[X].

X-ENS - Critére d’Eisenstein et polynémes cyclotomiques

1. On dit qu’un polyndme non nul de Z[X] est primitif si le pgcd de ses coefficients est €gal & 1. En infroduisant, pour
P eZ[X] et p premier, le polyndbme P € Z/pz[X] (on rappelle que (Z/pz,+, x) est un corps) dont les coefficients a; sont
les classes modulo p des coefficients a;, de P, montrer que le produit de deux polynémes primitifs I'est encore.

2. Pour AeZ[X] non nul, on appelle contenu de A, noté ¢(A), le PGCD de ses ceefficients. Montrer que si A et B sont
deux polyndmes non nuls de Z[X], alors c¢(AB) = c(A)c(B).

3. Montrer que si A€ Z[X] est irréductible sur Z[X], alors il I'est sur Q[X].
4, Montrer le critére d’Eisenstein : si A=a, X" +---+a,X + a, € Z[X] et p premier tel que
(a) p ne divise pas a,, ;
(b) p divise ay,a,,...,a,_,:
(©) p? ne divise pas ay.
alors A est iréductible dans Q[ X].
5. On pose p premier, w = e, et ®,=XP"1+...+ X +1 appelé pe polynébme cyclotomique '
(a) Montrer & I’aide du critere d’Eisenstein que le polyndme (X +1)P~ +---+(X + 1)+ 1 est irréductible sur Q[X].
(b) En déduire que @, est irréductible sur Q[X].
(c) Démontrer que I'ensemble I des polyndmes annulateurs de o dans Q[X] est @,Q[X].

(d) Démontrer que Q[w]={P(w), P € Q[X]} est un corps, appelé corps cyclotomique.
Quelle est sa dimension en tant que Q-espace vectoriel ?

1. Plus généralement, le ne polyndme cyclotomique est @, = l_[(X—i) ou II,, est I'ensemble des racines primitives ne de I'unité, c’est-a-dire qui
Eellp

engendrent U,,, c’est-a-dire les e%lm avec kAn=1. On peut montrer que &, € Z[X] et qu’il est iréductible sur Q[X].
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