MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD *k STRUCTURES ALGEBRIQUES

1. Structure de groupe

] Oral Mines Soit (G,*) un groupe tel que pour fout x € G, x2=e.

1. Montrer que (G, %) est abélien.

2. Soient H un sous-groupe strict de (G,*), a € G\ H. Montrer que H uaH est un sous-
groupe de (G, ).

3. Si G est fini, en créant par récurrence un suite de sous-groupe de G de cardinal
une puissance de 2, montrer que le cardinal de G est une puissance de 2.

4. On veut refrouver le résultat précédent par une technique pour le moins inaften-
due. On admet que I'ensemble des entiers modulo 2 : Z/2z ={0,1} forme un corps
pour les lois d’addition et de multiplication modulo 2.

En intferprétant G comme un 7%/2z-espace vectoriel, montrer qu’il existe n € IN tel
que (G, *) est isomorphe 4 ((%/2z)",+).
Retrouver en particulier le résultat de la question précédente.

2 Oral Centrale Soit (G,+) un groupe. On suppose que le cardinal de G s’écrit pgq,
avec g premier et p < g. Montrer que G contient au plus un sous-groupe de cardinal q.

3 1. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (Z,+).
2. Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q,+) dans (Q*, x).
3. Déterminer tous les morphismes de groupes de (U,,,+) dans (C*, x).

4 Oral ENS Soit (G, %) un groupe, Aut(G) I'ensemble de ses automorphismes.

1. Montrer que (Aut(G),o) est un groupe.
2. Déterminer les groupes finis fels que Aut(G) soit réduit & un élément.

5 Oral X - Groupe dérivé Soit G un groupe. Pour (a, b) € G2, onnote [a, b]=aba~'b~'.

On note Dy le sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme [a, b], ie le plus
petit sous-groupe de G contenant les éléments de la forme [a, b].

1. Montrer que Yge G, gDgg ' =Dg.
2. Montrerque VgeG, gD;=D; g.
3. Onpose &, ={xD; ; x€G}.
(a) Montrer que £, est une partition de G.
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(b) Montrer que la fonction (xDg, y Dg) — (xy)Dg est convenablement définie et
munit 2, d’une structure de groupe, puis montrer que x — xDg est un mor-
phisme de G dans 2.

() Montrer que £ est abélien.

6 Oral X-ENS - Théoreme de Sylow Soit p un nombre premier et k un entier
naturel non nul. Soit G un groupe de cardinal p*m avec p fm. |l s’agit de montrer que
G 0 un sous-groupe de cardinal p*.

1. Traiter le cas m =1 puis le cas ou G est cyclique.

On définit M ={Ac G, |Al=p*}.
2. Montrer que p ne divise pas le cardinal de M.

On définit une relation d’équivalence ~ sur M en posant pour A,, A, dans M

A~A, <= 1geG, A =gA,.

3. Montrer qu’il existe une classe d’équivalence de cardinal non divisible par p.

On prend A un représentant de cette classe, et on pose H = {g €G, gA:A}.

4. Montrer que H est un sous-groupe de G de cardinal p*. 000100 s uousuowsD o1 0 s

2. Anneaux et idéaux, corps

7 Soit D={xeQ, IneZ, x-10"<€Z} |'anneau des nombres décimaux. Montrer qu’il

est principal.

8 Soit A un anneau et (a, b) € A%2. On suppose 1—ab inversible. Montrer que 1—ba |I'est
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Qussi.

9 Idéaux principaux Soit A un anneau commutatif. Pour a et b dans A, montrer
que si l'idéal (a)+(b) est principal, il en est de méme de (a)n(b).

] 0 Anneau sans idéal non premier Soit A un anneau commutatif dont tout

idéal I est premier (xyel = x<louye€l).
Montrer que A est un corps.

] ] ldéaux maximaux Soit A un anneau commutatif et I un idéal strict de A.

1. Monftrer que I est maximal pour I'inclusion parmi les idéaux stricts de A si et seule-
ment si pour fout a€ A\TI,ona I+aA=A.

On dit gu’un idéal I est premier si A\ I est stable par produit.

2. Montrer que tout idéal maximal est premier.
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3. Arithmétique entiere

, oo
] 2 Montrer que si n, k €N, (n!)* divise (nk).

] 3 Valuations sur () On appelle valuation sur un anneau 4 toute application
de A dans Ru {+oo} telle que pour fout (x, y) € A2,
() xy)=wx)+ny):
(i) Y(x+y)=min(v(x), W(y));
(i) Mx)=+00 < x=0.
1. Donner des exemples de valuations sur Z, sur Q.
2. Déterminer toutes les valuations sur Q.

] 4 Formule de Legendre - Trés classique - Oraux divers

1. Exprimer v,(n!) pour p premier et n € N* sous forme de somme.
2. Combien y a-t-il de zéros & la fin de 2025!7?

3. Onécritnenbase p: n=ay+a,p+---+a,p” et on pose s =a,+---+a,. Montrer que
n—s
Vp(n!): j
4, Soit D: x e R* —|x]|—|x/2]—|x/3]—|x/5]+|x/30]. Montrer que D(x)> 0 pour fout x e R*
et en déduire que
(30n)!n!

(15n)(10n)(6n)
pour tout n €N,

] 5 Encadrement de Tchebychev

On note 2, I'ensemble des nombres premiers au plus égaux a n et n(n) son cardinal.

Le trés difficile théoréme des nombres premiers, démontré par Hadamard et De la
vallée-Poussin dit que n(n) ~ %
On se contente ici d'un encadrement, dd & Tchebychev.

1. Montrer, en utilisant la formule de Legendre, que pour p premier et n € IN*, v, ((Zn)) < ln(Zn)'

n
En déduire que LI O (n(n)).
Inn
2. Montrer que tout p € 2,,\ 2, divise (2:) puis que np™en-mn)  p2n,
En déduire que n(n)= O(L)
Inn

On a donc obtfenu, avec les notation des informaticiens, que n(n)=0 (ﬁ)
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] 6 Théoreme de Kurschak Pour quelles valeurs entiéres n > m a-t-on E H elN?
k=

“enbjpp-z UoyonjoA Dy J8SIIN

] 7 Probabilité que deux entiers soient premiers entre eux

Pour n > 1, on note r, la probabilité que deux entiers choisis aléatoirement entre 1 et
n soient premiers entre eux.

D’autre part, on définit la fonction de Mdbius p: N* — Z par u(1)=1, u(n) =0 si n est
divisible par le carré d'un nombre premier, u(p,---p,) = (=1)" si les p; sont des nombres
premiers deux a deux distincts.

2

2 al - 1
1. Montrer & I'aide de la formule du crible que r, = ps ;”(d)ldJ

2. Calculer E u(d).
dln
6

3. Montrer que r, —— —.
n—+oo T2
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