MPI . Mercredi 20 novembre — 4 heures
DEVOIR EN TEMPS LIMITE N°4

Vous avez le choix entre deux sujets :

= CCINP : un (petit) probléme d’algebre et un (plus gros) probleme d’analyse. Sujet plutdt
classique et bien guidé dont les parties sont largement indépendantes.

= Mines-Ponts Maths 2 MP 2007 : sujet plus abstrait, pas infaisable, mais nettement plus difficile.

Certaines notations peuvent surprendre !
Les consignes de présentation sont toujours les mémes.
Placez-vous dans des condifions de concours : vous y étes, vous donnez tout.

Je vous fais confiance, vous étes capable du meilleur!

Sujet CCINP :

| Les calculatrices sont interdites |

Probléme 1 : Mathématiques 2 - MP - 2019
MATRICES SEMBLABLES

On s’intéresse dans ce probléme, & fracers divers exemples, & quelques méthodes pour prouver
que deux matrices sont semblables.

Partie | - Etude de quelques exemples

Q.1. Justifier que deux matrices de .#,(R) qui sont semblables ont Ila méme trace, le méme
rang, le méme déterminant et le méme polyndme caractéristique.

Q.2. On donne deux matrices

111 1
A=|0 2 0 et B=1|0
00 2 0

o N o
N = O

Vérifier que ces deux matrices ont la méme trace, le méme rang, le méme déterminant et
le méme polyndme caractéristique.

Ces deux matrices sont-elles semblables ? (on pourra vérifier que I'une de ces matrices est
doagonalisable).

Q.3. On donne deux matrices
011 010
A=(1 1 0 et B=(1 0 1].
210 1 20

Etablir que ces deux matrices sont semblables par les deux méthodes suivantes :

= Premiére méthode : en utilisant u I’endomorphisme associé d A dans une base (e, e,, e3)
d’un espace vectoriel E et en cherchant, sans calculs, une nouvelle base de E.

= Deuxiéme méthode : en prouvant que le polyndme X3—3X —1 admet trois racines
réelles distinctes (que I'on ne cherchera pas & déterminer) notées a, et 7.

Devoir en Temps Limité n°4 - page 1

Q.4. Démontrer que toute matrice Ae .#,(R) de rang 1 est semblable & une matrice :

O........ 0 a

a2

U= Do
0........ 0 a,

Q.5. Application : soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et u un endomorphisme de
Ede rang 1 vérifiant uo u #0, démontrer que u est diagonalisable.
B a p
) a N
Q.6. On donne une matrice A= B ou @, f sont deux nombres complexes non nuls,
a

™R ™K
IR ™
R ™K

différents et non opposés.

Déterminer le rang de la matrice A et en déduire que 0 est valeur propre de A.
Justifier que 2(a + B) et 2(a— ) sont aussi valeurs propres de A.

Préciser une base de vecteurs propres de A.

Dans cette question, il est déconseillé de calculer le polyndbme caractéristique de A.

Partie Il - Démonstration d’un résultat

On se propose de démontrer que deux matrices de ., (R) qui sont semblables dans .#,(C) sont
semblables dans .#,(RR).

Soient A et B deux matrices de .#,(R) semblables dans .#,(C), il existe une matrice P inversible
& coefficients complexes felle que B = P~1AP. Ecrivons P = R +iS ol R et S sont deux matrices &
coefficients réels.

Q.7. Montrer que RB=AR et SB=AS.

Q.8. Justifier que la fonction x — det(R + xS) est une fonction polyndmiale non identiquement
nulle et en déduire qu’il existe un réel x tel que la matrice Q =R + xS soit inversible.

Q.9. Conclure que les matrices A et B sont semblables dans ., (R).
Q.10. Application : démontrer que toute matrice A de .#5(RR) de polyndme caractéristique X3+X

0o 0 O
est semblable & la matrice B=|{0 0 1.
0 -1 0
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Probléme 2 : Mathématiques 1 - MP - 2018
ESTIMATIONS NUMERIQUES D’INTEGRALES

Obijectifs

Le fil conducteur de ce sujet est le calcul approché d’intégrales.

La partie 1 est indépendante des autres parties. A travers |I'exemple de I'intégrale de Gauss, on
utilise des suites de fonctions et on « permute limite et intégrale ».

Les parties 2 et 3 peuvent étre traitées de maniere indépendante. La partie 4 utilise des résultats
des parties 2 et 3.

Les parties 2, 3 et 4 fraitent de I"utilisation de polynédmes interpolateurs pour le calcul approché
d’intégrales : on présente le principe des méthodes de quadrature, dite de Newton-Cotes, ainsi
qu’un raffinement avec la méthode de quadrature de Gauss.

Notations

* Si f est une fonction réelle bornée sur [a, b] avec a < b, on pose

Iflleo = sup |f(x)|
b]

x€la,

* On note R,[X]|'ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou égal a
n. On pourra confondre les expressions « polyndmes » et « fonctions polynomiales ».

1. «Permutation limite-intégrale » et intégrales de Gauss

1
I:f e dx
0

n_ .k
Q.l1. (a) Onpose, pour te[-1,1] et neN, e,(t)= %
k=0 ™
Justifier, en utilisant une formule de Taylor, que la suite de fonction (e,),en CONverge
simplement vers une fonction & préciser sur [—1,1].

On considére I'intégrale de Gauss

(b) Montrer que la convergence est en fait uniforme.

(c) Justifier que la suite de fonctions (¢, : x — e, (—xz))nE]N converge uniformément vers
prx— e sur [0,1].

+00 (_1)n
(d) En déduire que I =; 2n+1)n!’

On pose, pour n €N,

- (CDF
Sp= )
£ (2k +1)K!
Q.2. Justifier que pour tout n €N, on
=8| < ——
=l G gmT
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2. Notion de polynome interpolateur

Soit f : [a,b]— R une fonction continue. On se donne n+1 points xy, x,..., x, dans [a, b], deux &
deux distincts.

On appelle polynome inferpolateur de f aux points x;, un polyndme P € R,[X] qui coincide
avec f aux points x;, c’est-a-dire tel que pour tout i €0, n], P(x;)= f(x;).

A. Existence du polynéme interpolateur
Pour tout entier i de [0, n], on définit le polyndme ¢; de R,[X] par :

"o X—x
ux=[[—=%

k=0 Xi T Xk

k#i
On pose :
La(f)=>_ fx)i(X)
i=0

Q.3. Démontrer que L,(f) est un polyndme interpolateur de f aux points x;, puis démontrer
|’'unicité d’un tel polynbme.

Un tel polyndme est appelé polyndme interpolateur de Lagrange.

B. Expression de I'erreur d’interpolation

On suppose, en plus dans cette partie, que f est de classe C"*! sur [a, b]. On rappelle que L, (f)
est son unique polyndme interpolateur aux points x;.

On note o ={x,..., x,} I'ensemble des points d’inferpolations et r,, le polyndme de R, [ X] défini
par

n

To :l_[(Xfxi)

i=0

On veut démontrer pour tout réel x €[a, b], la propriété suivante notée 22, .

AR C)

3e €la, bl 0~ Lo D=0

T (x)

Q.4. Résultat préliminaire : soit p € IN*. Démontrer que si ¢ : [a,b] — R est une fonction p-fois
dérivable qui s’annule p +1 fois, alors il existe ¢ €la, b[ tel que ¢P)(c)=0.

Q.5. Justifier que pour tout x € o, la propriété 2, est vraie.
On fixe x un réel de [a, b] qui n’est pas dans . Soit A un réel. On définit sur [a, b] une application
F par
F(t)=f(t)—L,(f)(t)—Ang(t)
Q.6. Déterminer un réel A de sorte que F(x)=0. On choisira alors A de cette fagon.
Q.7. Démontrer que F s’annule n + 2 fois et en déduire que 2, est vraie.

Q.8. Justifier que la fonction f"+1) est bornée sur [a, b] et en déduire un réel positif K indépendant

de n tel que
n+

Kl
If = Lu(flloo < T 1)!||f[rz+1)||O<>

Q.9. En déduire que si f est la fonction sinus, la suite (L, (f)),enw cONverge uniformément vers f
sur [0,27x]
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Q.10. On définit f sur [—1,1] par f(x

1
=Tre . Démontrer & I’'aide d’un développement limité que
Yk e, /¥l > (2k)!

Cette demiére inégalité montre que la quantité || "+, peut &tre grande et cela peut
empécher parfois la convergence de la suite de polyndmes interpolateurs. Ceci est appelé
le phénoméne de Runge.

3. Famille de polynéomes orthogonaux

On munit R[X] I'espace des polyndmes & coefficients réels du produit scalaire (.,-) défini par :

pour tous polyndmes P et Q de R[X],

1
(RQ)=J P(t)Q(r)dt
-1

On applique le procédé d’orthonomalisation de Gram-Schmidt & la base canonique (1, X, X?,...)
de R[X]. On obtient donc une famille orthonormée de polynémes (B, P, P, ...) Vérifiant

VkeN*, Vect(1,X,...,X¥)=Vect(B, P, .., P)

Le polyndme P, s’appelle le polyndbme de Legendre d’indice n.

On admet que pour fout k € IV, le polyndbme P, est de degré k (conséquence du procédé
d’orthonormalisation).

Q.11. Justifier que, pour n > 1, (B,,...,P,_;) est une base de R,,_;[X], puis que le polyndbme P, est
orthogonal & R,,_,[X], ¢’est-O-dire que pour fout Q e R,,_;[X]. (P,,Q)=0
On prend n > 1. On veut démontrer que P, admet n racines simples dans [—1,1].
1
Q.12. Justifier que f P,(t)dt =0 et en déduire que P, admet au moins une racine dans [-1,1].
-1
On suppose par I'absurde que P, admet strictement moins de n racine simples. Si P, admet des
racines t,,..., t, de multiplicité impaire avec p < n, on pose Q =(X —1;)...(X —t,): sinon, on pose
Q=1. On considere enfin le polyndbme H =QP,.
1
Q.13. Justfifierque | H(t)dt =0, puis conclure (on pourra remarquer que H est de signe constant

sur [—1,1]).

4. Méthodes de quadrature

Dans cette partie, nous allons voir comment les polyndme interpolateurs de Lagrange peuvent
b

étre utilisés pour estimer f(x)dx pour f : [a,b]— R continue.

Pour cela, on choisit d’obgrd une subdivision a = x5 < x; <---< xy = b de l'intervalle [a, b]. A cause
du phénomeéne de Runge, si N est grand, le polyndme |n’rerpolo‘reur de f aux points x; n“est pas

forcément une bonne approximation de f. Approcherf fle)dte porf Ly(f)(x)dx n"est donc
a

pas forcément pertinent...
Nous allons en fait approcher f par un polyndbme d’interpolation sur chaque petit intervalle
[x, xp41]. D"aprés la relation de Chasles, on a

ff x)dx= +1f(x)dx
k 0 J X
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X+1

1
Q.14. Justifier que f(X)dX=@J‘ g(r)dr avec gm:f("’f“””@)'
Xp -1
1

On est donc ramenés & estimer g(t)dt ou g : [-1,1]— R est une fonction continue.
-1
On se donne n +1 points to, ty,..., t, dans [—1,1], deux & deux distincts.

On rappelle que L,( Zg X) est le polyndme interpolateur de g aux points ¢; et on pose

1 n 1
J(g):J Lu(g)t)dt =" a;g(t;) avec a,-:J ti(r)dt

-1 i=0 -1
1

Lorsqu’on opprochej g(t)dr par J(g). c’est-a-dire :

-1

1 n
f gty de~y aig(t)
-1 i=0

on dit que J est une méthode de quadrature associée aux points f,..., t, €t aux poids ay,...,a,,.
1
Q.15. Justifier que pour tout polyndme P € R, [X], on a ](P):J P(t)dt.
-1
On dit que la méthode de quadrature J est d’ordre au moins n car la formule approchée est
exacte pour les polynédmes de dégré inférieur ou égal & n.

Q.16. Exemple : on prend n =1, t,=—1 et 1, = 1. Déterminer q, et ;. Expliquer & I'aide d’un gra-
phique en prenant g positive pourquoi, dans ce cas, la méthode J s’appelle la « méthode
des frapezes ».

Quadrature de Gauss

Dans les deux questions suivantes, on prend pour points d’interpolation ¢, t;,..., t, les (n + 1) ro-
cines du polynéme de Legendre P,,; infroduit dans la partie 3.
Nous allons démontrer que, dans ce cas, la formule de quadrature J est d’ordre au moins 2n+1.
Soit P eR,,41[X]. On fait la division euclidienne de P par P,,;, on note respectivement Q le quo-
fient et R le reste de cette division :
P=QP,. +R
1 1
Q.17. Démontrer que ](QP,,H):J Q(t)P,41(t)dt, puis conclure que ](P):f P(t)dzt.
-1 -1
Q.18. Démontrer que les poids ay,...,a, associés & la quadrature de Gauss sont strictement posi-
tifs et calculer leur somme.
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A 2007 MATH. II MP

ECOLE NATIONALE DES PONTS ET CHAUSSEES.
ECOLES NATIONALES SUPERIEURES DE L’AERONAUTIQUE ET DE L’ESPACE,
DE TECHNIQUES AVANCEES, DES TELECOMMUNICATIONS,
DES MINES DE PARIS, DES MINES DE SAINT-ETIENNE, DES MINES DE NANCY,
DES TELECOMMUNICATIONS DE BRETAGNE.
ECOLE POLYTECHNIQUE (Filiere TST).

CONCOURS D’ADMISSION 2007
SECONDE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
Filiere MP

(Durée de I’épreuve : 4 heures)
L’usage d’ordinateur ou de calculette est interdit.

Sujet mis a la disposition des concours :
ENSAE (Statistique), ENSTIM, INT, TPE-EIVP, Cycle international

Les candidats sont priés de mentionner de fagon apparente sur la premiére page de la
copie :

MATHEMATIQUES II - MP.

L’énoncé de cette épreuve comporte 6 pages de texte.

Si, au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il
le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il est amené a prendre.

Algébres de Lie

Dans tout ce probleme, n est un entier au moins égal a 1. On note M,, ,(C)
I’espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes, a coefficients com-
plexes.

On identifiera une matrice colonne X (un élément de M, 1(C)) et le
vecteur de C™ dont les composantes dans la base canonique de C™" sont les
coefficients de la matrice X. Pour M € M, ,(C), on note M I'endomor-
phisme canoniquement associé de C*: M est I’endomorphisme de C* dont

M est la matrice dans la base canonique de C". Par ailleurs, E)(M) est
I’espace propre associé a la valeur propre A de I'endomorphisme M.

Pour une matrice M € M, ,,(C) de coefficients (m;j,i,7 = 1,--- ,n) et
pour £k =0,--- ,n — 1, on appelle k-ieme diagonale supérieure de M, notée
Dy (M), 'ensemble des coefficients (m; j1,7 =1,--- ,n — k). Une diagonale

supérieure Dy (M) est dite nulle lorsque tous ses éléments sont nuls.

Si Vet W sont deux espaces supplémentaires de C™, on note py la projec-
tion sur V' parallelement a W : pour x = xy + xw avec xy € V et xyy € W,
pv(z) = zy. Pour un endomorphisme u de C", on note uy sa restriction a
V.

De sorte que si iy représente I'injection de V' dans C*, uy (y) = u(iv(y))
pour tout y € V.



I Algebres de Lie

On appelle crochet de Lie de deux éléments X et Y de M,, ,(C) la ma-
trice, notée [X,Y], définie par

XY]=XY -YX.

Définition 1 Soit U un sous-espace vectoriel de M, ,,(C). On note [U] les-
pace vectoriel engendré par les crochets de Lie [X,Y] lorsque X etY décrivent
U. On dit que U est une algebre de Lie lorsque

Ul cu.
Soit U et V deux algebres de Lie qui vérifient
Ulcvcu.

On souhaite prouver le théoréme suivant.

Théoréme 1 Si X € M, 1(C) est une colonne propre pour toute matrice M
dansV et si A est une matrice dansU alors AX est soit la matrice colonne nulle,
soit une matrice colonne propre pour toute matrice M dans V. De plus, si pour
M eV, MX = \X alors M(AX) = A\(AX).

Soit X € M,, 1(C) une matrice colonne propre pour toute matrice M dans
V), et soit A une matrice de U.

2 1 - Etablir Pexistence d’une forme linéaire A sur V, & valeurs dans C, telle
que pour tout M € V, MX = \(M)X.

0 2 - Montrer que pour tout M € V, [M, A] appartient a V.

On considere la suite de matrices colonnes (Xj, k > 0) définie par
Xo=X, Xpy1 = AXy, pour tout k > 0.

Pour M € V, on consideére la suite de nombres complexes (Ax (M), k > 0)
définie par
Ao(M) = AMM)
Mer1(M) = M\ ([M, A]), pour tout k > 0.

o 3 - Démontrer, pour tout entier ¢ > 0 et pour tout M € V), les identités

suivantes:
‘ ' MX; =Y CI N (M) X (1)
/A C! désigne ici (;) i=0
(M, AIX; =Y C N (M) X, (2)
§=0

0 4 - On identifie dorénavant matrices colonnes et vecteurs de C". Démon-
trer qu’il existe un plus grand entier ¢ tel que la famille de vecteurs
{Xo, X1, Xo, -+, X} soit libre.

On note G l'espace vectoriel engendré par la famille {Xo, X1, Xo, -+, X }.

2 5- Montrer que Mg, Ag et [M, A, sont des endomorphismes de G.

a 6 - Calculer la trace de [M, A].

a 7- Quelle est la matrice de [M, A], dans la base {Xo, X1, Xo, -+, X;}?
a 8- Pour M €V, que vaut A\([M, A])?

a 9 - Etablir le théoréme 1.

I  Algebres de Lie résolubles

Définition 2 Soit U une algébre de Lie et p un entier naturel non nul. On
dit que U est une algébre de Lie résoluble de longueur p lorsqu’il existe des
algébres de Lie Uy, Uy, -+ - , U, telles que:

{0}=upcup_1C"'U1CZ/{o:u (A)
[U;] C Uiy pour tout i € {0, -+ ,p—1}. (B)

On se propose de montrer le théoreme suivant.

Théoréme 2 U est une algebre de Lie résoluble si et seulement s'il existe
une matrice P inversible telle que, pour tout M € U, P~'MP est triangulaire
supérieure.



Soit P une matrice inversible de M,, ,(C) et Tp P'ensemble des matrices a 17 - En procédant par récurrence sur n, établir le théoreme 2 dans le cas
M € M,, ,(C) telles que P~ M P soit triangulaire supérieure. p=1.

a 10 - Traduire la propriété « il existe une matrice P inversible telle que pour
tout M € U, P'MP est triangulaire supérieure » en une propriété
sur les endomorphismes canoniquement associés aux éléments de U.

Soit, maintenant, U une algebre de Lie résoluble de longueur p > 1.

On suppose établi que pour toute algebre de Lie résoluble de longueur in-

a 11 - Montrer que Tp est une algébre de Lie résoluble de longueur n. férieure strictement a p, il existe un élément P € M,, ,(C), inversible, tel
que pour toute matrice M dans cette algébre, P~ M P soit triangulaire su-
On pourra considérer les sous-espaces Ny (0 < k < n) tels que Ny = périeure.

Tp et pour tout entier k (1 < k < n), Ny est l'ensemble des ma-

trices M € Tp telles que les k diagonales supérieures Do(P~*MP), . .
Di(P'MP), ..., et Dy_(P~'MP) sont nulles. o 18 - Montrer qu’il existe au moins un vecteur propre commun a tous les

endomorphismes M, M € U;.
Dans les questions 12 a 17, on suppose que U est une algebre de Lie résoluble
de longueur p = 1. Soit X l'un de ces vecteurs propres. On note E 'espace vectoriel engendré

par X et les éléments de la forme
o 12 - Montrer que pour tout M, M’ € U, on a MM' = M'M.

A AKX

13 - Soit 7 un entier non nul et une famille My, Ms, - -+, M, d’éléments de U. . .

Montrer qu’il existe un vecteur propre commun aux endomorphismes ou k est un entier non nul, A; € U pour tout j.

M17M27‘”7M7”' . 412

0 19 - Montrer que E est un espace vectoriel stable par tous les ¢léments de

14 - Montrer qu’il existe au moins un vecteur propre commun a tous les U et que tous les ele.ments dej‘ sont des vecteurs propres communs a

endomorphismes {M, M € U} tous les endomorphismes de U .

, .
Soit M, M’ € U.
On note dorénavant : 2 20 - Montrer que [M, M'],, est une homothétie de trace nulle.

U={M, M ecU}.

[m]

Soit F' et H deux espaces supplémentaires de C" et u et v deux endomor- 21 - Que peut-on en déduire?
phismes de C™. De plus, on suppose, d'une part, que F' est stable par u et v
et, d’autre part, que u et v commutent. Le théoreme 2, dans le cas général, se prouve alors par les mémes raisonne-

ments qu’aux questions 14 et 17.
15 - Montrer les relations suivantes : FIN DU PROBLEME
PHU =prupg €t pgv =pyupH.

16 - Montrer que py upg et pg vpg commutent puis que py ug et pg vy
commutent.



