Exercice 1 : Suites et suites de fonctions - CCINP MPI 2024

. Si x <0, f,(x)# 0 donc an(x) diverge grossidrement.

Sinon, 0< f,(x)= 0(—2) par croissances comparées. Donc, par comparaison de séries a termes géné-
n
raux positifs et critere de Riemann (2> 1), E fu(x) converge.

Finalement, D=R}.

. On utilise le théoréme de continuité des séries de fonctions.

H1 Pourtout neN, f, est contfinue sur D =R}.
H2 Montrons qu’il y a convergence uniforme au voisinage de tout point.
Or pour tout a >0, tout x €[a,+oo[, et tout n €N,

|fn(x)| an(X) <fn(a)

majoration uniforme en x donc ||| (aso0f < Jn(@) Quil est un ferme général de série convergente
d’aprés la question précédente, donc an converge normalement et donc uniformément sur
[a,+ool.

On a déduit que f est continue sur tout [a,+oo[ ol a >0, donc sur R .

. On utilise le théoréme de la double limite.
H1 Pourtout neNN, fn(x)m Ono

H2 D’apres la question précédente, an converge normalement et donc uniformément sur [1,+o00[,
voisinage de +oo.

+00
On a déduit que f(x)m>215,,'0 =1.
n=0
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. Avec le changement de variable u =+, 0on a J eV dr =2J ue **du.
0

0
—XU

. . 3 .
On intégre par parties avec u— u et u—— de classe ¢! sur R*. On obtient

A —xu VA VA —xvA —xu VA —xvA —xvA
T ue ] 2 xu v Ae [ € ] 2+ Ae 2e 2
e Vidr=2|- +— e *tdu=-2 +2|— — -
J:) [ 0 0 0 X A x2

X X X x2

A 2
donc f e Vidr —— (x)= —.
0

A—+00 x2

. On procéde par comparaison série intégrale. soit x € D. La fonction g : t — e *V* est continue et dé-
croissante sur R*.

Pour tout n €N, f
k

k+1 k

g(t)dt < g(n) <f g(t)dt donc en sommant pour n€[0,N]Jou N €N,
k—1

N+1 N N
f g(r)dt<§jg(n)<g(0)+f g(ndr.
0 1

n=0

Avec la question précédente, on peut faire tendre N vers +oco et obtenir £(x) < f(x)<L(x)+1.

2 2
. Comme{(x)=—.1= o (¢(x))et, parencadrement, f(x) ~ {(x)=—.
x2 X—+00 X—+00 x2



Exercice 2 : Suites et suites de fonctions - E3A PSI 2010
Partie A

1. (@) a,>0etb,>0 s'obtient par récurrence simple sans encombre (4 rédiger soigneusement sur la
copie avec comme hypothése de récurrence « a,, et b,, existent et sont positifs. »
1 . .
®) a1 —bp= > (1/_61" —4/ bn)2 s’obtient directement en remplac¢ant a,,, et b,,, par les formules don-

nées dans I’énoncé.
2. La question précédente donne directement que pour tout ne€ NN, b, < d,4;.

) 2a .
Soitn>1.Onaadlors 0< b, < a, et donc a,,,; < T” =a, et b,,,>,/b2= b, cartout est positif.
Finalement, 0< b, < b, <a,. <a,.

3. Soit n>1. Vu la question précédente, a, b, > b donc b, < +/a, b, puis a,—2+/a,b, + b, < a,—b, et enfin

1
(va,—+/ b,,)2 <a,—b,. Avec la question 1.b, on a alors pour tout n>1, a,.; — b, < E(a"_b”)'

. . 1
En itérant, on obtient pourtout n>1, a,— b, < ﬁ(al —by).
Si, de plus, 1= by < a = a,, fout ce qui précede reposant sur cetfte inégalité s'étend au rang n =0 et on

peut écrire
b<1( by) 1( 1) 1I1 |
a,— —(ap—by)==-(a—1)==|1—al.
1 1\2 0 0 2 2

Sinon, il suffit d’échanger les rbles de q, et by ce qui ne change pas les autres termes des suites, pour

obtenir ) )
a—b<-(l—-a)==|1—a
1— b 2( ) 2| I

. 1
Finalement, pourtout n>0, a,—b, < on [1—al.

4. D'aprés 2, (a,) =1 €t (b,),=1 sont respectivement décroissante et croissante. Par la question précédente,
a,—b,—0(©nabien0<a,—b,. Donc (a,),s €t (b,),>1 sont adjacentes.

Donc  (a,)aen €f (b,),ew SONT CcONvVergentes vers une méme limite.

Partie B

5. La partie nous dit directement que pour tout x € R*, (¢,(x)), et (v ,(x)), convergent vers une méme
limite que I'on peut noter f(x).

Par définition, | les suites (¢,,) et (y,,) convergent simplement sur [0,+o0[ vers une fonction f.

6. (a) Avec x =0, py(0)=0 et on obtient par récurrence que pour tout n>1, y,(0)=0.
Or wn(O)mf(O) donc par unicité de la limite, | f(0)=0.
Avec x =1, go(1)=1,(1)=1 et par récurrence, pour tout ne N, ¢,(1)=y,(1)=1.
Or gon(l)mf(l) donc par unicité de la limite, | f(1)=1.

1
(b) Soit x e R*. Avec I'étude de la partie A, pour tout n €N, vx =11(x) < ¢,(x) < ¢1(x)= % Donc en

. 1+x
faisant n — +o0, /x < f(x)<




7. Soit A un réel strictement positif. Avec I'étude de la partie A, pour tout x €[0, A], la monotonie et la limite
commune des suites nous dit que pour n =1, ¥ ,(x) < f(x) < ¢,(x) donc

1 1 1
|@n ()= FOO| SYu(6) = pa(x) < S 11— x| = - max(1—x, x —1) < o - max(1, A—1)

d’aprés A.3, majoration uniforme en x. Donc ¢, — f est bomée et [|¢, = f| o 1o < Zinmax(l,A— 1)—0 et
(p,) converge uniformément vers f sur [0, A].

On montre exactement de la méme maniere que | (y,,) converge uniformément vers f sur [0, A].

Remarque : Le n>1 ne change rien sur le mode de convergence.

8. = On montre par récurrence sur n € IN que les fonctions ¢, et ¥, sont continues sur [0,+o0[, par
opérations usuelles sur les fonctions continues (& rédiger quand méme, surtout pour E3A!).
« La suite de fonctions (p,) (par exemple) converge uniformément vers f sur fout segment de la
forme [0, A] de R* donc au voisinage de tout point de R*.

Par théoréme de fransfert de continuité,  f est donc continue sur R*.

PROBLEME (algébre linéaire)

1. Supposons que A A; + A, A, + A3A3 =0
En évaluant en x;, on obtfient A,A4;(x;) = 0 ef, comme A;(x;) #0, on a Vi, A; =0, ce qui montre que
la famille (A, A,, A3) est libre.

2. Un calcul élémentaire donne
Ql(l)zl Q1(3):0 Q1(5):0

Q(1)=0 Q@B)=1 Q(5)=0
Q(1)=0 Q&B)=0 Q0B)=1

3. Les résultats obtenus au 1. s’appliquent : la famille (Q;, Q,, Qs) est libre.
Puisque cette famille libre comporte 3 vecteurs de R,[X] et que R,[X] est de dimension 3, la famille
(Q1,Q,,Q4) est une base de R,[X].

4. Un calcul simple donne

15 X?
Q=5 Xty
0y = 5, 3X X2
274 2 a4
Q_s X x?
T8 2 8
5 _5 3
8 4 8
D'oula matrice M= -1 3 —3
1 1 1
8§ —1 3§

5. Cette matrice est inversible , comme matrice de passage d’une base & une autre base.
En décomposant dans la base (Q;, Q,, Qs). on peut écrire, pour k €{0,1,2},

k
X' =a1; Q1+ a3 Qz+ a3 Q3
En évaluant en 1,3,5, on obtient a, ; =1, a, =3* et as;, =5*.
1

Dou A1=| 1
1

1
9
25

oW =



10.

1.

12.

13.

Remarque : pas étonnant de refrouver Vandermonde dans un probléme d’interpolation de Lagrange.

. Comme Q, # 0, la division euclidienne par Q, est possible et P =Q,Q + P avec degP <3.

Pour tout couple (P, B,) de polynédmes et pour fout réel A, on a

P,=QyQ,+P, avec degP <3

P2:QOQ2+p2 avec degP2<3
D’ou

Pl +AP2 = QO (Ql +AQ2)+ [Pl +7LP2:| .
Or
deg(P, + AP,) < max(deg P, degB,) <3,

ce qui montre que le reste de la division euclidienne de P, + AP, par Q, est P, + AP,.
Donc u (P, +APR)=u(P)+ Au(P,), ce qui prouve que |'application u est linéaire.

. On a déja Imu c R,[X].

De plus, si P est un polyndbme de T, alors u(P)=P car P =Q,-0+ P avec deg(P) < 3. ce qui prouve que
Ry[X]CcImu.

Finalement, Imu=R,[X].

. PeKeru < u(P)=0, ce qui signifie que P =Q,Q ou Q est un polyndme quelconque.

Ainsi Keru ={Q,Q, Q e R[X]} =Q,R[X].

. Soit P e R[X]. Comme degP <3, u(P)=P, soit u(u(P))=P.

On a donc u? = u, ce qui montre que f est un projecteur.
L'application u est donc la projection sur Im u =R,[X] parallélement & Ker u = Q,R[X].

Puisque P eR,[X], P se décompose de maniére unique sur la base ¢ de R,[X].

DOI’\C p :AIQI +A,2Q2 +A3Q3.

En outre P=Q,Q +P.

Comme Qo(1)=Qy(3)=Qo(5)=0. on a P(1)= (1), P(3)= P(3), P(5) = P(5).

Donc P =P(1)Q,+P(3)Q,+P(5)Q;.

Puisque M est la matrice de passage de la base canonique 2, d la base ¢, M~ est la matrice de

passage de 6 4 4A..
On retrouve avec la question précédente

1=Q1+Q+ Qs
X=0Q1+3Q,+5Q;
X2=Q1+9Q2+25Q3

1 1
Onrefrouve M~'=| 1 3 9
1 5 25

Un calcul simple prouve que (N —5I)N —3I)(N —I)=0. Comme ce sont des polyndmes en N, les trois
facteurs commutent mutuellement. | Les différents produits sont donc fous nuls.

Par définition,  F est le sous espace vectoriel engendré par (1, N,N?).



13 12
14. Remarguons qu'on a N?2=| 12 13
0o 0

La relation xI+yN +zN?=0 donne

© O O

x+3y+13z=0
2y+12z=0
xX+3y+9z=0

En refranchant la premiére équation & la demiére, il vient z =0, puis y =0 et enfin z=0.
La famille (I, N, N?) est donc libre.
Puisqu’elle est génératrice de F, c’est donc une base de F.

Par suite, F est un espace vectoriel de dimension 3.
15. Pour réel A et pour tout couple de polyndmes de R,[X]
Pl =d1+b1X+61X2
P2=a2+b2X+(:2X2

Pl +AP2 =(a1 +)La2)+(b1 +Ab2)X+(C1 +AC2)X2

(P, + APy) = (a, + Aay) I + (b, + Ab,) N +(c, + Ac;) N?
= (all—f- b1N+ ClNz)‘f‘A(azI“r‘ b2N+ CzNZ)

donc ¥ (P, + AR)=Y(P,)+ A¥(P,), ce qui montre que ¥ est linéaire.
Puisque ¥ transforme la base (1, X, X2) en la base (I, N,N?), ¥ est un isomorphisme de R,[X] sur F.

16. On a vu question 11 que

1 Qi +Q+ Qs
X = Q+3Q,+5Q;
X2 = Q1+9Q2+25Q3

Comme ¥ est un isomorphisme,

Y1) = W(Q)+Y(Q)+P(Qs)

U(X) = W(Q)+3¥(Q)+5¥(Qs)
U(X?) = W(Q))+9P(Q,)+25¥(Qs)
Dou
I = Cl + Cz + C3
N = C] +3C2 +5C3
N2 = C+9C,+25C;

17. Par définition des C;, on a:

C=Q(N)= é(lN—SI)(N—SI)
C2=QZ(N)=—Z(N—I)(N—51)
G = QuN)= (N~ 1N =31)

Comme dans le produit (N —I)(N —3I)(N —51I), on peut permuter les facteurs, on a

GG =—$(N—I)(N—3I)(N—5[)(N—5])=0(N—5])=0

De méme, on a immédiatement C;C; =0si i # j.



