Colle n°9 Du 2 au 6 décembre
Programme de colle - MPI

1. Passage a la limite sous I'intégrale

Extrait du programme officiel :

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

Convergence dominée

Pour I"application pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de convergence simple et de domination,
sans expliciter celles relatives & la continuité par morceaux par rapport & t.

Théoréme de convergence dominée : soit (f,) une suite de La démonstration est hors programme.
fonctions continues par morceaux de I dans K convergeant

simplement sur I vers une fonction f contfinue par morceaux

et telle qu’il existe une fonction ¢ positive intégrable sur I véri-

fiant |f,| < ¢ pour tout n. Alors :

(=
I I

Extension au cas d’une famille & parametre réel (f;);¢; ou J est
un infervalle de R.

Intégration terme & terme

Pour I'application pratique des énoncés de ce paragraphe, on Vvérifie les hypothéses de convergence simple et de positivité ou de
sommabilité, sans expliciter celles relatives & la continuité par morceaux par rapport & t.

Si (f,) est une suite de fonctions continues par morceaux et La démonstration est hors programme.

intégrables sur I, & valeurs dans R*, telle que la série Zf" =

converge simplement et que sa somme soit continue par mor-
ceaux sur I, alors, dans [0,+00],

En particulier, I'intégrabilité de Zf,, sur I équivaut &
n=0

+00
Z fu(t)dt < +o0.

+00 +00 =oJ1
J (X mw)ae=3 | fodr.
I n=0 n=0J1
Si(f,,) est une suite de fonctions continues par morceaux et inté- La démonstration est hors programme. On met en évidence le
grables sur I, & valeurs dans KK, telle que lasérie > f, converge  Paraliélisme de cet énoncé et du précédent avec ceux issus
simplement et que sa somme soit continue par morceaux sur I de la theorie des familles sommables. . . ,
et telle que On présente des exemples sur lesquels cet énoncé ne s'ap-
+o0 plique pas, mais dans lesquels I'intégration terme & terme peut
Z | fu(2)l dt < +o00, étre justifiée par le théoréme de convergence dominée pour
n=0J1 les sommes partielles.

+00
alors Zf” est intégrable sur I et
n=0

iofn(t)dt:f falt)de.
I n=0 n=0J1

Bien sar, on connait aussi les théorémes d’intégration terme & terme dans le cas ou I'intervalle est un
segment et qu’il y a convergence uniforme.

Exemple de limite par découpage de l'intégrale.

2. Intégrales & parameétres

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Régularité d’une fonction définie par une intégrale & paramétre

Pour I'application pratique des énoncés de ce paragraphe, on vérifie les hypothéses de régularité par rapport & x et de domination,
sans expliciter celles relatives & la continuité par morceaux par rapport & t.

Soit A une partie e-unr-espace-normé-de-dimensionfinie [une
partie de R, pour le moment], I un intervalle de R, f une fonc-
tion définie sur Ax I & valeurs dans K telle que :

* pourtout t e, f(-,t)est continue;

% pour fout x € A, f(x,-) est continue par morceaux:

* il existe une fonction ¢ intégrable sur I telle que, pour
tout x de A, |f(x,")| < ¢.

Alors x HJ f(x,t)dr est définie et continue sur A.
I

Soit I et A deux intervalles de R, f une fonction définie sur Ax I
& valeurs dans K telle que :

* pourtout t€1, f(-,t) est de classe 6! sur A;
pour fout x € A, f(x,-) estintégrable sur I ;

ar

*
% pourtout x e A, a(x, -) est continue par morceaux sur I ;
*

il existe une fonction ¢ positive intégrable sur I telle que,

f

—=(x,7)| <.
pourTouTxdeA,‘ax(x,) 9

Alors g : x Hj f(x,t)dt est de classe 6! sur A et vérifie :
1

o= [ 9f
VxeA, g(x)fj;ax(x,t)dt.
Extension & la classe % d’une intégrale & paramétre, sous
k
hypothése de domination de :—xfk(x, t) et d'intégrabilité des
2i

f .
W[x,-) pouro<j<k-1.

En pratique, on vérifie I'hypothése de domination sur tout seg-
ment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés & la situation.

En pratique, on vérifie I'hypothése de domination sur fout seg-
ment de A, ou sur d’autres intervalles adaptés & la situation.

Exemples d’études de fonctions définies comme intégrales &
parameétre : régularité, étude asymptotique.

3. Rayon de convergence d’une série entiére

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

Généralités

Série entiére de la variable réelle, de la variable complexe.
Lemme d'Abel : si la suite (a,z}') est bomée alors, pour fout
nombre complexe z tel que |z| < |z, la série Zu,,z" est ab-
solument convergente.

Rayon de convergence d’une série entiére, défini comme
borne supérieure dans [0,+o0], de I'ensemble des réels positifs
r tels que la suite (a, r") est bornée.

Disque ouvert de convergence.

Intervalle ouvert de convergence.

Sia, = O(b,) et donc en particuliersi a, = o(b,). R, > Ry,. Si a, ~ by,
Ry=R,.

Application de la régle de d’Alembert pour les séries numé-
riques au calcul du rayon.

La série Z“"zn converge absolument si |z| < R, et elle diverge
grossierement si |z| > R.
Rayon de convergence de > n“x"

|an

La limite du rapport
lan|

peut étre utilisée directement.

Semaine prochaine Séries entieres, révisions de probabilités.



4. Questions de cours

(i) *k Démonstration des théorémes de continuité et de classe ¢! d’une intégrale & paramétre.
+00o

(i) ¥r:x— r*'e' dr est de classe €°° sur R}, expression des dérivées, In-convexité, limites en 0*

0
et +o0, graphe. (On admet ici que I'(x + 1) = xI'(x), démoniré dans CCINP 29).
(i) Exercices CCINP

5. Exercices CCINP

« CCINP 20:
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

@ Z%zhﬂ' () > a2, (©) > cos(n)z".
n)

« CCINP 21
1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (a,),ey Une suite bornée telle que la série Z“" diverge. Quel est le rayon de convergence
de la série entiére Zanz" ? Justifier.

L. N an v 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z(ﬁ)( K ln(l + —) z"?

n=1

« CCINP 25 ;
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ — est intégrable sur

[0,+00].

1+t2+tne—t

+00 dr

——— . Calculer la limite de (u,,).
1+t2+tnet

2. Pour tout neNN, pose u, :J
0

+00

1

« CCINP 26 : Pour tout entier n>1, on pose I, = ——=dt
(141¢2)

0

1. Justifier que I, est bien définie.

2. a) Etudier la monotonie de la suite (I,,),cn..
b) Déterminer la limite de la suite (I,,),,en--

3. Lasérie Y (—1)"I, est-elle convergente ?

n=1

e—x

. CCINP 27 ; Pour tout neN*, on (%)= ——
our tout n € IN*, on pose f, (x) T

1
et u, =f fn(x)dx.
0

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn) sur [0,1].

2. Soit a €]0,1[. La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [a,1]?
3. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0,1]?

4. Trouver la limite de la suite (u,,) e -

« CCINP 29 : On pose : Y x €]0,+00[, YVt €]0,+00[, f(x,r)=e""t*1.
1. Démontrer que : V x €]0,4+00[, la fonction ¢ — f(x, r) est intégrable sur ]0,+oo].
+o0
On pose alors : Y x €]0,+00], F(x)=f e t*dt.
2. Pour tout x €]0,+oo[, exprimer I'(x + ;’) en fonction de T(x).

3. Démontrer que T est de classe C! sur ]0,+o0o[ et exprimer I'’(x) sous forme d’intégrale.

« CCINP 30:
1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

+0o0o
2. Démontrer que la fonction f: x—»f e " cos(xt)dt est de classe C! surR.
0

3. a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d'ordre 1 dont f est solution.
b) Résoudre (E).

+00

« CCINP 49 : Soit Za,, une série absolument convergente a fermes complexes. On pose M = Zla,,l.
=0
a,t™ _ "
On pose : VneN, VYt €[0,+00], f,(t)= TR L

1. a) Justifier que la suite (a,) est bornée.
b) Justifier que la série de fonctions )’ f, converge simplement sur [0,+o0l.
+00
On admettra, pour la suite de I'exercice, que f : t HZf,,(t) est continue sur [0, +00].
n=0

2. a) Justifier que, pour tout n €N, la fonction g, : t — t"e~! est intégrable sur [0,+0c0[ et calculer

+00
f ga(r)dz.
0

En déduire la convergence et la valeur de J

0
+00 [+00 n +00
a,t" _,
( E Te dt = ngzou,,.

n=0

+

| ()] de.

b) Prouver que f

0

+00 .
e2t

x+t

« CCINP 50 : On considére la fonction F: x HJ dr.

0
1. Prouver que F est définie et continue sur ]0;+ool.

2. Prouver que x — x F(x) admet une limite en +oco et déterminer la valeur de cette limite.
3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F(x).
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