n INTERVERSION LIMITES ET INTEGRALES

n Rappel : le cas de la convergence uni-
forme sur un segment

Théoréme 1 : Interversion limite et intégrale par

convergence uniforme sur un segment
Sia,beR, f:la bl — K et (fn)n une suite de fonc-
tion de K'Y tel que
H1 Pour fout ne N, f, est continue sur [a, bl.

H2 La suife de fonctions (f,)n converge uniforme-
ment vers f sur [a, b].

Alors

C1 f est confinue sur [a, bl

b b
C2 f fn(nde f f(nde.
a a

n—+oo

E Théoréeme de convergence dominée

Théoréme 2 : de convergence dominée (version dis-

crete)

Soit (fn)n=0 Une suite de fonctions definies sur un
intervalle I, & valeurs réelles ou complexes.
On suppose

H1 La suite (f,) converge simplement sur I vers une
fonction f.

H2 Toutes les f, pour ne N et f sont continues par
morceaux sur I.

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction
pe LI, R") (c’est-G-dire positive et intégrable sur
I) telle que

<
Alors VnelN, Ytel, |fa(t)|<p(t)

C1 Les f,, et f sontintégrables sur I et f fn—— | f.
1

n—+oo Jr
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Extension du théoréme

Théoréme 3:de Convergence Dominée (version

continue)

Soit J intervalle, Ay € J éventuellement infini,

Soit (fa) e, une famille de fonctions et f une fonc-
tion, définies sur un intervalle 1, & valeurs réelles ou
complexes.

On suppose

H1 Pourfouftel, fy (1)

0.
PR f@

H2 Les f) pour A€ J et f sont continues par morceaux
surl.

H3 Hypothése de domination : Il existe une fonction
pe L', RY) telle que

<
Alors VAe], Vtel, |0 <0

C1 Les f) ef f sont intégrables sur I et f f PR f f.
1 —Ao JI

m INTEGRATION TERME A TERME : INTERVERSION

SERIE-INTEGRALE

n Rappel : convergence uniforme sur un
segment

Théoréme 4 : Interversion série-intégrale sur un seg-

ment
Sia,beR, (fu)n Une suite de fonction de K!4?! tel
que
H1 Pour fout ne N, f, est continue sur [a, b].

H2 La série de fonctions Y_ f, converge uniformé-
ment vers f sur [a, bl

alors

+00
Cl1 f= ) faestcontinue sur [a,b).
n=0

b
c2 ) f fa(t)dt converge.
a

b +oo

+00 pb
C3 Y fm@de=) | faode
a n=0 n=0va
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E Cas des fonctions & valeurs réelles posi- n Mise en pratique

tives

N\ ! 7/
@ Méthode 1 : Intégration terme aterme / Inter-
version séries-intégrales

Théoréme 5 : Interversion séries-intégrales de fonc-

tions a valeurs réelles positives

+\IN
Soit (fn)ne € (I]R ) , une suife de fonctions & va-
leurs réelles positives. On suppose

H1 La série Z fn converge simplement sur I

+00
H2 Les f, pourne N et f =Y f, sont continues par
n=0
morceaux sur I.

Alors
cl fl(rgofn) B nz=:0 Ifn.

(Egalité dans [0, +c0].)

Cas général

Théoréme 6 : Interversion séries-intégrales, conver-

gence N;

N
Soit (fn)nelw € (IR) , une suite de fonctions & va-
leurs réelles ou complexes. On suppose

H1 La série ) f, converge simplement sur I et sa
+00
somme f =) f, est continue par morceaux sur

n=0

1

H2 Chaque f, est infégrable sur I et donc en parti-
culier continue par morceaqux sur I.

H3 Lasérie ) f |f»] converge.
1

Alors

Cl ) f[ fn converge.

+00
C2 ) f, estintégrable sur I.
=0

cs [ ( ngofn): 5 [

Par ordre décroissant de fréquence, on dispose de
frois méthodes principales.
1. Dans le cas réel positif, I'interversion peut étre faite a
priori, et on vérifie ensuite si les quantités manipulées
sont finie ou +oo.

2. Sinon, on peut appliquer le théoréme qui vient d’étre
vu, avec la convergence de Y N; (fn).

3. Si I =1a,b] est un segment sur lequel les f;, sont confi-
nues, on peut regarder si ) f, converge uniformé-
ment.

Le plus agréable serait qu’elle converge normale-
ment 9, donc que Y Neo(f) converge.

4. Aucun des deux théoremes précédents ne s'ap-

+00
plique. Posant alors s = Y f,, on écrit, pour tout

n=0
n
n>0,8=) fy + R, avec des notations habituelles :
k=0
+00
Rn= ) fr
k=n+1

Si on montre, par exemple avec |I'aide du théoreme

b
de convergence dominée, quef Ry (n)dt P 0,
—+00

a
c’est fini. (Pour cela il faut majorer | R, (1)|, par exemple
avec le théoréme sur le séries alternées...)
On peut aussi envisager d’appliquer le théoreme de
b
convergence dominée a f Sn(r)dt, lorsque I'on peut

a
estimer, voire calculer S, (1)].

a. Et, en fait, lorsque c’est cas, comme N; < (b— a) Ny, le théo-
reme précédent s’applique aussi, mais c’est plus long & rédiger.
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