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Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle réel contenant au moins deux points, IK désigne R ou C.

n CONTINUITE

Il Définition

Définition 1 : Continuité

Soit f:I-K, acel.
f est dite continue en a si et seulement si f(x) — f(a). si et seulement si

Ye>0, 3n>0, Vxel, |x—al<n=|f(x)-f(@)|<e.

Soit f: I — K. f est dite continue sur I lorsque f est continue en tout point de 1.
On note ¢ (I,R) ou € (I) ou €°(I,R) ou €°I) I'ensemble de telles fonctions.

Remarque

R1- Ainsi, f n"est pas confinue en a si et seulement si
3e>0, Vn>0, Ixel, |x—al<net|fx)-fla)|>e.

R2 - f est confinue en a si et seulement si f est définie en a et a une limite finie en a.
R3 - f est confinue en a si et seulement si Re(f) et Im(f) le dont.

Propriété 1 : Caractérisations séquentielles

(i) f est continue en a
= (ii) V(apn) e IV | an— a, flan) — f(@.

> (iii) V(an) € IN | a, — a, (f(ay)) converge.

Démonstration

On montre (i) = (ii) = (iii) = (ii) = ().

Si f est continue en a, et si (ay) € IN, on se donne ¢ >0 et > 0 fel que pour tout x € I tel que |x—al < 7,
|f(0) - f(@)| < e Oronaunrang N & partir duquel |a, —al < e. don, pour n > N, |f(an) - f(@)] < &, ce qui donne
bien f(an) — f(a) et donc en particulier converge.

Si pour toute suite (ay) € IN telle que a,, — a, (f(an)) converge, on montre que toutes les limites valent f(a). Soit
une felle suite (ay) et ¢ la limite respective de (f(ay)). En considérant une suite (a),) telle que pour tout ne N, by, = ap,
et bap+1 = a on abien b, — a donc f(b,) converge vers une limite nécessairement égale a ¢ et & f(a) par extraction,
donc ¢ = f(a). Finalement, toutes les limites des suites (f(ay)) sont égales a f(a).

La derniére implication se fraite classiquement par contraposée : on suppose que f n'est pas continue en a,
ce qui fournit ¢ > 0 tel que pour fout 7> 0, on ait x e I vérifiant |x—al < n et pourtant |f(x) - f(a)| > . Pour n€ N, on

peut I'appliquer a n = zin ce qui fournit a, € I tel que |a, —al <n et |f(an) —f(a)| > ¢. On construit bien ainsi une suite
(an) € IN telle que ay, — a et f(an) ~ f(a). [

Remarque

R4 — Une combinaison linéaire, un produit, un quotient, une composée de fonctions continues I'est encore.
€ (1,KK) est une sous-algébre de (K7, +, x,-).
R5 - Efre continue en a est équivalent & étre continue & gauche et & droite de a.
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fg Voir exerciceduTD:7, 8

E Cas des fonctions a valeurs réelles

Dans ce paragraphe, toutes les fonctions sont & valeurs réelles.

Théoréeme 1 : des valeurs intermédiaires

Soit f:1—TR continue. Si a,be I tels Que a<b et me [f(a), f(b)], alors il existe c€ [a,b] tel que m = f(c).
Aufrement diit, ~
[f(@), fB)] < fa,b)).
N

Extension : Si a,be R tels que a< b, f:1a,bl— R continue sur1a, bl et admet des limites lim f & droite de
a+

a et 12}1 f @ gauche de b, alors pour fout m e

limf,l%]mf[, on a ce€la, bl tel que f(c) = m. Autrement dit,
at -

]lirpf,l}}r_nf[Cf(]d,bD-
L

Remarque

R6— [f(a), f(b)] signifie [f(a), f(b)] ou [f(b), f(a)] selon la position relative de f(a) et f(b).
N

Ficure 1 - Le théoréme des valeurs intermédiaires

Remarque
R7 — La réciproque est fausse : on peut vérifier la propriété des valeurs intermédiaires sans étre continu.

R — R

C’est le cas par exemple de la fonction f: cosl sixzo discontinueen o.

six=0

Exercice 1

Montrer qu’un polyndme réel de degré impair a toujours au moins une racine réelle.
En effet, comme on a des limites +co Ou Foo en +oo, Notre polyndme continu prend au moins une valeur positive
et une valeurs négative sur R.

fg Voir exerciceduTD: 9, 10, 11
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Corollaire 1:Image continue d’un intervalle

L'image d’un intervalle par une fonction continue est un infervalle.
Aufrement dit, si f est continue sur un infervalle 1, alors f(I) est un infervalle.

Remarque

R8- /N\ Engénéral f(la,b) # [f(@), f(b)] &t fQabD # lim f,lim f|.
at b

R9 — Le type de l'intervalle n’est pas conservé en général.

Théoreme 2 : des bornes atteintes

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi, si a,b € R tels que a < b et si f est continue sur le segment [a,b], alors on A c,d € [a, b] tels que

fl© :I[I;Ibr]lf et f(d) =I[I;,ab)](f.

Corollaire 2 : Image continue d’'un segment

L'image d’'un segment par une fonction continue est un segment.
Avec les notations précédentes, f étant continue sur [a, b],

fliab1) =

min f, max
[a,b] f [a,b] f

= [f(o), f(@)]

Propriété 2 : Stricte monotonie d’une fonction continue injective sur un intervalle

Si f est confinue et injective sur un intervalle I, f est strictement monotone sur I.

Théoreme 3 : de la bijection

Soit I un infervalle et f définie au moins sur 1, & valeurs réelles. On suppose que
H1 f est continue sur 1.
H2 f est sfrictement monotone sur I.
Alors
C1 f induit une bijection f de I sur J = f(I).
C2 f-! est strictement monotone de méme monotonie que f.
C3 f-! est continue sur J.

Définition 2 : Homéomorphisme (HP)

f:I— Jest appelé homéomorphisme lorsque f est bijective et bicontinue, c’est-a-dire f continue sur
I et f~1 est continue sur J.

Le «théoreme de la bijection » se reformule alors en

Théoréeme 4 : Théoréme de ’lhoméomorphisme

Toute fonction continue strictement monofone induit de I sur J = f(I) un homéomorphisme.

FONCTIONS NUMERIQUES
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Uniforme continuité

La continuité dont on a parlé jusqu’a maintenant était une propriété locale : au voisinage d’un point a, si je me
reproche de a, alors mon image par f se rapproche de f(a), ce quis'écrit formellement :

Yael, Ve>0, An>0, Vxel, [x—al<n=|f(x) - f(a)| <e

Définition 3 : Uniforme continuité

Soit f:1— K. On dit que f est uniformément continue sur I si

Ye>0, 3n>0, Vx,yel, |x—y|<n=|fx)-f)|<e

Cela impose que si x et y sont suffisamment proches, mais n‘importe ot dans I, alors f(x) et f(y) sont proches
également.
Ainsi, pour des fonctions & frop grandes variations, on pourra ne pas avoir uniforme continuité.

Propriété 3: UC = Continue

Une fonction uniformément continue sur I est continue sur 1. Réciproque fausse.

Démonstration
Si
Ye>0, An>0, Ya,xel, [x—al<n=|fx)-f@|<¢e

alors
Yael, Ve>0, 3n>0, Vxel, [x—al<n=|f(x) - fla)|<e. M

Propriété 4 : Caractérisation séquentielle

f est uniformément continue sur I si et seulement si

V () Yndn € I | X = yn 0, flxn)=fyn) ———0.

n—+oo

Remarque

R10 - N'apparait pas dans le programme officiel, mais frés utile pour démontrer qu’une fonction n’est pas unifor-
mément confinue.

Démonstration

0ete>o0.

(=) Si f uniformément continue et x;, -y, =

Onan>o0telque Vx,yel, |x-y|<n=|fW-f(p)|<eoronaNelNtelqueVn>N, x-yy<n, qinsi
VYn>=N, f(xp)-fyn) <eetdonc f(x,) - fyn) 0.

n—+oo

(<) Par contraposée, si f n‘est pas uniformément continue, on a ¢ > 0 tfel que
¥n>0, 3x,yel, |x-y|<net|fx)-f)|>e.

Soit ne N et nn = ﬁ ON d xu,yn des réels tels que |a, — yn| < ﬁ et |f(xn)— flyn)| > €. ANSi, x,—yp — 0 et
fxn) = f(yn) # 0. [

Propriété 5 : Stabilités

Une combinaison linéaire, une composee de fonctions uniformément continue I’'est encore.

A Faux pour un produit ou un quotient.

FONCTIONS NUMERIQUES


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 13 NOVEMBRE 2024

Exemple

E1- f:x— |x| est uniformément continue sur R.
E2- f:x— x% n’est pas uniformément continue sur R : probléme si x — +oo (Pente trop forte). x, = n+ % yn =nalors
_1 ic 12 _ 2 1

Xp=Yn =5 — 0MAls Xj; — yp =2+ —5 /0.
E3— f:x— x est uniformément contfinue sur R (malgré la pente infinie en 0) : si x,; — y, — 0, on peut supposer

Xn = yn. Qlors

2
(\/xn - \/}’n) =Xn=2VXnYn+tYn<Xn—=2Yn+Yn=Xn—yYn—0.

Donc |vVx, = V¥, <\/|xn - yn|. Donc vx, -/, — 0.

1 . B . . .
E4— f:x— < n’est pas uniformément continue sur R probléme si x — 0 (pente frop forte).

2 1

Xn=%, yn=1 Qlors xp—yn = 5 ~0mMais 3~ 5-= -4 ~0.

Remarque
R11 - La fonction /- vérifie
vy Vi-yy<kx|x-y['?
on dit gu’elle est 1/2-hélderienne. Toute fonction a-hdlderienne est facilement uniformément continue.

Théoréeme 5 : de Heine

Tout fonction confinue sur un segment est uniformément continue sur ce segment.

Démonstration

Si f:la,b] — K contfinue non uniformément continue, on a e >0 et (xu)n, u)n € la, N telles que xy, — yn
et pour tout n, f(xn) — f(yn) > €. (vOir preuve de la caractérisation séquentielle).

D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite bornée x une suite convergente (xy (), -
puis de la suite bornée (yy ), une suite convergente (ypoym)),,- AlOrS (Xpoy(m),, €St AUssi convergente comme suite
extraite de (xy(m),, ©F Xpoy(n) — Ypoyn) — 0 donc les deux limites sont égales & 2.

Alors, par continuité, f (xgoy ) — f(©) €t f(Ypoym) — f(£) donc

0

n—+oo

I (xpoym) = f (Vpoym)) = 0

ce qui contredit f(xpoy ) = f (Vpoyn) > €

g Voir exerciceduTD: 12, 13, 14

ﬂ Application au théoreme d’approximation uniforme par des fonctions
en escalier

On redonne la définition d’une fonction continue par morceaux et on utilise le théoreme de Heine pour démontrer
le théoreme d’approximation uniforme par des fonctions en escalier, résultat & la base de la construction de I'intégrale
de Riemann sur un segment.
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Définition 4 : Fonctions continues par morceaux

Une application f:[a,b] — K est dite continue par morceaux si et seulement s’il existe une subdivision
o =(ap,a,...,an) de [a,b] (QveC ap=a<a; <---< ap =b, donc) telle que

f\ est continue.
Vke [[0' n— 1]], lag, api [
f admet des limites a droite de a; et & gauche de a.;.
c’est-a-dire
f| est continue.
vikel[o,n-1], { Nl
f|]ak aenl est prolongeable par continuité & [ag, ars1].

On dit alors que o est adaptée a f.
On note 4., (la, b]) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a, b].
f:1—IK est dite continue par morceaux (sur I) si sa restriction & tout segment I'est.

Théoréme 6 : Approximation uniforme des fonctions CPM sur un segment par des fonctions en escalier

Toute fonction continue par morceaux sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.

Démonstration
Cas continu Soit £ > 0. Par théoreme de Heine, f est uniformément continue sur [a,b]. On a donc i > 0 tel que
vx,yelabl, |x-y|<n=|fx)-f)]|<e.

On choisit une subdivision o = (ay,...,an) de [a,b] de pas h= max (aps1—ax) <.

Sksn-1
flap)  sixe[ag, ap|
fb) six=b

Alors, si x € [a,b[, on d k tel que x € [ag, ag,1| et |x—ag| <|ags1 — ax| <n donc | f(x) —p@)| = | f(x) - flap)| < &, soit
x=bet|f)-¢pb)|=0<e.
On a donc bien || f-¢|, <e.

On définit alors ¢ : x— { une fonction en escalier.

Cas continu par morceaux Soif o = (ay, ..., an) de [a, b] adaptée a f.
Chaque f|]ak [ € prolonge par continuité en une fonction f. contfinue sur [ag, ag41] : ON A @i € E((a, b)) telle

que | fr ~ ¢kl <e
Q) sixe]ag apyq]

flay) Six=ay

On pose alors ¢ : x— { une fonction en escalier.

Alors, si x € [a, ], soit on d k tel que x €lay, ag41[ €t |px) - f(0)] = |px(x) - fr(0)| < & soit on a k tel que x = a. et
|plag) - flap)| =0<e.
On a donc bien | f-¢|,, <&

ATE . . . 1 . . . ) .
Définition d’une suite Quitte & prendre ¢ = > ou neIN, on construit une suite (¢,) de fonctions en escalier sur [a, b

s 1 Ccu
vérifiant VnelN, |f-¢ny < - donc telle que ¢, — f. u

FONCTIONS NUMERIQUES


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 13 NOVEMBRE 2024

E Fonctions lipschitziennes

Définition 5 : Fonction lipschitzienne

f: X cR— R est dite k-lipschitzienne sur X (ouU ke RY) si

Vx,yeX, |[f-fm|<k|lx-yl.

Propriété 6 : Lipschitzienne = UC

Toute fonction lipschitzienne (ou plus généralement hélderienne) sur I y est uniformément continue.
La réciproque est fausse.

Remarque

R12 - f lipschitzienne == f uniformément contfinue == f continue.

Plus précisément :

f lipschitzienne x> f holdérienne x> f uniformément continue = f continue.

Démonstration

vx,yel, |fx)-fo)|<k|x-y|* (@=1silipschitzienne).
bonc st xp = yn — 0., f(xn) = f(yn) — 0. L

Exemple
E5 - /- est uniformément continue mais pas lipschitzienne car si
VxyeRY, |Vi-vy|<k|x-y]

avec k>0, on va avoir un probléme pres de zéro (pente trop forte). Pour y =0, on obtient Vxe R*, x < kx et
si x#0, yX> ¢ donc x> é Contradiction.

E6— Parinégalité des accroissements finis, une fonction continue sur I et dérivable sur I (c’est le cas si elle est de
classe ¢!) & dérivée bornée sera lipschitzienne donc uniformément continue. C’est le cas par exemple des
fonctions sin et cos.

m DERIVABILITE

Il Nombre dérivé et fonction dérivée

n Dérivabilité en un point, sur un intervalle

Définition 6 : Nombre dérivé, fonction dérivée

Soit f: I - KK, ae I. On dit que f est dérivable en a si et seulement si
fla+h) - f(a)

fO-F@ o ne limite lorsque
X—a
a une limite lorsque h — 0.

df
dx

x — a Si et seulement si

Cette limite est alors notée f'(a) ou (a) et appelée nombre dérivé de f en a.

FONCTIONS NUMERIQUES
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Lorsqu’elle existe, on a donc

f'(d)=)1ci_l,n fx)-fla - lim f(a+h)—f(a)'

a x—a h—0 h

f est dérivable sur I si et seulement si f est dérivable en tout point de 1.
On définit alors la fonction dérivée

pepp=dL |t — B
dx X — f/(x)

Remarque : Interprétation géométrique

R13 - Il s’agit de la limite des cordes dont une extrémité est le point (a, f(a)) lorsque x — a. D'ou I'équation de la
tangente ena: y=f'(a@)(x—a) + f(a).

Si ‘f(x)%i:(a) — 400, f N"est pas dérivable en a, mais il y a une tangente verticale.

Propriété 7 : DL,

[ est dérivable en a si et seulement si elle admet un développement limité al'ordre T en a, c’est-a-dire
si on peut écrire
fla+h)=f(a)+hb+h-e(h) = f(a)+hb+o(h)
ol beXK et e(h) WO'
Dans ce cas, b= f'(a).

Corollaire 3 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a, alors f est confinue en a.
La réciproque est fausse.

Définition 7 : Dérivabilité a gauche, a droite

Sif: 1—R, acl. f est dite dérivable a gauche (respectivement a droite) de a lorsque W admet
une limite & gauche (respectivement & droite) de a, notée fy(a) (respectivement £ (a)).

Propriété 8 : Caractérisation de la dérivabilité

Siace ; f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable & gauche et & droife de a et fg’(a) = fi(a).
On a alors fy(a) = f(a) = f'(a)

ﬂ Opérations algébriques

Propriété 9 : Opérations algébriques

Sif,g:1-R,acl, AeR
() f+g dérivable en aet (f+g)(a) = f(a)+g'(a).

(il f x g dérivable en a et
(fxga=f(aga+fag (.

(i Af derivable en a et (Af) (@) = Af'(a).
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f

(iv) Si g ne s’annule pas, P est dérivable en a et

Y . flaga-fag'(a
=| (@)= > .
g (g(a)

Remarque

R14 — Plus généralement, si fi,..., fn sont dérivables en a, fi x--- x f,, I’'est aussi et

n
(Axxfa) @=Y fi@..., fro1(@ (@ frs1(@) - fala).
k=1

Propriété 10 : Composée

Soient 1,] sont des infervalles, f: I-R et g: J-R telque f(I)cJ etac I
Si f est dérivable en a et g est dérivable en b= f(a), alors go [ est dérivable en a et

(gofN'(@=f'(a)xg o fla.

Remarque

R15 — Les propriétés de dérivation de sommme, produit, combinaison linéaire quotient par une fonction jamais nulle,
composée de fonctions dérivable s’étendent naturellement aux fonctions dérivables sur un intervalle.

Dérivée d’une réciproque

Propriété 11 : Dérivée d’une réciproque
Si f :1— J bijective et dérivable sur I, alors f~! est dérivable sur {f(x) ; xe Iet f'(x) # 0} et

-1\ _ 1
(f ) - f’of_l
Remarque

R16— Si f'(a) =0, alors le graphe de f admet une tangente verticale en b= f(a).

R17 — Dans tous les cas, la tangente en (b, f~1 () = (f(@), a) & €1 estl'image par la symétrie d’axe d'équation y = x
de la tangente en (a, f(@) & 6.

R18 — Pour retrouver la formule, il suffit de dériver fo 1 =id.

E Dérivées successives et classe d’une fonction

Définition 8 : Dérivées successives et classe d’une fonction

Soit f:I—R, neN.
= Lorsque f est dérivable n fois, note £ sa dérivée ne tel que £ = f et pour tout k, f&+1 = ()

s Si ke NN, f est de classe ¢* sur I lorsque f est k fois dérivable et f® est continue sur I. On note €* (1)
I’ensemble des fonctions de classe €* sur I.

/

m f est de classe € sur I lorsque f est de classe €* pour tout k€ IN, ¢’est-a-dire lorsque f est indéfi-
niment dérivable.
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Remarque

R19 — On peut étre k fois dérivable sans étre de classe €.
Par exemple f: x— x?sin est dérivable en 0 sans y étre de classe €.

Propriété 12 : Classe d’'une dérivée

Sin>1, f est n fois dérivable (respectivement de classe €") si et seulement si f dérivable et f' est n—1
fois dérivable (respectivement de classe €"1). Alors " = (f')"".

Propriété 13 : Opérations sur les dérivée d’ordre n

Soient f,g: I — R n fois dérivable (respectivement de classe €") sur I, A€ R.
() f+g estn fois dérivable (respectivement de classe €™) sur I et

(f+g)(") — f(n) +g(”).
(i Af est n fois dérivable (respectivement de classe €™) sur I et

(ﬂ,f)(") — Af(n).

(i Formule de Leibniz
f x g est n fois dérivable (respectivement de classe €") sur I et

w _ X~ [ p0) k)
(fx"W=>) P A A

k=0

(iv) Si g ne s’annule pas sur 1, g est n fois dérivable (respectivement de classe €") sur 1.

(v) Sih:J— R, tel que f(I) c J est n fois dérivable (respectivement de classe €") sur J, fo g est n fois
dérivable (respectivement de classe €™) sur 1.

Remarque
R20 — Le formule de Faa di Bruno (hors-programme) donne une expression de (fog)™.,

Exercice 2: CCINP 3

Propriété 14 : Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles exp, sin, cos, tan, In, ch, sh, th, Arctan et polynomiales ou rationnelles sont de classe

€ sur leur ensemble de définition.
Les fonctions Arcsin et Arccos sont de classe € sur]—1,1].

V- est de classe € sur Ry.

Définition 9 : ¢*-difféomorphismes (HP)

f: I— J est un €*-difféomorphisme lorsque
m f est bijective,

m f est de classe €* sur I,

s f! est de classe €* sur J.
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Remarque

R21 - Un «¢Y-difféomorphisme est un homéomorphisme.

Propriété 15 : Caractérisation (HP)

Soit f:1— J bijective de classe €* avec k> 1.
Alors f est un €*-difféomorphisme (ie f~' est de classe €* sur J) si et seulement si f' ne s’annule pas
surI.

Remarque

R22 - Comme f’ est continue, si elle ne s’annule pas, elle garde un signe constant et f est strictement monotone,
donc injective automatiqguement.

5 Voir exercice duTD : 16, 18, 22

Applications

ﬂ Condition nécessaire d’extremum local

Définition 10 : Extremum local

Soit f: 1—-1R, acl.

(i) On dit que f admet un minimum (respectivement maximum) local en a lorsqu’il existe un voisinage
VdeatelqueVxelnV, f(x)= f(a) (respectivementf(x) < f(a)).

(i) On dit que f admet un minimum (respectivement maximum) local strict en a lorsqu’il existe un
voisinage V de atelque Vxe (InV)\{a}, f(x)> f(a) (respectivementf(x) < f(a)).

On parle alors d’extremum local.
Lorsque V =R, on parle d’extremnum global.

Remarque

R23 — Ainsi, f admet un minimum (respectivement maximum) local en a si et seulement si
An>0, Vxel, |x—al<n= f(x) > f(a)
(respectivement f(x) < f(a)). si et seulement si
Je>0, VheR, a+helet|hl<e= f(a+h) > f(a)

(respectivement f(a+ h) < f(a)).

Définition 11 : point critique

Sif:I1-R,ac Ttel que f dérivable en a. On dit que a est un point critique de f lorsque f'(a) = 0.
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Propriété 16 : Condition nécessaire d’extremum local

Soit f: 1-TR, ac I tel que

H1 qel
H2 f est dérivable en a
H3 f admet un extremum local en a

Alors a est un pont critique de f : f'(a) =0.
La réciproque est fausse.

Remarque

R24 — Les extrema sont & chercher parmi les points intérieurs critiques et les points au bord.

5 Voir exercice duTD: 19

H Théoréme de Rolle

Théoreme 7 : Théoreme de Rolle

Soient (a,b) e R? avec a< b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est confinue sur [a, b
H2 f est derivable sura, bl
H3 f(a) = f(b)

AlorsAcela,bl, f'(c)=0.

Remarque

R25 — La conclusion s'écrit aussi 3¢ €]0,1[, f'(a+th)=00U h=b-a.

R26 — Interprétation cinématique : Si un mobile M a une trajectoire rectiligne tel que M(zy) = M(#;) alors il existe un
instant ¢ €]y, r1[ tel que vy (1) = 0.

R27 - /N : Faux pour des fonctions qui ne sont pas & valeurs réelles!

# o exercice du - 15,16, 17

Théoréme des accroissements finis

Théoreme 8 : Théoreme des accroissements finis

Soient (a,b) e R? avec a< b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est confinue sur [a, b
H2 f est dérivable sura, bl

fb) - f(a) o

/ —
Alors 3ce€la,bl, f'(c)= b—a

fb) = fla)+b-a)f ().
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Remarque
R28 — Le résultat s'écrit encore 31 €]0,1[, f(b) = f(a)+(b-a)f' (a+tb-a)=0ie fla+h)=f(a)+hf'(a+th) oU h=b-a.

R29 — Ce résultat généralise a priori le théoréme de Rolle, mais est en fait strictement équivalent car on va utiliser
ce théoreme dans la preuve.

R30 — Non valable pour des fonctions & valeurs complexes.

f! Voir exercice du TD : 20, 21

n Inégalité des accroissements finis

Théoréme 9 : Inégalité des accroissements finis

Soient (a,b) e R? avec a< b et f: [a,b] — R. Si
H1 f est confinue sur [a, b
H2 f est derivable sura, bl
H3 I3m MeR, Vxelabl, m< f/(x) <M

Alors m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a).

Remarque

R31 - Lorsque f est de classe ¢! sur [a,b] et Vxe[a,bl, m< f'(x) <M, comme a< b, on peut intégrer membre &
membre I'inégalité entre a et b et retfrouver le résultat.

Corollaire 4 : 2¢ version

Soit f: - K. Si
H1 f est confinue sur I

H2 f est derivable sur 1

H3 3keR, Vxel, |f(x|<k
Alors f est k-lipschitzienne sur I, c’est-a-dire

vx,yel, |fx)-fy)|<k|x-y|.

Remarque

R32— En particulier, si f est dérivable sur I, f est lipschitzienne sur I si et seulement si f/ est bornée sur 1.

R33- Si f est classe ¢!, on peut & nouveau retrouver le résultat directement en intégrant |f'| < k entre x et y
(aftention & I'ordre des bornes...)

R34 — Cette fois, c’est aussi valable pour des fonctions & valeurs complexes.
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ﬂ Variation des fonctions dérivables

Théoréeme 10 : Variation des fonctions dérivables

Soit f: I — TR, continue sur I, dérivable sur I.

() f est constante sur I si et seulement si f'=0 sur T

(i f est croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si f' > 0 (respectivement [ <0)
sur 1.

(iiiy f est strictement croissante (respectivement décroissante) sur I si et seulement si f' > 0 (respecti-
vement f' < 0) sur T et {xe} ’ flx) = 0} ne continent aucun intervalle d’intérieur non vide ie f' ne

s‘annule qu’en des points isolés.

Remarque

R35 — A Si f est définie sur D réunion d’intervalles, f' =0 dit que f est constante sur chaque infervalle, f/ > o dit
que f est croissante sur chaque infervalle...

LA CONSTANTE DEPEND DE L'INTERVALLE!

n Théoréme de la limite de la dérivée

Théoreme 11 : Théoréeme de la limite de la dérivée

Soit f:I1—-R, ac I tel que
H1 f est derivable sur I\ {a}
H2 f est continue en a

) —
fx) - fla) ‘

x—a x—a

Alors

Donc
m SOIt ¢ = oo ef €y admet une fangente verticale en a,
m Soit ¢ e R ef f est dérivable en a, f'(a) = ¢ et f' est continue en a.

Remarque

R36— Si f' n"a pas de limite en a, on ne peut pas conclure.

Exemple
E7— f:x— x? sin% prolongé par continuité par 0 en 0.

E8— f:x~— xsin% prolongé par continuité par 0 en 0.

R37 — Il faut que f soit confinue en a : par exemple, f: x— by, est dérivable sur R* et f/(x) =0 = 0 ef pourtant f
X—
n’est pas dérivable en 0.

R38 — Ce théoréme donne aussi la continuité au point de la dérivée : et donc un caractére localement 1. Ce-
pendant, une fonction peut étre dérivable sans que la dérivée soit continue. Donc ne pas pouvoir appliquer
le théoreme de la limite de la dérivée ne signifie pas que la fonction n’est pas dérivable !
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Exercice 3:CCINP 4

Théoréme 12 : du prolongement ¢* (HP)

Soit ke Nu {+oo}, et f e €1\ {a}) telle que Vie[0,k], f¥ aune limite finie en a. Alors le prolongement
de f par continuité en a est une fonction de classe €* sur I.

m FONCTIONS CONVEXES D’UNE VARIABLE REELLE

Il Définitions

Définition 12 : Fonction convexe, concave

m f:I1— R est dite convexe sur I lorsque
Vx,yel, Vrel0,1], f(A-Dx+ty)<A-0f(x)+1f(y)

m [ est dite concave sur I lorsque —f est convexe.

Remarque

R39 — On pourrait se contenter de r€]0,11.

R40 — Concave n’est pas le contraire de convexe !
On peut éfre les deux a la fois (quand ?) et on n’est en général nil'un ni I'autre.

La définition donne immédiatement I'interprétation géométrique suivante :

Propriété 17 : Caractérisation par interprétation géométrique

f est convexe (respectivement concave) si et seulement si fout sous-arc de sa courbe est situé en
dessous (respectivement au-dessus) de la corde correspondante.

Remarque

R41 - Un point en lequel il y a un changement de concavité est appelé point d’inflexion.

Définition 13 : Epigraphe

La partie &(f) du plan située au dessus (au sens large) de la courbe de f s’appelle son épigraphe.

(xx,Neé(f) =y=fx)

f! Voir exercice du TD : 26, 27, 28
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E Caractérisations

Ces caractérisations sont & visualiser sur des dessins !

Propriété 18 : Caractérisation avec I'épigraphe

f est convexe sur I si et seulement si son épigraphe &(f) est une partie convexe de R?.

A o exercice du - 23, 24

Propriété 19 : Caractérisations avec les pentes des cordes

Soit f: I —R. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est convexe sur I.
(in Inégalité des trois cordes : si x,y,ze I, x<y<z,
Fy) = fx) > f@)-fx) < f@-1y)

X X
y—x zZ—X z—y

(i) Croissance des pentes : pour fout ac I,

INat — R
Ta: f(x)—- f(a) ©STcroissante

X
X—a

Démonstration

()= @) y=Q-Hx+tz...
(ii) = (iii) Séparer trois cas suivant la position par rapport & a.

(iii) = (i) Ty.

Exercice 4

Montrer qu’une fonction convexe sur I admet en chaque point de / une dérivée & gauche et une dérivée &
droite et en déduire que f est continue sur I.

Est-ce le cas sur 1?

fg Voir exercice du TD : 35, 36, 37

Cas des fonctions dérivables

Propriété 20 : Caractérisation avec la dérivée

Soit f: 1 — TR dérivable sur 1.
f est convexe si ef seulement si ' est croissante sur I
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Démonstration

Si f est convexe, dans I'inégalité des trois cordes, faire tendre z vers x & gauche puis vers y & droite.
Si " est croissante, dériver ¢ :z— f(1-Dz+ty)—(1-1)f(z) - tf () sur [x, yl.

Corollaire 5 : Caractérisation avec la dérivée seconde

Soit f: I — R deux fois dérivable sur 1.
f est convexe (respectivement concave) si et seulement si f > 0 (respectivement " <0) sur 1.

Propriété 21 : Caractérisation avec les tangentes

Soit f: I — R dérivable sur 1.

f est convexe (respectivement concave) si et seulement si son graphe est au-dessus (respectivement
au dessous) de toutes ses fangentes.

Démonstration

m Sila courbe de f est au dessus de ses tangentes, posons x < y. Soit r€]0,1[, z=(1-t)x+ty et donc ¢ = ;:);
le fait que la courbe de f est au dessus de la tangente en z, d’équation Y = f/(z)(X - z) + f(z) se traduit par
fX) > fle)(x-2)+ f(z) et f() > f'(2)(y-2)+ f(z) ce qui donne

-2 (f@-f0))<(z-0y-2f' (2 < (z-2 (f)) - f(2)

(avec z—x<0ety—z>0)etdonc (y—x)f(z2) <(y—2)f(x)+(z—x)f(y) et enfin f(z2) <A -0 f(x)+tf().

= Si f est convexe et dérivable, pour a € I, on veut montrer que pour fout x€ I, f(x) > f'(a)(x—a) + f(a). Pour cela,
oNn pose ¢q:x€l— f(x)— f'(@)(x—a), dérivable sur I, de dérivée ¢/, : x — f'(x) — f'(a). Par croissance de f’, ¢,
est décroissante avant a et croissante aprés, donc admet un minimum en a, avec ¢, (a) = f(a), ce qui permet
bien de trouver I'inégalité voulue.

ﬂ Inégalités de convexité

Propriété 22 : Inégalité de Jensen

n
Soit f:I—R, n>1, (x1,...,xp) €I", (A1,...,Ax) €[0,1]" tel que Y A; =1.
i=1

n n
m Si f est convexe, f(z /lix,-) < ) Aif(x).

i=1

=

—

N

n
m Si f est concave, f( /lix,-) >y Aif(xp).
i=1 i=1

1

Démonstration

n
Cas f convexe. Récurrence sur ne IN*, on pose Py, : « pour tous (xi,...,xx) € I", (A1,...,Ax) €[0,1]" tel que ) A; =1,

i=1
n n
FIX Aixi | <X Aifxg) »
i=1 i=1

Initialisation : rien & faire pour n=1. Pour n =2, c’est la définition d’une fonction convexe.

n+l1
Hérédité : Soit un ne IN* pourlequel P, est vraie et soient (xy,..., x,41) € "L et (Ay,..., Ap41) €10,1]"  felque Y A;=1.
i=1

1=
Si A,+1 =1, alors tous les autres A; sont nuls et il n'y arien a faire.
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n n
Sinon, A=) A;=1-2A,41 #0, 0N pOse x = — Z ;x;. Alors
i=1 i=1
n+l1 n
Z Aixi= Z Aixi+ Apt1Xp4+1 = A+ A1 Xn41 = U= A1) X+ Aps1 Xn+1
i i=1
Alors, par définition de la convexité, puis par HR, comme les y; = Tl sont positifs de somme 1,
n+l n+1
Z Aixi | S A= A1) fOO) + Apr1 f(xp41) < AZ i f6) + A1 fna) = ) A fxp).
i=1 i=1
ce qui établit la récurrence.
Remarque
. . L1 ) 1 £
R42 — Se rencontre souvent avec des poids tous égaux a —, ce qui donne f Z x| <= Z flxp).
n - n =1
Exemple : Trés classiques
Ay [FYR i - PP X1+t x o
E9 — Inégalité arithmético-géométrique : pour tout xi,...,x, e RY, ¥/x %1 < ——— " Qu’obtient-on en rem-
n
1
plagant x; par - ?
i
E10—- Vx>-1, In(0+x) <x. VxeR, e¥*>1+x.

T 2 X
Ell—VxE[O,—], —x <sinx < x.
2 b3
A Voir exercice duTD: 29, 30, 31, 32, 34

m INTEGRATION SUR UN SEGMENT D’UNE FONCTION CONTINUE PAR
MORCEAUX

Il Définition et propriétés

L'idée de la constfruction de I'intégrale d’une fonction continue par morceau consiste & commencer par définir celle
de fonctions en escalier (sommme des aires des rectangles) puis grace au fait que toute fonction continue par morceaux
est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier, d’en déduire que si f € €, ([a, b, R), {f[a,h] ¢; peé&la,bl),p< f} et

{f[a,h] v we&(a, b)),y > f} admettent respectivement une borne supérieure et inférieure, égales. On a alors la définition :

Définition 14 : Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Soit f € €p(la,b],R). On définit

f f= sup f ¢= inf f v
la,b] pe&(la,b))Ja,b] wegg?vbl) la,b]
>

o< f

Soit f e 6€n(la,bl,C). Alors Re f € €n(la, bl,R), Im [ € €, (la, b],R) et on pose

f Re [+ if Jm f
la, b] [a,b] [a,b]
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La premiere définition a un intérét uniquement théorique.

b a b a
Pourfe%m([a,b]),onno’ref f:f f,f f:—f f:—f fe’rf f=o.
a la,bl” Jb a la,b] a
b b
On note oussif f:f f(ndt.

Propriété 23 : de l'intégrale sur un segment d’une fonction CPM
Si I intervalle, a,b e I (non nécessairement ordonneés).
Enl) — K

0} b  estlinéaire.
;o= |

b b
iy Sia<b, f<g=[ r<[ &

b b
Siv<af<g=[ > s
a a
(i) /\ Engénéral, siabel et febGnul),

s

<

[ 171

c b c
(iv) Sia,b,celeffe%m(l),f fzf f+f f
a a b

Propriété 24 : Positivité améliorée (appellation non officielle)

Si f est continue sur [q,b] et de signe constant,

b
f =0 f=0surla,b]

C’est faux si f est seulement confinue par morceaux.

fg Voir exercice du TD : 40 a 45

Propriété 25 : Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si f,ge€(a,blR),

([ <[ 2] ¢

avec égalité si et seulement si (f, g) est liee.

Exercice 5: CCINP 76

Soit £ un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (|).
On pose V x€ E, ||x|| = V(x]x).

1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.
2. Soit E={fe€(la,b],R),V x€a,b] f(x)>0}.

b b
Prouver que I’ensemble { f f(nde x f ﬁdt, fe E} admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de
a a

FONCTIONS NUMERIQUES



* LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

1.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

(a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (1).
On pose Vx€E, ||x|| = vV(x[x).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(x,y) € E2, | (x1y) | < l1xI11Iyl]
Preuve :
Soit (x,y) € E2. Posons YA€R, P(A) = ||x + Ayl%.

On remarque que YAeR, P(A) >0.

De plus, P(A) = (x+ Aylx+ Ay).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (1), P(A) = [Iy117A% + 24 (x]y) + |1xI12.

On remarque que P(1) est un trindme en A si et seulement si ||y|[? #0.

Premier cas :si y=0

Alors | (xly)1 =0 et [|x]|1lyll = 0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas: y#0

Alors |yl =+/(yly) Z0 car y #0 et (]) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un trindbme du second degré en A qui est positif ou nul.

On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A= (xly)* = 1xl21lyl1? donc (xly)® < llxl2l1yl2.

Et donc, [ (xly) I < llxllIyll.

(b) On reprend les notations de 1. .
Prouvons que V(x,y) € E2, | (xly)| = lIxllllyll < x et y sont colinéaires.
Supposons que | (xly) | = lIxI1Iyll.

Premier cas :siy=0

Alors x et y sont colinéaires.

Deuxieme cas :si y #0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double Ay.
C’est-a-dire P(19) =0 et comme (|) est définie positive, alors x + Agy = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors JaeR fel que x=ay ou y = ax.
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour I'autre cas).

[(x1y)| =lall(yly) | = lallyl? et lIxllyll = VR 1yl = /a2 @iyl = lalliyl?.
Donc, on a bien I'égalité.

2. On considére le produit scalaire classique sur € ([a, b],R) défini par :
b

Y(f,g) € € (la,bl,R), (fg) =f Fhgdt,
a

b b 1
On oseA:{f ndr f —dt, E}
P IO Tt T e
AcCR.
A# @ car (b-a)® € A (valeur obtenue pour la fonction ¢— 1 de E).

b b 1
Deplus, VvV fe E,f f(ode xf md@ 0 donc A est minorée par 0.
a a
On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m =inf A.

Soit feE.
b 2
On considéere la quantité f (1) dt) .
v
b 2
f ldt) =(b-a?.

D'une part, (fab\/%mdt 2:( ;

D’autre por’r si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (|) on obtient :

(f \/ﬁ NG dt) ff(t)dtf mdt

On en déduit que ¥ f € E, f f(t)dtf ﬁdt> (b-a)?.

Donc m > (b—a)®.
b
Et, si on considere la fonction f:t—1de E, olorsf f(t)dtf mdt_ (b-a).
a

Donc m = (b- a)?.
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Exercice 6: CCINP 79
Soit a et b deux réels tels que a < b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans RR.
b
Démontrer que f h(x)dx=0= h=0.
a
2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans IR.

b
On pose : V (f,g) € E2, (flg) =f fx)g(x)dx.

a
Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer f vxe *dx en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que f h(x)dx=0.
a

On pose V x€ [a, b], F(x) = f h()dt.

h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b].

De plus, ¥V x € [a, b], F'(x) = h(x).

Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a, b]. (*)

Or F(a) =0 etf, par hypothése, F(b) =0. C'est-O-dire F(a) = F(b). (**)
D apres (*) et (**), F est constante sur [a, b].

Donc Vxe€[a,b], F'(x) =
C’est-a-dire, Y x € [a,b], h(x) =0

b
2. Onpose v (f,g) € E2, (flg)zf fxgx)dx.
a

Par linéarité de I'intégrale, (]) est linéaire par rapport & sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (]) est une forme bilinéaire symétrique.  (*)

Soit fe E. (fIf) = fbfz(x)dx.

Or x— f2(x) est positive sur [a,b] et a< b donc (fIf) > 0.
Donc () es’r positive.  (**)
Soit f e E telle que (fIf) =

Alorsf f2(x)dx=0.

Or x— f2(x) est positive et continue sur [a, b] .

Donc, d'aprés 1., f est nulle sur [a, b] .

Donc (|) est définie.  (***)

D aprés (*), (**) et (***), (1) est un produit scalaire sur E.

1-e2

2

1 1 1
3. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donnef Vxe *dx < \/f xdx\/f e ?¥dx =
0 0 0

E Sommes de Riemann

Définition 15 : Sommes de Riemann

Soit f e €m(la,bl). o= (ay,...,a,) Subdivision de [a, b] et pour k€ [0,n—1], & € [ak, ar+1]. On appelle somme
de Riemann associée a f, o et (&) ¢

n—1
S(f,0,8) =Y (a1 — ar) f(Ex)
k=0

FONCTIONS NUMERIQUES
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Théoréme 13 : Convergence des sommes de Riemann

Soit f € €m(la,b)).
() h(o) désignant le pas de o,

S(f,0,¢)

b
h(0)—0 fa f-

(i Si, de plus, f est K-lipschitzienne,

b

fI<KWMBh-a)h(o).

'&ﬁm&—L

Démonstration

m On fait une premiére démonstration dans le cas ou f est continue sur [q, b]. Elle y est donc uniformément
continue en vertu du théoréeme de Heine.

Soite>0,onan>0telque [x-y|<n=|f(0) - f()|< bfa'
n-1

Soit S(f,0,8) = Y (ag+1 — ax) f (&) une somme de Riemann sur une subdivision o de pas k< 7.
k=0

‘S(f,o,s)—fabf' -

:él) ((dk+1 —ap) fCk) —f:ﬁl f)' =

n=1 rap.,
> (f€W - f0)dx
k=07 ax
n=1 rag.,
< Zf |f&x) - flx)| dx
k=0 ak

par inégalité triangulaire. Pour x, &y € [ag, ag41], [€x — x| < |ags1 —ax| < h < donc |f &) - fx)] < ﬁ. Ainsi,

b n—1 £
'S(f.a,a—f f‘ <Y (g —ap—— =
a k=0 D=0

On a démontré que

b
Ye>0, dn>0, Vo,¢, h(U)én:'S(f,a,f)—f f‘gs.
a

m Si f est K-lipschitzienne (c’est le cas si f est ¢! par exemple), le calcul est plus simple :

b n=1 rag,y n-1 rap.
‘S(f,a,f)—f f'< Y |f(5k>—f(x)|dx<1<zf |¢ — x| dx
a k=07 ak k=0va

k
n-1

<Kh(o) Y (ag+1—ag) =Kh(o)(b-a)
k=0

ce qui permet aussi de retrouver le résultat précédent.

= Voici finalement une démonstration dans le cas général ou f est seulement contfinue par morceaux. L'idée
est de montrer le résultat d’abord pour une fonction indicatrice de segment, puis, par linéarité, de I'étendre
aux fonctions en escalier, puis, par approximation uniforme, aux fonctions continues par morceaux.
Soit [¢,d] un segment inclus dans [a,b] et f =1 4.

b
Si [¢,d] ne contient aucun des ¢&;, |S(f,a,¢) —/ f‘ =d-c<2h(o) (deux ¢; successifs sont distant d’au plus 24(0)).
a

Sinon, fraitons le cas ou a < ¢ < d < b. On peut adapter le raisonnements pour les cas ol a=c ou b=d.
On a des entiers i et j éventuellement confondus fels que

aj-1 <61 << E<d < <ajq.

Alors S(f,0,8)=ajs1-a; < aj2—a;; et
b b
ajy2—ai-) = (aj+2—§j+1)+(§j+1—d)+(d—c)+(c—f,-,l)+(§i,1—aH) gh(a)+2h(o)+f f+2h(0)+h(a)=f f+6h(0)
a a
b
Donc S(f,0,¢) —f f<6h(0) d'une part, et
a

b
S(fvff,f)—f f=@jr1—a)—(d-c) > (ajy1—a;) —(ajr2—a;—1) =—(a; —aj—1) — (aj42 — aj41) = —2h(0)
a
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b
Donc ‘S(f,a,f) —f f‘ < 6h(0), majoration encore valable dans le premier cas.
a

b
On en déduit bien que pour f =1 4. S(f,0,¢) ——»f f.
! h(o)—0 Ja

Ensuite, par combinaison linéaire, le résultat se fransmet aux fonctions en escalier.
Enfin, si f est continue par morceaux sur [a, b], et € > 0, par approximation uniforme des fonctions continues par

. . . n €
morceaux par des fonctions en escalier, on a fonction ¢ en escalier sur [a, b] telle que | f -, <o = -
—a

b
et on an>0tel que si h(o) <7, ’S(tp,a,f)—f w‘ < g

a
Alors , si h(o) <1,

'S(f_gyf)_f:f‘ :‘S(f,a,f)—S((p,U,f)+S(w,0,5)—Lh¢+Lb¢—Lbf‘

b b
S(tp,a,f)—f @ +f (w—f)'
a a

€
<2(b—a)£0+§:£

Corollaire 6 : Cas simples

Si f est confinue par morceaux sur [a,bl, a<b,

< |S(f—(Pv0'»'f)| +

b—al

e ==l

n =o

En particulier, sia=0 et b=1, f € 6€,([0,1]),

s [

ni=o

Remarque

R43 — A cause du % ajouter ou enlever un nombre fini de termes dans la sommme ne change pas sa limite.

1 n—1loun-2oun+12
F M P f I

k=0oulou25

Exercice 7

2n 1
Limite de Z ~. Retrouver la nature de la série harmonique.
j=n+1 J

Exercice 8

2m
Calculer I(x) =f In (x2 —2xcost+ 1) dr pour xe R\ {-1,1}.
0
fg Voir exercice du TD : 48 & 50

Intégrale et primitive
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Propriété 26 : Constante de primitivation

Soit f . I -, E G deux primitives de f sur I, avec I intervalle.
AlorsonaCeK felque VYxel, F(x)=G(x)+C.

Théoreme 14 : fondamental de I’Analyse

X
Si f est continue sur un intervalle I et a€l, F: x— f f estl’'unique primifive de f qui s’annule en a.
a

Corollaire 7 : du théoréeme fondamental

() Toute fonction confinue sur un intervalle possede des primitives.
(i Si fe€,K), F primitive de f surl, a,bel,

b b
f fwde=[Fw| =Fb)-Fa
a a

(iiy Si f est de classe €'([a, b)), f(x) :f(a)+f f(rdt.

(iv) Inégalité des accroissements finis : Si f est de classe €' sur [a,b] et f' bornée par k, alors f est
k-lipschitzienne sur [a, b].

Propriété 27 : Fonction intégrale dépendant de ses bornes

Soient 1, ] intervalles de R, u,v: I — J dérivables, f:]— K continue.

I — K
L'application ¢ : v(x) est dérivable sur I et

Vxel, ¢'(x)=v'(x)fwx)-ux)f(ukx).

Exercice 9 : Ex CCINP 56
x2
On considére la fonction H définie sur 11, +oo[ par H(x) = [ li—tt
EX4

1. Montrer que H est C! sur |1, +oo[ et calculer sa dérivée.

2. Montrer que la fonction 1 définie par u(x) = ﬁ - ﬁ admet une limite finie en x =1.

3. En utilisant la fonction « de la question 2., calculer la limite en 17 de la fonction H.

g Voir exercice du TD : 46, 47

Propriété 28 : Intégration par parties

Si u, v sont de classe €! sur I,

b b
Yabel, f u(t)v’(t)dtz[u(t)v(t)]Z—f u'(Hu(r)de
a a
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Exercice 10

Py X
Equivalent de f(x) =f e‘lnrdr en +oo.
1

X xet H xet X X
fx)=e*Inx— TdteTS|x>1,O< Tdtge —e=o0(e’Inx).
1 1

Propriété 29 : Changement de variable

Si I intervalle, ¢ :[a, ] — I de classe €', f continue sur I,

(B

) p
f(odte =[ flow) e (u)du.
@(a) a

ﬂ Calcul de primitives et d’intégrales

Méthode 1 : Technique de calcul de primitives et d’intégrales

n Calculs directs

I est bien enfendu indispensable de connaitre ses primitives usuelles (cf formulaire).

On reconnait souvent une forme u' x v/ (1) qui s'intégre en vo u (voir aussi le changement de variable)

On peut parfois passer par les complexes : par définition, la partie réelle (imaginaire) de la primitive est la
primitive de la partie réelle (imaginaire).

H Lintégration par parties

Fonction dont la dérivée est plus simple... ...comme par exemple les fonctions In, Arccos, Arcsin, Arctan, etc.

Exercice 11
quculerflnxdx.

Abaissement du degré, formule de récurrence

Exercice 12

a5 1
Calculer F :f ——drt
n(X) o U+ t2)"

Le changement de variable
On veut calculer [ f(p(1)¢'(1)dt : C'est en fait le cas ol on reconnait une forme ¢’ x fog.

On veut calculer [ f(x)dx
Dans ce cas, il faut écrire x = ¢(1) avec ¢ de classe €. Mais attention, si on fait un calcul de primitive, il faudra
choisir ¢ bijective pour pouvoir & la fin du calcul revenir de ¢ & x (t = ¢~ 1(x)). Si ¢’est un calcul d’intégrale
avec des bornes, ¢ n'a pas besoin d’'étre bijective! (on en revient pas & la premiére variable.)
Comment déterminer un bon changement de variable ? Pas foujours facile, mais voici quelques tuyaux pour
y parvenir.

n Les fractions rationnelles

Parfois, un simple changement de variable, ou des astuces du type +1-1 permettent de calculer les primitives.
Si ce n'est pas possible de simplifier « & vue », I'idée est de se ramener & des fractions simples pour utiliser, si
a€lR,sur]a,+oo[ OU]—o0,al et ne IN*,

1 -1
dx= C si 1
f(x—a)” T ene—am 1 7
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1
f dx=In|t—al+C.
x—a

Pour se faire on procéde & une décomposition en éléments simples. Ne pas oublier la partie enfiére si elle est
non nulle.

Il'y a un autre cas & traiter : ¢’est celui pour lequel on obtient un facteur ax?+ bx + ¢ au dénominateur sans racine

. . . ax+f ) L
réelle : cela donne dans la décomposition un terme en PR qui se primitive en In et Arctan :
ax X+ C
m On se débarrasse du x au numérateur en faisant apparaitre la dérivée 2ax + b du dénominateur et on intégre

en In,
m on met sous forme canonique le dénominateur du ferme restant et on intégre en Arctan.

n Les fonctions trigonométriques

Si on veut intégrer une fonction polynomiale en cosx et sinx, le plus simple est de linéariser. Cependant, si on
a un ferme en sin” xcos? x avec p ou g impair, on peut poster t = cosx si g est impair et ¢ =sinx si p est impaire en
utilisant cos? +sin? = 1.

Si on veut intégrer une fraction rationnelle en cosx et sinx, on applique :

Régles de Bioche

Si « f(x)dx » est invariant par

® x— —X,ONPOSe ¢ =Cosx; W x—7+x, ONPOSe [ =tanx;
® x—7m—x,ONPOsSe r=sinx; = Sinon on pose ¢ = tan .

Ne pas oublier le dx!!
Exercice 13

/2 5
Calculer 1 =f sin” tdt.
0

Exercice 14

1
f dx
cosx

n Les fonctions hyperboliques

. . . . 1 1 1 1 -1
Pour les fonctions faisant intervenir ch, sh, th et exp, on peut poser t =e* (chx = 5 (t + ;), shx = 5 (t - ;), th(x) = i1 )

Si I'on a une fraction rationnelle en ch, sh, th, il peut étre plus efficace d’appliquer un changement de variable

obtenu gréce aux regles de Bioche appliquées a la fraction rationnelle dans laquelle on aura remplacé mentale-
ment ch,sh, th par cos, sin, tan respectivement.

n Les fonctions avec radical

- s ) ) n +b —
m Si I'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x et \/g—m (x et Vax+b en parficulier), on pose

cx+d
m Sil’'on souhaite intégrer une fraction rationnelle en x et Vax? +bx+c (a #0), il faut mettre ce dernier sous forme
canonigue pour obtenir du y/+(ax + )% £ 1 puis poser t = ax + f. Ensuite, pour :

1 ) o R
* V12 +10npose t=shu (sh®+1=ch?) ou r=tanu (1+tan® = —, attention & I'intervalle dans ce cas 1a.)
COS

* V12—1o0n pose t=+chu suivant le signe de r. (ch? -1 =sh2.)

* V1-120onpose t=sinu ou t=cosu (1-cos? =sin® et 1 —sin? = cos?.)
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Exercice 15

1
—d
f Vx(—-x) *

f! Voir exercice du TD : 38, 39

E Formules de Taylor

Définition 16

|

Si f est n fois dérivable en a, son développement de Taylor en a & I'ordre n est

f(n)(a)( _an

Th(x) = f(@)+ f'(@(x—a)+---
et le reste de Taylorde fenadl'ordre nest R, = f—T, (felque f=T,+Ry,).

On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pourtout n>d+1, R, =0.
On va chercher & :

m exprimer globalement R, : ¢c’est la formule de Taylor avec reste intégral,
= majorer globalement R, : c’est I'inégalité de Taylor-Lagrange,
m dominer localement R, : c’est la formule de Taylor-Young.

n Taylor reste intégrale

oY
v
|

Propriété 30 : Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f:1—K telle que f est de classe €"+' sur I, ac 1. Pour tout xe I,
Ry (x) = f b f("“)(t)dt
ie

(n)
fO=f@+f@x-a)+--+ @ () - f(x f(”“)(t)dt

Remarque

R44 — A connaitre PARFAITEMENT.
Pour s’en rappeler : tester pour n =0 et plus de a sous I'intégrale.

H Inégalité de Taylor-Lagrange

Propriété 31 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f:1—K telle que f est de classe €¢"+' sur I, ac 1. Pour tout xe 1,

(n)

|x_a|n+1

(n+1)
_ (1)].
(n+1)! te[agc] |f |

=

[Ry (x)] = ‘f(x)— (f(a)+...+
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Remarque

R45 — Facile, plus de piege. Que retrouve-t-on pour p=07?

Formule de Taylor-Young

Propriété 32 : Primitivation de DL

Soit f:1— E admettant un DL, (a) avec ac€ I

f@=ap++a(x-a)"+o((x-a)")

Toute primitive F de f sur I admet un DL, 11 (a)

ay a
x—a@?+-+ —

- _ \nt+l _ n+l
5 - +o((x—a)"")

F(x)= F(a) +ag(x—a)+

obfenu par primitivation terme & terme du DL de f.

Remarque

R46— /\ On peut aussi dériver un DL terme & terme & condition de savoir que /' admet un DL.

Propriété 33 : Formule de Taylor-Young

Soit f:1—- K felle que f est de classe ¢" sur I, ael.

Ry = o (x-a)")

ie
f(n) (a)

n!

f)=f@+f(@x—a)+--+

(x—a)”+x2a((x—a)").

Remarque

R47 — L'hypothése du programme officiel est f de classe €, mais il suffit qu’elle soit n—1 fois dérivable et que f(*=1
soit dérivable en a.

f! Voir exercice duTD : 51, 52, 53
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