MPI . Mercredi @ octobre
DEevoIR EN TEMPS LIMITE N° 3

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et la conci-
sion de la rédaction. Si un candidat est amené & repérer ce qui lui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons
des initiatives qu’il a été amené & prendre.

Il n“est pas possible de quitter la salle avant la fin des 4 heures.

Les calculatrices sont interdites

Le probléme d’algébre linéaire est & traiter par fous.

Puis il faut choisir de traiter le probleme d’analyse CCINP ou (exclusif) celui Mines-Ponts.

Algébre linéaire [Commun] -1 h 30
Matrices semblables a leur inverse

Dans tout le probleme, E est un R-espace vectoriel de dimension 3.

Partie A

1. On notera A~ B pour dire que la matrice A est semblable & la matrice B.
Démontrer que la relation ~ est une relation d’équivalence sur Z;(R).
On pourra désormais dire que les matrices A et B sont semblables.

2. Soit u un endomorphisme de E et soif i et j deux entiers naturels.
On considére |'application w de Ker ui*/ vers E définie par : w(x)= u/(x).

(a) Montrer que Imw c Ker u'.
(b) En déduire que dim (Ker u/+/) < dim (Ker u/) + dim (Ker u/).
3. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u®=0 et rgu=2.
(a) Montrer que dim(Ker u?)=2. (On pourra utiliser deux fois la question 2 (b).).

(o) Montrer que I'on peut trouver un vecteur a non nul de E tel que u?(a)#0, et en déduire
que la famille (u?(a), u(a), a) est une base de E.

(c) Ecrire alors la matrice U de u et la matrice V de u?— u dans cette base.
4. Soit u un endomorphisme de E vérifiant : u?=0etrgu=1.
(a) Montrer que I'on peut trouver un vecteur b non nul de E tel que u(b)#0.

(b) Justifier I'existence d’un vecteur ¢ de Ker u tel que la famille (u(b), ¢) soit libre, puis mon-
trer que la famille (b, u(b), ¢) est une base de E.

(c) Ecrire alors la matrice U’ de u et la matrice v/ de u?—u dans cette base.
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Partie B

(=R~

)
Q
(0]

1
Soit désormais une matrice A de .;(R) semblable & une matrice du type T={ 0
0

5(R). On se propose de montrer que la matrice A est semblable & son inverse AL

0 a B
Onposealors N=|0 0 7 |,etsoit une matrice P de GL;(R) telle que
00 0

P'AP=T=L+N.

1. Expliquer pourquoi la matrice A est bien inversible.
2. Calculer N3 et montrer que P7'A7'P =I;— N + N2.
3. On suppose dans cette question que N = 0, montrer alors que les matrices A et A~ sont

semblables.
4. On suppose dans cette question que rgN =2. On pose M = N?>—N.,
010
(a) Montrer que la matrice N est semblable & la matrice [0 0 1| et en déduire, en
0 0 0

ufilisant la question A 3., une matrice semblable & la matrice M.
(o) Calculer M3 et déterminer rgM.
(c) Montrer que les matrices M et N sont semblables.
(d) Montrer alors que les matrices A et A~! sont semblables.
On démontre de méme que sirgN =1, les matrices A et A~! sont semblables.
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Analyse [CCINP] -2 h 30
Développement ternaire

Le probléme est composé de trois parties indépendantes.

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’'une question précédente, il est demandé au can-
didat d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

L'objectif de la partie | est de montrer |'existence d’un développement ternaire propre pour
certains nombres réels. La partie Il propose I'étude d'une série de fonctions oul les coefficients
du développement ternaire sont remplacés par une fonction continue. La partie Il définit et
présente quelques propriétés de la fonction de Cantor-Lebesgue

On note T I'ensemble des suites réelles t =(t,,),en+ @ Valeurs dans {0, 1,2}.

On désigne par £ |'ensemble des suites réelles u = (u,,) e+ LOrNées et on pose | ul| = sup |u,|.

nel\
On note |y | la partie entiére d’un réel y.

Partie | - Développement ternaire

Etude de I'application &
1. Démontrer que (*° est un espace vectoriel réel.
. P u
2. Pour u=(uy,)en- €£°°, montrer que la série de terme général 3—:: est convergente. On note

+00
Un

o(u)= 3

n=1

3. Démontrer que |'application o est une forme linéaire sur £*°,

4. Démontrer que si t =(t,),en- € T, alors le réel o(t) est dans I'intervalle [0,1].

5. Onnote 7=(7,)pen: € 7/ =(7),)nen- I€8 €l€MeENts de T définis par :

T,=1letVYnelN*\{1}, 7,,=0 ; Ty=0etVnelN*\{1}, v/, =2.
Calculer o(1) et a(t’). L'application o est-elle injective sur T ?
Développement ternaire propre

On fixe x €[0,1[. On dé&finit une suite t(x)=(t,(x))en+ PAr :
VnelN* t,(x)= [3”xJ—3 [3"_1xJ.
6. Démontrer que t(x)eT.
7. On définit deux suites réelles (x,,)nen € (Vn)nen- POr :
VnelN*, x, = l3;xj et y,=x,+ 3%
Démontrer que les suites (x,,) et (y,) sont adjacentes de limite x. En déduire que :

+00
_N - x)
x_z 3n
n=1
T — [01] ,

Que peut-on en conclure concernant I’application
u — o(u)

La suite t(x)=(t,(x)),en+ €St appelée développement ternaire propre de x.
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Partie Il - Etude d’une fonction définie par une série

Dans cette partie, on définit une fonction ¢ & I'cide d’un développement en série analogue
au développement ternaire propre d’un réel, mais ou la suite (¢,),en+ €5t remplacée par une
fonction numérique & valeurs dans I'intervalle [0,2].

+00

e
Pour fout réel x on pose <p(x)=ZM‘

n
n=1 3

Etude de I'application ¢

8. Démontrer que ¢ est définie et continue sur R.

1 oo einx
9. Pour fout x réel, justifier I'écriture ¢(x)= 3 + Im(z )

3n
n=1
En déduire une expression simple de ¢(x) en fonction de sin(x) et cos(x).
1+sin(nx)
3n
Z f, converge uniformément sur R.

10. Onnote, pour n>1, f,: x — , qui est une fonction dérivable sur R. Montrer que

+00
On admet qu’alors ¢ est dérivable sur R et que W:Zf,;.

n=1
ncos(nx)

o en fonction de cos(x).

+00
Pour x € R, en déduire une expression simple de Z

n=1
Partie Ill - Fonction de Cantor-Lebesgue
Dans cette partie, on va définir et étudier la fonction de Cantor-Lebesgue.

Etude d’une suite de fonctions
On note f; la fonction définie sur [0,1] par fy(x)= x. Pour tfout entier n € N, on pose :

MG g e o,l]
2 3
1 : 2
Vxe0,1], fyn(x)= ; s.xe]g,g[ .
1,568x28 g e g,l]
2 2 3

11. Représenter I'allure graphique des fonctions f,. fi et f, sur frois schémas différents (pour f,
on envisagera sept sous-intervalles de [0, 1]).
Pour tout n € IN, démontrer que f;, est & valeurs dans [0,1].
1

3 x2n+l’

13. En déduire que la suite de fonctions (f;,),.ew converge uniformément sur [0, 1].

12. Pour tout entier n € IN, démontrer que Vx €[0, 1], | f41(x)— fn(x)| <

La limite de la suite de fonctions (f,).en €St notée f.
On I'appelle fonction de Cantor-Lebesgue.

14. Démontrer que la fonction f est & valeurs dans [0,1] et qu’elle est croissante et continue
sur [0,1]. Démontrer aussi qu’elle est surjective de [0,1] vers [0,1].
La fonction f est aussinommée « escalier du diable ». Les développements ternaires étudiés en

début de probléeme permettent d’obtenir une expression analytique de f(x).
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Analyse * [CCMP] -2 h 30
Suites équiréparties et critére d’équirépartition

Soit I le segment [0,1]; une fonction réelle f, définie sur I'intervalle I, est continue par mor-
ceaux §'il existe une subdivision finie de I : 0=x, < x; < x, <-+- < x,, = 1, telle que la restriction de
la fonction f & chacun des infervalles ouverts |x;_;, x;[, 1 < i < n, est continue et se prolonge en
une fonction continue sur I'intervalle fermé [x;_;, x;]. Il est admis qu’une fonction f continue par
morceaux sur I est bornée. La borne supérieure des valeurs prises par la fonction | f| est désignée
par [If1. AIfIl = Sup [£(xN).

<x<1
Soit E I'espace vectoriel des fonctions réelles définies et continues par morceaux sur 1.
Les suites considérées dans ce probléme sont des suites de nombres réels indexés par des
entiers strictement positifs : A=(a,),en

Suite équi-répartie dans I : une suite A = (a,),cn- de réels a,, n € IN*, appartenant a I'intervalle
1. (0 < a, < 1) est équi-répartie dans I, si et seulement si, pour foute fonction f de E, la suite
des moyennes arithmétiques des valeurs prises par la fonction f aux N points a,,, 1< n <N, est
convergente et de limite I'intégrale de la fonction f étendue a l'intervalle I :

1 N 1
Jlim N;f(anF JO fx)dx.

Suite équi-répartie modulo I : étant donnée une suite de réels (r,,) e . SOit (a,,)nen-. 10 suite des
réels définis par la relation : pour tout entier n strictement positif a,, = r, —[r,,]. ou [r,,] est la partie
entiere du réel r, ([r,] est un entier tel que [r,] < r, <[r,]+1). La suite (r,),en+ €St €qui-répartie
modulo I, si et seulement si la suite des réels a,,, n € N*, est équi-répartie dans I.

1. Un critere d’équi-répartition
Soit A = (a,),en+ UNE suite de réels a,,, n € IN*, appartenant & l'intervalle I. Soit F, le sous-
ensemble des fonctions de I'espace E pour lesquelles la relation ci-dessous a lieu :

1 N 1
lim N;f(anhjo fx)dx.

(a) Démontrer que le sous-ensemble F, de E est un sous-espace vectoriel de E et que
toutes les fonctions constantes de E appartiennent au sous-espace vectoriel F,.

(b) Soit g une fonction de I'espace E telle que, pour tout ¢ positif donné, il existe deux
fonctions f; et f, appartenant au sous-espace vectoriel F, telles que la fonction g soit
comprise entre f; et f, etl'intégrale de la fonction g étendue & I soit comprise & ¢ prés
entre les intégrales des fonctions f, et f; :

= pour fout réel x de I, fi(x) < g(x) < fo(x),
1 1 1

-J f2(x)dx—€<f g(x)dx<f filx)dx +e.
0 0 0

Démontrer que la fonction g appartient au sous-espace vectoriel F,.

(c) Une partie P de E est dite dense dans E lorsque pour fout g € E ef tout ¢ >0, on peut
trouver f e P tel que ||f—g| <.
Démontrer que, pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il suffit que le sous-espace
vectoriel F, contienne une partie P de E dense dans E.
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2. Une condition nécessaire et suffisante d’équi-répartition

Soit A=(a,),en- UNe suite de réels a,, n € N*, appartenant a l'intervalle 1 =[0,1].

Soit J unintervalle, contenu dans I'intervalle I, d’extrémités ¢ et d ; soit h; la fonction égale
& 1 sur l'infervalle J et & 0 surle complémentaire de J dans I :

()= 1 six appartient & J contenu dans 1,
P o six appartient & I sans appartenir & J.

(a) Démontrer que pour que la suite A soit équi-répartie dans 1, il suffit que, pour tout
intervalle J de I, la fonction k; appartienne au sous-espace F, de E.
(b) Soit J un intervalle dont les extrémités ¢ et d vérifient les inégalités : 0<c<d < 1.

Etant donné un réel positif ¢ donné, (¢ > 0), déterminer deux fonctions continues f; et
f» vérifiant les relations :

= f1(0)=£i(1). f2(0)= f>(1). pour tout réel x de I, fi(x) < hj(x) < folx),
1 1 1

. f fg(x)dx—asf hy(x)dx SJ filx)dx +e.
0 0 0

La construction claire des graphes des deux fonctions f; et f, tient lieu de réponse.

Il est admis que la conclusion précédente est valable pour tout intervalle J, contenu
dans l'infervalle I, sans que la condition 0 < ¢ < d <1 sur ses extrémités soit réalisée.

En déduire : pour que la suite A =(a,),en SOIt équi-répartie dans 1, il suffit que foutes
les fonctions continues prenant mémes valeurs aux extrémités 0 et 1 de I'intervalle I
appartiennent au sous-espace vectoriel F, de E.

(c) Etant donné un entier N (N > 0), soit N(J) le nombre de termes a,, de la suite A qui
appartiennent & l'intervalle J et dont les indices n sont inférieurs ou égaux & N ; dé-
montrer que, pour que la suite A soit équi-répartie dans I, il faut et il suffit que, pour tout

N
intervalle J, la suite des réels % N e IN*, soit convergente et de limite d — ¢, lorsque

I'entier N croit vers I'infini :
. N()
lim ——=d—-c¢
N

N—-o0o

3. Un critére d’équi-répartition modulo I (théoréme de Bohl)

Etant donnés une suite de réels R =(r,),en- €f deux entiers naturels k et N strictement positifs,
soit C(R, k,N) le nombre complexe défini par la relation suivante :

1 &
C(R,k,N)= NZexp(Zinkr,,).
n=1

(a) Démontrer que, silasuite R =(r,),en+ €T €qui-répartie modulo 1, pour tout entier k stric-
tement positif, la limite de I’'expression C(R, k,N), lorsque |'entier N croit indéfiniment,
est nulle :

N
1
Nh_r'r;o N nz:; exp(2irkr,)=0.

On admet que la réciproque est vraie : une suite de réels (r,),en« €t équi-répartie
modulo I, si, pour fout entier k strictement positif, la limite, lorsque I'entier N croit vers
I'infini, de I'expression C(R, k, N) est nulle.

(b) Exemple : soit 8 un réel donné. Démontrer que la suite des réels nf, n € N*, est équiré-
partie modulo I si et seulement si le réel 6 est irrationnel.
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Dans les questions suivantes le résultat classique de Cesaro est admis et peut étre utilisé : si
N
une suite réelle (x,),en+ €5t convergente et de limite ¢, la suite de terme général NZX"’ N eIN*,
n=1
est convergente et de limite ¢.

4, Exemples de suites équiréparties modulo 1

Dans cette question la suite R = (r,),en« CONsidérée est définie d partir d’une fonction ¢
réelle définie sur la demi-droite fermée [1, o] : pour tout entier n (n>1) r, = ¢(n).
Soient r,, A, les nombres complexes définis par les relations suivantes :

d,=Tpa—Tn, A, =exp(2irry,).

La fonction ¢, définie sur la demi-droite [1, oo, est supposée & valeurs positives, de classe
%2, concave (p” <0). En outre, dans un voisinage de I'infini, sa dérivée ¢’ est négligeable

devant 1 et la fonction % devant ¢’(t): ¢’(t)=0(1) et % =o(p'(1)).

() Etablir que les réels d,,, n € IN*, sont strictement positifs et que les deux suites de réels d,,
et

, neIN*, tendent vers 0 lorsque I'entier n croit vers I'infini.
n n

. e ) 1 (A A
Soient B, les nombres complexes définis par la relation B, = —( ntl ——") .
2in\d,,, d,

Il est admis que, pour tout entier n strictement positif, I'inégalité ci-dessous a lieu :
1

A, —B,|< —
1A= Bl < 5

1 1

dn-H dn

+7|d,|.

(b) Démontrer, lorsque I'entier N croit vers I'infini, la convergence vers 0 de la suite des
N N
. 1 1
B * . 3 R =
réels N nEZIAn, NelN*: ngr;o N nE:IAn 0.
(c) Est-ce que la suite des réels r, = p(n), n € N*, est équi-répartie modulo 1 ?

5. Suites (In%(n)), N+
Etant donné un réel a supérieur ou égal & 1 (a > 1), soient A, la suite des réels (In%(n)), n € IN*
et y, la fonction, définie sur la demi-droite [1,00[ : x — In%(x).
Pour quelles valeurs du réel a, les résultats de la question 4 permettent d’affirmer que la
suite A, est équirépartie ?

FIN DE LENONCE
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