Mines - Ponts 1999 Premiére épreuve de Mathématiques Filiére M.P.

Etude des suites équi-réparties et critéres d’équi-répartition Luc Verschueren
( Bibliographie : Ezbrayat et Alessandri p 139 chez Masson ) Lycée Daudet Nimes

Question 1 ) : Un critére d’équi-répartition
a) F4 est un sous-espace de F
F4 contient bien str la fonction constante nulle, et toutes les fonctions constantes :

N 1
pourf(x):cona% Zf(an):%:/o flz)de =c
n=1

Si f est une combinaison linéaire de fonctions (f1, f2,--+, fx) de F4 , la suite des moyennes :
N
1
My (f) = ¥ Z f(an) est la combinaison lindaire des suites des moyennes (M (f;))
n=1
et ces suites étant convergentes , elle converge vers la combinaison linéaire des limites qui est I'intégrale

de f : F4 est stable par combinaison linéaire ‘ F'4 est un sous-espace vectoriel de F ‘

b) Densité
Puisque : Vx € [0,1] fi(z) < g(x) < fa(x) , cet encadrement passe aux moyennes :
VN e IN My(f1) < My(g) < Mn(f2)
Pour € > 0 donné , il existe f; et fo vérifiant les conditions de ’énoncé , et VN € IN :

/O fz(ﬂf)dx—MN(fz)—ES/O g(z)dx — Mn(g) S/O fix)de — Mn(f1) +¢

Or puisque fi et fo sont dans F4 pour le € choisi , il existe un entier N; a partir duquel
1

1<i<k

My (f1) approche / fi(x)dx & e prés | et de méme il existe Ny pour fo
Soit Ny = sup(Ny, N2) :
1
YVNe N , N>N; —26§/ g(x)dr — Mn(g) <2¢
0

N 1
. 1
Ainsi : | Jim lﬁ Zg(an)] =/ g(z)dz et g € Fu
n=1 0

¢) Une condition suffisante

Vue la définition : ‘ A est équi-répartie dans [ si et seulement si Fy = F
Si F4 contient une partie P dense dans F au sens de la norme de la convergence uniforme utilisée dans
ce probléme : ||f|| = sup |f(z)| alors :

z€[0,1]

Pour tout g de E et pour tout € > 0 : il existe f dans P ( donc dans F, ) telle que :
€ €
vee 01 f(e) - S <g(e) < f(@)+
Soit alors f1 = f — S et fo=f+ € elles sont dans F "4 ( combinaisons linéaires et fonctions constantes )

et vérifient les deux conditions de la question précédente.
Car pour la deuxiéme condition :

/01 f2(x)dx—5=/01 f(x)dx—gé/ol g(x)dx§/01 f(x)dx—i-g:/ol fi(x)de +e

Donc g est dans F4 et £ C F4 entraine £ = Fs

‘ On a bien une condition suffisante pour assurer A équi-répartie dans [ ‘

Question 2 ) : Une condition nécessaire et suffisante

La fonction notée h; dans I’énoncé est la fonction caractéristique de J
a) Fonctions en escalier
Si pour tout J intervalle de I , la fonction h; est dans F4 , par combinaison linéaire :

Les fonctions en escalier sont dans F4 ‘

Ainsi F4 contient la partie ‘ P; ensemble des fonctions en escalier dans [

qui est un sous-espace vectoriel de E , et cette partie est dense dans F.

La question précédente conclut : | A est équi-répartie dans I
q
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b) Fonctions continues sur I prolongeables en des fonctions continues sur IR et 1—périodiques

Il suffit de construire des fonctions continues et affines par morceaux dont les graphes bordent des trapezes
inclus ( pour f ) et comprenant ( pour f2 ) le rectangle bordé par le graphe de h .
Pour ces fonctions : f1(0) = f1(1) = f2(0) = fo(1) =0

fIpour Tecas: c=0.3 et d=10.8 T2 pour Tecas: c=0.3 et d=10.8

1- 1-

0.6 0.6

Pour des intervalles J tels que ¢ = 0 ( respectivement d = 1) , il suffit de faire remonter ( respectivement
descendre ) notre fonction affine par morceaux jusqu’a 1 ( resp 0 ) sur Uintervalle [1 — &, 1] ( resp [0,¢] )
Pour ces fonctions : f1(0) = f1(1) =0 et: fo(0) = fo(1) =1

fldansTecas: ¢c =05 d=1 f2dansTecas: ¢c =05 d=1

0.6 0.6

Soit ‘ P, Vensemble des fonctions continues sur I et telles que f(0) = f(1) ‘

( qui est aussi un sous-espace vectoriel de E ). Si‘ F4 contient Py ‘ , avec la question 1) b) , il contient

toutes les fonctions h; , donc avec la question 2) a) ,

A est équi-répartie dans [ ‘

¢) Répartition des a,, dans [0, 1]

N N
1 N,
D’une part : N(J)=card{ a, /1 <n<N eta,€J}= ZhJ(an) donc N ZhJ(an) =7

n=1 n=1

1
D’autre part : / hy(x)dx = (d—c)
0

N 1
1 N,
Pour les hy : (A}im N g hy(an) :/ hy(z) dx> — (A}im WJ = (d— c)>

n=1

Donc : (hJEFA) — ( lim % = (d—c))

N—o00

N,
et (A est équi-répartie dans I ) = ( Pour tout intervalle J dans I : lim WJ = (d — c))

— 00
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Question 3 ) : Un critére d’équi-répartition modulo I
Pour k € 7 considérons la fonction notée ey, définie par : € IR — exp(2ir k x)

C’est une fonction de E et méme car continue sur IR et e,(0) =1 = ex(1)

a) Moyenne des images sur le cercle unité :
Si la suite R = (rn)

est équi-répartie , pour tout k € IN | la suite des moyennes des valeurs de ey (ry,)
. =1
exp(2imkx)
2imk)

ne N

1
doit tendre vers : / er(x) dzx Or pour £ >0 lintégrale vaut : [ =0
0

x=0

N
Si: R= (T")nE]N est équi-répartie , alors Vk > 0 J\}l_rgo N g 1exp(227rk:rn) =0
n—

b) Réciproque
Sivk >0 : J\}im C(R,k,N)=0,alors[Vk € Z e, € Fr |en effet :

e pour k=0 o0n aey =1 constante qui est dans Fr de toute fagon
e i la limite de la suite de complexes est nulle, la suite des conjugués a aussi une limite nulle :

N
. 1 .
J\}l_rgo N 5_1 exp(—2imkry,)=0 donc e_j, est dans Fg

Par combinaison linéaire , si ‘ P53 est ’ensemble des polynémes trigonométriques de période 1

on assure que | P3; C Fr |

Or par le théoreme de Weierstrass trigonométrique , P3 est dense dans 152 , ’ensemble des fonctions
continues sur IR et 1-périodiques , pour la topologie de la norme de la convergence uniforme employée
ici. Toute fonction de P; est la restriction a [0, 1] d’une fonction de Ps

Conclusion : Pj est dense dans P , et P3 C F donc avec 1) b) : P C Fg et avec 2) b) cela assure :

(R est équi-répartie dans I) = (sz elN £>0 J\}im C(R,k,N) = 0)

¢) Suites arithmétiquess équi-réparties

e Si il existe (p,q) € Z x IN* tels que : 6 = b

q
Alors pour k = ¢ > 0 la suite des C'(R, g, N) est constante égale & 1 : elle ne tend pas vers 0 donc par le

critére précédent | La suite (n 9) n’est pas équi-répartie

ne N

e Si[0& @ Jalors Vk € IN" fixé : ‘a:exp(2i7rk;9)7é1 ‘

On a alors dans C(R, k, N) une somme d’une suite géométrique de raison « , et donc :

N
1 1—a™
C(R,k,N) = N g an =2 Y et o est un complexe de module 1
n=1

T Nl-a
1 2
N |1 -«

Par le critere précédent : | La suite (n 9)n e est alors équi-répartie

on peut donc majorer : |C(R, k, N)| < ce qui tend vers 0 quand N tend vers 'infini.

Question 4 ) : Exemples de suites équi-réparties modulo I

1
a) Etude des suites : (dn), . et (nd) en

e On suppose : ¢'(t) = o(1) , donc tlim ' (t) = 0. Avec ¢” < 0 cela assure que :
— 00

‘ o' (t) = 0 en décroissant ‘

— 00

1
De plus : 1= o(¢'(t)) donc : ¢'(t) n’est pas identiquement nul & partir d’un certain to > 1 .

Donc‘ @' (t) > 0 sur [1, 00| ‘

Enfin : ¢ est strictement croissante sur [1,00[ et ‘ Vn € IN dn =Tn41—10 >0 ‘
n+1
e Ensuite: d, =rp1—rmn=¢(n+1)—¢(n) = / o' (z)dx

n
Puisque ¢'(t) = o(1) : Ve >0, 3Jtg >1, Vt >ty |¢'(t)] < e ce qui entraine : |d,| < e
pour tous les n > tg , ainsi | dn — 0

n—oo
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1
o Deméme:Ve>0 ;1 >1 VE>t ‘?‘ <el¢'(t)] ce qui entraine pour n > t; :

1 1
o' (t) > P R [n,n + 1] par décroissance de t — 1/t
P >t |dn| > L1 t ainsi !
r na:|d,|>=-——, insi :
our n > t; on a Sy o ot ains py —
b) Moyennes des A4,
1 [Apr A 1] 1 1
O :Vne€ N By = — — =" 1 et on admet : |A, — B,| = — - dy,
n pose : Vn 57 |:dn+1 dn] et on admet : | | o |dom dn‘ + 7| dy|
N
1
Notons My (A) la moyenne : My (A) = N ZA" Alors : ‘ Mpy(A) = Mn(A— B) + My (B) ‘

N

1 A
e Par récurrence claire sur N : Z B, = — NFL —1]
nel 227‘(‘ dN+1 dl
N
1 A A 1 1
donc : g dj\\:ll d_ll S 9 Ndwn + SN, puisque A,, est un complexe de
module 1
Le majorant tend vers 0. Donc 1im My(B) = 0
N
e  Par I'inégalité admise : |My(A — B)| + — dn
g | Moy ( g i Z |

Puisque |d,,| — 0 avec le résultat de Cesaro :

Z|d|—>0

Puisque les d,, sont des réels strictement positifs et que ¢’ est décroissante on peut préciser :

n+2

dnt1 =<P(n+2)—w(n+1)=/

+1

n+1
o () da < / o () dz = p(n + 1) — p(n) = d,

L it
a suite d.

1
<—> de réels positifs est croissante
neN

strictement d’ailleurs

N

1
2N7rng1

1 1 N

dn

ainsi :

dn+1

1 3 1 1y 1 1 1
C2N7 = \dpy1 dn) 2Nm\dni

ce qui tend vers 0 avec le résultat de 4) a)

Avec la somme des deux :

lim My(A—B) = 0
N—o0

lim —
N—oo N

ZAzO

¢) Equi-répartition de la suite des ¢(n)
On vient de montrer que : J\}im C(R,k,N)
—00

e conclusion :

= 0 [pow £ =1

Pour les autres k& > 0 de IN on peut appliquer le résultat ci-dessus | a la fonction ¢ = k¢ | qui vérifie

clairement les mémes hypotheses

On a donc les hypothéses du critére 3) c) et ‘ La suite R = (@(n))nem est équi-répartie dans / ‘

Question 5 )

a) Pour quel a ?
1 définie par :

Exemples des suites puissances du logarithme

x — In“(x) est pour a > 1 définie sur [1, oo[ , & valeurs positives ,

de classe C? et : O‘_1(

In

do'(@) = =

x)

Ceci assure que 1, '(t) = 0 et donc que la fonction ‘ Yo’ est un o(1) ‘
— 00

De plus on a: ty'(t) o, 00 et son inverse tend vers 0 ,
— 00

donc l

= 0(1% I)

«

-1 -1
b M) — a—1
Enfin : ¢, "(z) =« [1}_2 "7 (r) + —5—1In

T

au voisinage de l’infini .

=" (@) [(@ - 1)

o)) - ()

donc ‘ 1o est négative & partir de g = ¢

a—1 ‘
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Or si on modifie les hypothéses concernant ¢ en les assurant sur [ng, oo avec ng = [xo] + 1 , on aura les
mémes résultats sur les moyennes en commengant les sommes en n = ng plutét qu’en n = 1.

N
A, 1 . ) 1
Mais si J\}grloo N Z A, = 0 cela entraine : J\}gnoo N Z A, = 0.

n=no n=1

Par ’étude de la question 4) ‘ pour « > 1 la suite A, = (1na(n))ne n est équi-répartie modulo /

b) Une primitive

21
Soit f la fonction ¢t — exp(Qiﬂ' In(t)). f est de classe O sur ]0,00[ et | f'(t) = ﬂf( t)
v 1
Ainsi : / f(®) tf'(t) dt = — [ / f(@®) dt] par partie
= 2ir 2im
1
e — — 1
ot * A% / 1) 2i7r [1: /(@) ]
enfin : /1 flt)dt = T 2in [1: flz) — 1] est une primitive de f
c) Cas a =1

Pour N > 1 avec le calcul ci-dessus :

N(%in) [N exp(2imIn(N)) — 1] =

donc : | |In]

Mais Ly — Iy = % [Zl f(n) — /1 f(t) dt]

avec l'intégration par partie classique de la comparaison série-intégrale :
n

fw- [ swa= [ -w-n) o= [ 0o

avec la partie entiére de t sur [n — 1, n)

In =

Dou: Ly — Iy = % [2/7:1& —(n—=1)] f(t)dt + f(1)

Mais : %N:OO
n , n , B n l
et /n_l[t—(n—l)]f(t)dt‘g/n_1|f(t)|dt—27r/n_ltdt
car f'(t) =2i7T@ et |f(t))=1 sur[l,00]

) n
Puisque ln( 1) — 0, avec la moyenne de Cesaro , on assure

/: [t—(n—1)] f(t)dt

Ces deux résultats contredisent : Ly — 0 quand N — oo

que N—>0 donc:‘LN—INHOquandNHoo

donc | la suite A; = (1n(n))ne]N n’est pas équi-répartie modulo /
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