n GROUPE SYMETRIQUE

n Définition, structure

Définition 1 : Permutation, groupe symétrique

Si E est un ensemble, on appelle permutation de E toute bijection de E dans E.
On note G(E) leur ensemble.

Si E=[1,n] ol ne N*, on note &, appelé groupe symétrique d’ordre n (ou de
degré n) cet ensemble.

) 1 2 @ 500000000 n
Sioce&,, onnote g = .
ol) o2 o@B):----- o(n)
Remarque ! C \ 3
R1- Affention! &, n‘est pas de cardinal n mais ... VY ! :
R2- Comme G, est fini, toute permutation est d’ordre fini, divisant n! (théoreme de Lo-
grange).

Propriété 1 : Structure

(&p,0) estun groupe d’ordre (ie de cardinal) n!, non abélien dés que n > 3.

Définition 2 : Orbites
Soit o € &,. La relation binaire définie sur [1, n] par
x~y<=13keZ, yzak(x)

est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont les orbites de
g.

Sixe[1,n].
o) = {ak(x), ke Z}.

Groupe symétrique et déterminant [MP2l]

Propriété 2 : Description d’une orbite

Soit o0 € Gy, x € [1,n]. Alors il existe ¢ € N tel que 0(x) = {x,o(x),...,og_l(x)} (deux
a deux distincts).

Remarque
R3— ¢ < ordre(o).

Définition 3 : Support

Si 0 € &,, son support est I'ensemble des éléments de [1,n] qui ne sont pas
invariants par o.

Remarque

R4 — C’est la réunion de toutes les orbites non réduites & un élément.

Propriété 3 : Commutation de permutations a supports disjoints

Deux permutations & supports disjoints commutent.

Exercice 1: Centre de G,
1. Soit n e IN tel que » > 2, et (i, ) € [1,1]° tel que i # j. Montrer que si 0 € G, et (i j)
commutent, {i, j} est stable par o. La réciproque est-elle vraie ?
2. Montrer que, pour n€ N tel que n > 3 le centre de &,,, partie de &,, des permutations
commutant avec toutes les permutations de &,, est Z(&,,) = {id[[l,n]] } Etudier le cas
oun=2.
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E Cycles

Définition 4 : Transposition, cycle

m Une transposition 7 est une permutation qui échange deux éléments i et j
de [1,n], et laisse les autres invariants ie dont le support est {i, j}.
Onlanote 7 = (i j) ou parfois 7; ;.
Ti,j(i) =l Tj,j(j) =ietsikeli,jl, Ti,j(k) =k.

m Soit peINtelque2< p<n.
On appelle p-cycle une permutation ¢ de &, qui permute circulairement p
éléments iy, iy, ..., ip de [1,n] et laisse les autres invariants ie dont le support

est {iy,...,ip} et telle que
cliy) =iz ; cliz)=i3; -+ ; clip-1)=ip; clip) =101

p est la longueur du cycle c. On note ¢ = (iy iy -+ ip).

(36— m,lol%ﬁs 0{/(M\ C%C,CL Ao wt ey 0{09 Uh‘fj{é tos 5"“‘6 AM-e ({f)ﬂf@ g:vrd v

I

Exercice 2: Conjugaison de cycle (souvent utile)

Si o e &), et cun cycle, décrire gocoo L.

Propriété 4 : Ordre d’un cycle

Un p-cycle est d’ordre p.

Théoréme 1 : Unique décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Toute permutation se décompose en produit (composee) de cycles a supports
disjoints. La décomposition est unique & I’'ordre des facteurs pres.

Remarque
R5— Donc les cycles de &, engendrent &,,.

ST g
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Remarque

R6 — Par commutativité des cycles a supports disjoints, on a facilement que si m est le
ppcm des ordres des cycles, ¢ =id. Voir TD : montrer que le ppcm est égal & I'ordre
deo.

g Voir exercice duTD : 5

Corollaire 1: Décomposition en produit de transpositions (non unique)

Toute permutation se décompose en produit (composée) de franspositions.

Remarque
R7 — Donc les transpositions de &, engendrent &,,.

Démonstration

Se déduit du théoréme précédent en sachant décomposer un cycle produit de trans-

position.

Voici deux propositions adaptables & tout cycle :

a2 - p = 0T pad p-H---0Q0 2 = O 292 3) - (p-1 p)
Mais savoir le démontrer directement n’est pas inintéressant (fechnique utile dans
d’autres contextes.) Par récurrence sur n > 2.

m Initialisation : pour n=2, &, = {id, (1 2)} avec id = (1 2)2.

m Hérédité : Supposons que, pour un n>2, &, est engendré par ses transpositions (HR).
Soit 0 € G,4+1; On veut écrire ¢ comme un produit de franspositions. On va discuter
suivant o(n+1) :

*x 1" Cas : Si o(n+1) = (n+1), alors [1,n] est stable par o, et celle-ci induit une
permutation ¢’ € G, de [1,n],

o nl —
k — ok

Par (HR), on peut frouver des franspositions 71,7),...,7), € &, telles que
A O
g —T1T2 Tp.
On peut alors prolonger les T'l. en des permutations t; de [[1,n+ 1] en posant
Ti(n+1)=n+1.
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On obtient la décomposition en remarquant que o et 7173---7, coincident sur
[1, 7] par définition des Tli et en n+1 qui est laissé invariant par toutes ces per-
mutations. Donc

O=T1T2 - Tp.

* 28me Cas: Sio(n+1)#(n+1), — s

p:(nH o(nr)) 0o G € r‘bvﬂ-l

o i, ) .8 g

avet L{ [ {V&UWI 01 [ T_jl--; t{_ {;lﬁw{]vﬂél‘ft( l‘j#“*lﬂl
o = (I’IH rl’nn]) = Cac-o L“()

Jel g
V alovS T = [nrt o) o Tro o Tp

m La récurrence est établie. Remarquons qu’d chaque étape, on djoute au plus une
transposition.

o (nt1) = N+

fg Voir exerciceduTD : 4, 6

Signature

Définition 5 : Inversions, signature

Soit 0 € §,,. On appelle inversion par o tout couple (i, j) tel que i < j et o (i) > a(}).
On note I(o) le nombre d’inversions par o.
On appelle signature de o le nombre (o) = (-1)1©@) e {-1,1}.
On vérifie que e(0) =[] M.
1<i<j<n I
Une permutation o est dite paire lorsque I(o) est pair et donc e(o) = 1. Elle est
dite impaire dans le cas conftraire.

Remarque

R8 — La définition avec les inversions peut étre oubliée tout de suite. Ce n’est pas ce qui
importe dans la signature : il vaut mieux savoir se ramener & des cycles ou & des
transpositions (voir ci-apres).

VERSION DU 3 OCTOBRE 2024

Théoréme 2 : Morphisme de signature

Soit n> 2. L'application

(Gpo) —  (=L1}Lx)=(U2,x)

g —  £(0)

est un morphisme de groupe, ie si a,0’ € &, e(oa’) = e(0)e(d”).

Propriété 5 : de la signature

() Sioe&, se décompose en produit de N transpositions, e(o) = (-1)V.

En particulier, cette décomposition n’est pas unique mais la parité du
nombre de termes est foujours celle de la permutation.

-2
(i) Sicestun p-cycle, ec)=/~1) ¥

(iiy SioeGp, e(o™t) =¢(0). 1
/ l"i\d - -
S ) ) - £
= &1

Voir exerciceduTD : 4, 6

Exercice 3
Montrer que si 0 € G, et si p est le nombre d’orbites de o, alors ¢(0) = (-1)"P.

- Groupe alterné (HP)

Définition 6 : Groupe alterné

Le sous-groupe 2, = Ker(e) des permutations paires de &, est appelé groupe
alterné d’ordre n (ou de degré n).

Propriété 6
!

n.
Pour fout n>2, |, = 5"

(GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANT [MP2I] - PAGE 3 SUR 9



Y LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

T
HTTPS: //MPI .LECONTEDELISLE.RE H EE%E
o
[CIE

Remarque ﬁ
R9 — Il'y a donc autant de permutations paires que de permutations impaires dans &,. Voir exercice duTD : 8
[u ang:_ é ﬁm,w\.y/ Yoy 21-8 3-"“}"1‘7 1¥ 3l =¢ uv!/gvﬁr
? ) T Exemple .
£1- Décrivons &, : il contient & l =24 [)e’ﬁYM"'CM;CVm\s n Formes n-linéaires
(5, - 119, (120,170,119, (23,201 (36D (113), (132),
\—) Définition 7 : Application n-linéaire

(12, (162, (2 3u)(143), (259, {Moa) (42%@

16D > Soit K corps commutatif, ne IN*, E, F des KK-espaces vectoriels.
(/} 24 7;,) (q Ly ), (13w Lj,{ ( Ty 5271( b ) Une application f: E" — F est dite n-linéaire lorsque pour tout (%y,...,%,) € E", et
fout i€ [1,n],

(1230, [48)o(29), [T)e (23) jj .

- fi
et 2y : il contient t{_ = (2 {’V“{Mfw T o— fR1e X, B X 1ree s Xn)
‘_ﬂ _ I&L (A ng (23, (12@), (1 “’2/\) (134,01 QS){ est linéaire. (Linéarité par rapport & la i variable.) c’est-a-dire
Ao 3 Y (X1,...,Xpn) €E", Vie[l,n], VX, yeE, VAeK,
(23, (163), (12)e[ 39 (13)d10), (1)) " ol v
’j‘ ::;_ U_ f(yq,...,fi_l,f+l?,fi+1,...,fn)
‘ T > = FRLyee e Bi1, % i 15eeer Bn)
Soit G ={id,01 = (12)0(34),02 = (13)0(24),03 = (14)o(23)}. FAf Ry -1, Vo Xt 15+ Xn)
Il s‘agit d’un sous-groupe commuto- o e
tif de 2, comme I'atteste sa fable ci- % On note %, (E,F) I'ensemble des fem_ne:s r_z—llneolres.
contre, appelé groupe de Klein'. id | o1 | 02 | 03 Lorsque F=IK, on parle de forme n-linéaire.
On peut montrer qu’il est isomorphe & g .
x) et que tout groupe d’ordre 4 est id id|or)o2]os
soﬁ |somor|ohe au groupe de Klein, soit o1 o1 | id | o3 | 02
isomorphe a (Uy,x) (en examinant les oo o2 | a3 | id | oy Propriété 7 : Espace vectoriel de applications n-linéaires
différentes tables possibles pour la |oi

de groupe.) o3 o3 | o2 | od | id %n(E, F) est un K-espace vectoriel.

Remarque

R10 - On peut facilement frouver des sous-groupes de 2[4 d’ordre 1, 2, 3, 4, et
12 mais il Ny a pas de sous-groupe d’ordre 6. On peut démontrer que

Définition 8 : Symétrie, antisymétrie et caractére alterné

ceux-ci sont soit cycliques (mais &4 ne contient pas d’élément d’ordre ,
6), soit isomorphes au groupe diédral Dg des isométries laissant invariant Soit f e Zn(E K).
un triangle équilatéral (contenant 3 rotations et 3 symétries, engendré par m f est dite symétrique si et seulement si v (% Xp)€EN, Vi#j
une des rotations et une des symétries). e ’ ’
Par contre, on en trouve dans &, engendrés par un 3-cycle et une frans-
position facilement isomorphe & Dg (qui est aussi isomorphe & &3, par /é ( ? == > - ) ) — — — )
ailleurs!). { g A oo . X — By ; .
) / ‘ (, gy Wy e
E.é L 'a
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m f est dite antisymétrique si et seulement si V (¥1,..., %) € E", Vi#j,

(3 2 2T )71 —
{(1I‘If]i{-' J)l_ |- }L\) == "é [1] !.,) )IJ | ,) )il \7 ?I_)J\)

|

m [ est dite alternée si et seulement si V (%1,...,X,) € E?, Vi# ],

r i ) o
< - 1, = ( NS C‘Bf\

Propriété 8 : Caractérisations

Soit f € £n(E,K).
() f estsymétrique si et seulementsivoe &y, Y (X,...,Xn) € E",

é(XJ(’?J ) )"_G-(—:)> = %{3?; ) N,

(i f est antisymétrique si et seulement sivo e &,, Y (X1,...,%n) € E",

Giwdy - ) = ElO)V LT A

(ziiiy f est alternée si et seulement si v (X,...,%,) € E",
— —) C o I — A
(743,[-'77%1 | bt = %{?'1 | ) M )‘:C’H/\
1:,(;{; B (. hanopesi & O g.ﬂw\l\ut (5 "

Propriété 9 : Equivalence entre alternée et antisymétrique

Soit f e £, (E,K) une forme linéaire. Alors f est alfernée si et seulement si f est
antisymétrique.

Remarque
R11 - Le sens réciproque est vraie car K n’est pas de caractéristique 2, c’est-a-dire si

2K #0KK.

A= Z/ 17

Théoréme 3 : fondamental

Soit E un KK-espace vectoriel de dimension finie, n = dimE € IN*,
Si n=dimE, I'ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un KK-espace

vectoriel de dimension 1.

< . . o o
Démonstration o ot gl on

I
L'ensemble A, (E) des formes n-linéaires alternées sur E est facilement un sous-espace
vectoriel de %, (E, K).
Soient fe Ap(E). B=(21,...,é,) Une base de E. On a e&je=wu que si on note (X1, jreeer X, )

n
les coordonnées de ¥; € E dans la base 48, donc %; = }_ x;,;¢;, alors
i=1

n n
f&E,... %) =f Z xil,l_éil""' Z Xi, n€i, | = Z xil,l'--xin,nf(_éilv--wéin)
i1=1 in=1 1< enin<n
mais comme ici f est alternée, on peut indexer la somme par 1< iy,...,ip < n deux & deux
distincts, ce qui revient & prendre une permutation o € &, telle que pour tout j, ij=0(j).0On
obtient alors
f()_fl, ,)_En) = Z Xo(1),1 v..xg(n),nf(_éo'(l)y. ooy _ég(n])
geGy

Comme f est aussi antisymétrique,

f(y(flv--.yfn): Z E(a)xg(l)'l...xg(n),n f(él,...,en)
geSy,
E" — K

On pose d : Y €)1 Totmn
geSy,

On a que pour tout fe Ay(E), f=f(AB)-d et donc Ay, (E) < Vectd.
Montrons que d € A, (E).

m La n-linéarité vient de la linéarité I'application qui & un vecteur x associe sa i® coor-

données dans 4.
m Pour montrer qu’elle est alternée, on montre qu’elle est antisymétrique :

(551,--”55;1) —

Ao E o Fjreor i) = =d(FLees By s Koo i)

avec le changement d’indice o’ =g 0 (i j).

Donc Ay (E) = Vectd.
Dermier point : d #0 : il suffit de vérifier que d(%) = 1.

Remarque
R12 - Deux formes n-linéaires alternées sur E de dimension n (oui, c’est bien le méme n les
deux fois) sont donc foujours proportionnelles, c’est ce qui importe.
Plus précisément, une base % de E étant donnée, il existe une unique forme n-linéaire
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alternée envoyant 2 sur le scalaire 1. On va I'appeler déterminant dans la base 4,
noté dety, et foute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle & detg.

fg Voir exercice duTD: 11

H Déterminant

n Définitions

On fixe E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 8 = (é,...,é,) une base de E.

Définition 9 : Déterminant d’une famille de vecteurs dans une base

On appelle déterminant dans la base 2 I'unique forme n-linéaire alternée sur
E notée detgy telle que detgz () =1.

Sipour1<j<n, Xj€E decoordonnées (x j,..., Xy, ;) dans 2, alors

detgg (X1,...,Xn) = f(‘j‘) _‘YLQ’('O,"l o -}c(_}'(l"Sw\
= -
On note JENDN K 7
X1,1 Rt X1,n on - ‘/\wﬁ c;[_.,q.lm
detg(X1,...,Xp) = . (/tlf“im (/g(,c.w J ﬁ.“’\ﬂf".’
Fal oo pgm s Ap mim ,é\?m"
Remarque

R13 — Par définition, le déterminant est n-linéaire alterné. En particulier, le déterminant
d’une famille liée est nul.

ST g
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Propriété 10 : du déterminant

‘
N
v

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, %,%' des bases de E.
() Formule de changement de base :

oleb, ,(539)
M%
') #0 et detgy (B) = [M( ({jy))

,Xn) est libre/une base de E si et seulement si detg (%1, ...

M@)

(ih) detgg (2
yiny (%1,...
A = Mogu () = plotgy (D) x At (F)

Propriété 11 : Interprétation géométrique

,}n) ?f O]K-

‘
N
\
1}
A

() Siw,veR?, % la base canonique de R?, alors detg (i, D) est |’aire orientée du
parallélogramme construit sur i et v.

(i Si @7, eR?, B la base canonique de R3, alors detg!(il, 7, @) est le volume
orienté du parallélogramme construit sur i, v, w.

On montre que si ue £ (E), alors detg (1(%)) ne dépend pas de %. On en déduit la définition :

Définition 10 : Déterminant d’'un endomorphisme

Soit ue £(E). On appelle déterminant de u le scalaire
detu = detg (u(A)) = detg,, s, WE1),..., u(én))

ou % est une base quelconque de E.

‘
N
v

Propriété 12 : du déterminant d’un endomorphisme
Soient u,v e Z(E)} n

S
() VGi,...,%n) €E,
detgy (uGn), ..., uG) = (WE U ¥ 0{0{7& C‘Tl/“

(if) det(idg) = 1.

(iif) det(uov) =detu x detv. n

(v) A\ VY2AeK, ,det(Au) = /)\ M n

(V) ue9¥£(E) < detu#0.

(Vi) det: (9Z(E), o) — (IK*, x) est un morphisme de groupes.
(Vi) Siue4ZL(E), det(u=') = (detw)~!.

{ /émmnsn%h)
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Remarque

R14- A\ detn’est paslinéaire : det(u+ v) # detu+detv en général.

Exercice 4

On note #L(E) (pour spécial linéaire) 'ensemble des endomorphismes de E de déter-
minant 1. Montrer qu’il a une structure de groupe.

g Voir exercice duTD: 15

Définition 11 : du déterminant d’une matrice carrée

Soit Ae Mn(K)., A= (a;,j); je[1,,]- On définit le déterminant de A par

al,l aLn
detA= Cl=

T el ay (n,1 A @y, »
any o Cann| g0,
Remarque

R15— Dans chaque terme de la somme, on choisit exactement un terme par colonne et
par ligne.

R16 — Un définition alternative équivalente consisterait & faire agir la permutation sur le nu-
méro de colonne : c’est I'égalité avec le déterminant de la transposée de la pro-
priété suivante :

detA= Z E(U)alyg(l) < Qn.g(n)-
eSSy

Propriété 13 : du déterminant d’une matrice carrée

) SiCy,...,Cy sont les vecteurs colonnes de A et % la base canonique de K",
detA=det@(C1,...,Cn).

(i Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, u e £ (E) représenteé par A
dans une base de E, alors det A = detu.

(ziify detI,=1.

(iv) Si A,Be Mn(K), det AB = det AdetB.

V) A\ SiAen(K) et AeK, det(AA) = A" det A.
(Vi) detAT =det A.
(Vi) 4L,(K) ={A€ Mp(K) | detA# 0},

VERSION DU 3 OCTOBRE 2024

(vii)y det: (9% ,(K), x) — (IK*, x) est un morphisme de groupes.
(iX) Si A estinversible, det(A™!) = (det A)~L.

(x) Des matrices semblables ont méme déterminant : le déferminant est un in-
variant de similitude.

Remarque

R17- /\ det(A+B)#detA+detB en général : det nest pas linéaire.

Exercice 5

On note 7L, (K) (pour spécial linéaire) I'ensemble des matrices de déterminant 1. Mon-
trer qu’il a une structure de groupe.

n Calculs

Propriété 14 : Opérations sur un déterminant

() Siune ligne ou une colonne est nulle, ou une combinaison linéaire des autres,
le determinant estnul.  ( canv alite s Yo am ’Q?'j,% / olonns )
(i On ne change pas le déterminant avec les opérations

Li'_Li+ZAkLk ou Cj<—Cj+ZAka + /Lgh’ﬂ&
k#i k#i

{n Lo f)

(fransvections successives.)

S
(i) En multipliant par A une ligne ou une colonne, on multiplie par A le détermi- ( n Lroenlts
nant. ’

(iv) Si on échange deux lignes ou deux colonnes, on multiplie le déferminant
par —1. Plus généralement, si on permute les lignes ou les colonnes avec une 1, .
permutation o € &, on multiplie le déterminant par e(o). ( puin’ ¢ 9 ﬁpe;)

(v) Le déferminant d’une matrice tfriangulaire est le produit de ses ceefficients
diagonaux.
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Définition 12 : Mineurs, cofacteurs, comatrice Propriété 17 : Déterminant de Vandermonde

Soient Ae 4, (K), i,j € [1,n]. Soient x1,...,xn € K,
= On appelle mineur d’'indice (i, j) le déterminant A; ; obtenu en refirant L; et
Cj a A. 1 x x% x{z—l
= On appelle cofacteur d'indice (i, j) le nombre C; j = (-1)I*/a; ;. VL) = 1 x x5 =t
yeeorAnl) — . .
m On appelle comatrice de A la matrice de ses cofacteurs : : :
) ' *} / 1 @ a2 bl
[ - — \_I : :'.ln . R
C LL‘)Y ( ) éﬂ = ( ( ) L 1,_.] )44“.}_.&;\ . . .
X1 X2 xn
Propriété 15 : Développement par rapport & une ligne ou une colonne n 1 x". 1 x,,' 1
2 : n
Soit A€ 4y, (K). ' = T
M, — M
() Développement par rapport & L; Vi€ [1,n], O(f/t A= 2 (- ') 5"' 4 A'J ( d >
R A< {J <y
< s “ feul Remarque
iy Développement par rapporta C; VvV je[1,n], _ I+) N .
(i jvJ [[ ]] 0{0{ A = % [ ) aw AH) R19 — V(x1,...,xn) #0 si et seulement si les x; sont deux & deux distincts.
L=

+ Idm il Lmb«wm@t
Voir exerciceduTD:9,10,12a 14

Propriété 16 : Déterminant de matrice triangulaire par blocs

‘
Y
\

c .
. Formule de la comatrice

Propriété 18 : Formule de la comatrice

Soient Ae 4, (KK) et B e .y(K), alors

A (%) A (0
= =detA-detB.
0 B (*) B Soit Ae 4, K). Alors
Ax(ComA) T= (Can AY W A = (aut A) T
Remarque Si, de plus, A est inversible, alors
- ) | A B .,/ -1 4 3 A T
R18- A\ méme lorsque toutes les matrices sont carrées, # det Adet D—det BdetC Ou - — cOm ]
b ot A

autre det(AD — BC) en général !
Remarque

R20 — Intérét théorique. Utile en pratique seulement si n =2 ou 3.

(GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANT [MP2I] - PAGE 8 SUR 9


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette
f! Voir exercice duTD: 17

n Orientation d’un R-espace vectoriel

Définition 13 : Avoir méme orientation qu’une base

On dit qu’une base £ d’'un R-espace vectoriel a méme orientation qu’une
autre base %' lorsque

ot a2 ¢ B ) = A Fg) 74 > O

Remarque

R21- A\ Celan’aaucun sens dans C!

Propriété 19 : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence avec exactement deux classes d’équiva-
lences.

Définition 14 : Orientation d’'un R-espace vectoriel

Orienter un RR-espace vectoriel, c’est décider qu’une base est directe. Alors
toutes les bases de méme orientation sont dites directes.
Toutes les autres, qui ont méme orientation entre elles, sont dites indirectes.

VERSION DU 3 OCTOBRE 2024

E Formules de Cramer (HP)

Propriété 20 : Formules de Cramer (HP)

Soit (S) un systétme de Cramer, c’est-a-dire & n équations et n inconnues
et de matrice A e 4%,(K). On sait que (S) : Ax = b admet une unique solution
x=(x1 - xn)T € My 1K), §¢

Soient Cy,...,Cy les colonnes de A/ﬁors pour tout j e [1,n],

\Cor it - G|
ot A

Remarque
R22 - De nouveau, un intérét surtout théorique !

Exercice 6
x + y + z = 1
Résoudre ax + by cz = d lorsqu’il s’agit d’un systéme de Cramer.
a®x + bWy + Pz = d?
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