
MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD ∗ D’ALGÈBRE LINÉAIRE

1 Mines Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Quels sont les endomorphismes de E qui
ont la même matrice dans toutes les bases de E ?

2 Centrale Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f et g dans L (E ).
Montrer que Im f ⊂ Im g si et seulement s’il existe h dans L (E ) tel que f = g ◦h .

3 ENS-Centrale-Mines Soit A ∈Mn (R). Résoudre l’équation X+X ⊺ = (tr X )A. d’inconnue X ∈Mn (R).

4 ENS Soit A, B , C trois matrices deMnK).
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe X ∈Mn (K) telle que C = AX B .

Onpourratraduirel’énoncéentermesd’endomorphismes.

5 Centrale-Mines Soit V = {M ∈Mn (R), AM A = 0} avec A ∈Mn (R) de rang r .
Montrer que V est un espace vectoriel. Quelle est sa dimension?

Raisonneravecdesendomorphismes,oualorsutiliserlesmatricesJr.

6 Combien y-a-t-il de matrices inversibles dansMn (Z/pZ) où p est premier?

7 X-ENS-Centrale Démontrer quedeux sous-espaces vectoriels d’un espacededimension finie
sont de même dimension si et seulement s’ils admettent un supplémentaire commun.

VARIANTE Montrer que si deux sous-espaces admettent un supplémentaire commun, ils sont
isomorphes, et que la réciproque est vraie en dimension finie et fausse en général.

Onpourracommencerparexaminerlecasoùcesdeuxsous-espacesvectorielssontsupplémentaires,puisserameneràcecas-là,oualorsconsidérerunsous-espaceensommedirectededimensionmaximale.

8 X-Centrale En caractérisant les formes linéaires de Mn (K), montrer que tout hyperplan de
Mn (K) contient une matrice inversible.

9 X Montrer que l’ensemble des suites complexes périodiques est un sous-espace vectoriel de
CN, en donner une base.

10 ENS Déterminer les matrices A ∈GL n (C) telles que A et A−1 soient dansMn (R+).
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