MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
TD * SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, 1RE PARTIE

1. Suites de fonctions

] Preuve du théoréme de WeierstraB par les polynémes de Bernstein
Soit f continue sur [0,1] & valeurs réelles. On définie les fonctions polyndmes de Bernstein

associées & f, pour tout n e N, définie sur [0,1], par B,(f): x — Z (Z)f(%) k1 —x)k.
k=0

1. Calculer B,(u) oU u: x — 1, By,(id), B,(v) ol v : x — x2.
2. Soit e>0.
(a) Justifier I'existence de n >0 telsi x,x’ €[0,1], |x—x'| <np=>|f(x)— f (x)| < g

k
——x

P < n} et B, le complémentaire de A, dans [0, n].

Pour x €[0,1],onnote A, = {k e[o,n],

(b) Montrer que

|Bu(Fx) = Fl0)| <D (Z)

keA,

7(5)-re

n

k k—nx)?
(510 Gt

— n
xk(l—x) ko Z (k)

keB,

(c) Conclure.
3. Ef surun segment [a,b]?

2 Applications

1. Déterminer les fonctions de R dans R limites uniformes sur R d’une suite de polyndmes réels.

2. Déterminer les fonctions f de R dans R pour lesquelles il existe une suite de polyndmes (P,)
qui converge uniformément vers f sur tout segment de R.

3. Montrer que toute fonction f continue [0,1] est limite uniforme d’une suite de fonctions
polynomiales paires.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction continue sur [0,1] soit
limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales impaires.

3 Preuve du théoréeme de la double limite

Soit f: I — K, (f,), une suite de fonctions appartenant & K/, a € T. On suppose que (f,),
converge uniformément vers f au voisinage de a et pour fout n €N, f,,(x)—a» by,.

X

1. Montrer que si a € I, on a bien )l(l_)n} (nEI_Eloofn(x)) = nEIPoo (chlrréfn(x)) en appliguant un théo-
reme de continuité.

Sinon, I'idée est de prolonger par continuité les f, en a en posant f,(a)= b, pour voir appliquer
le théoréme précédent. Pour cela, on va commencer par montrer que (b,) converge.

2. Montrer qu'il existe un rang N tel que si n > N, il existe un voisinage de a (qui dépend de n)
surlequel |b,| <2+ |f(x)|.
3. En déduire que (b,,) est bornée et qu’elle a une valeur d’adhérence b.
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Soit ¢ une extractrice telle que by, —— b.

4. Montrer que b,, — b et conclure.

4 x-ens

1. Montrer que si une suite (f,,) de fonctions k-lipschitzienne sur un segment [a, b] converge
simplement, alors la convergence est uniforme.

2. Montrer que si une suite (f;,) de fonctions convexes sur un segment [a, b] converge simple-
ment, alors la convergence est uniforme sur tout segment inclus dans Ja, b[.

2. Séries de fonctions

5 Pour neN, on pose f; : x € Rt — Arctan(x + n)—Arctan(n).

+00
1. Etudier I'existence et la continuité de f :an.

n=0

2. Montrer que S(x)—oo> +o0.

x—+
6 i +00 xn
Mines-Ponts On pose S(x)= ; —

1. Etudier I'existence et la continuité de 8.
2. Donner des équivalentsen 0 et 1™,

7 X-ENS On pose, pour neIN* et x €R, u,(x)=(—1)"sin(sin(---(sin x)---)).
—_—

n fois

Montrer que la série de fonction Z u, converge simplement mais pas normalement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?

8 X-ENS

1. Quelle est la limite simple de (f,) oU f,:z€C— (1 + %)n ?

2. Soit n e IN* et k €1, n].Montrer que
nn—1)-(n—k+1) =

——S =

! nk ;n

3. En déduire que (f,,) converge uniformément sur tout Dy(0,R) avec R > 0.
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