MPI Lycée Leconte de Lisle - La Réunion
SUITES ET SERIES DE FONCTIONS, 1%E PARTIE

1. Suites de fonctions

] CCINP 9 : définition de la convergence uniforme

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.

Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la
fonction g.

n+2 2
1 e cos(ﬁx).
(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f)-
(b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +oo[ ?
(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [a, +oo[ ?
(d) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur ]o, +oo[ ?

2. On pose f,(x)=

Solution de 1: CCINP 9 : définition de la convergence uniforme

1. Par contraposée : si la convergence est uniforme, alors les f, — f sont bornées & partir d'un
certain rang, et || f, — f||., = 0. O |fu(xn) = F(x0)| < ||/ = f | oo dONC fr(x0)— f () — 0.
Ou bien, directement, si ¢ >0, on a un rang N & partir duquel pour tout x € X, |fn(x)—f(x)| <e.
En particulier, pour x = x,, on obfient Vn > N, |fn(x,,)—f(xn)| < £, Ce qui prouve bien que
Ja(xn)— f(xn) —0.
2. (@) f,(0)=0—0etsix#0, f(x) — 0 comme produit d’une suite bornée par une suite
convergeant vers 0. Donc (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

(o) Soit a>0. Alors pour tout x €[a,+00l, | f,,(x)—0| < 725z Majoration uniforme en x par une
suite fendant vers 0, donc (f,,) converge uniformément sur [a, +oo][.
Mais il y a un probléme au voisinage de 0 comme la disjonction de cas de la question
précédente nous le laisse déja penser. En effet, en utilisant la premiére question au voisi-
nage de 0, on remarque que f, (1)—0= 21 4 0 donc (f,) ne converge pas uniformément
au voisinage de 0.
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2 CCINP 11 : condition de non convergence uniforme

1. Soit X une partie de R, (f,,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers
une fonction f.

On suppose qu’il existe une suite (x,),cy d'€léments de X telle que la suite (fn(x,,)—f(xn))
ne tende pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.

neN

_ sin(nx)

C 1+ n2x2’

(0) Etudier la convergence simple de la suite (f;,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,) sur [a,+oo] (avec a > 0), puis sur ]0,+ool.

2. Pour tout x eR, on pose f,,(x)

Solution de 2 : CCINP 11 : condition de non convergence uniforme

1. Par contraposée : si la convergence est uniforme, alors les f, — f sont bornées & partir d'un
certain rang, et || £, — f| o, = 0. O |fu(x)— £ (x)| < || f = f || oo dONC fr(x0)— f () — 0.
Ou bien, directement, si ¢ >0, on a un rang N & partir duquel pour tout x € X, |fn(x)—f(x)| <e.
En particulier, pour x = x,,, on obtient Vn > N, |f,(x,)—f(x,)| < £. ce qui prouve bien que
Jn(xp)— f(x,) —0.

2. (Q) f,(0)=0—-0etsi x#0, f,(x) — 0 comme produit d’une suite bornée par une suite

convergeant vers 0. Donc (f;,) converge simplement vers la fonction nulle.

(b) Soit a> 0. Alors pour fout x € [a,+oo[, |fn(x)—0{ < m majoration uniforme en x par une
suite fendant vers 0, donc (f,,) converge uniformément sur [a, +oo].

Mais il y a un probléme au voisinage de 0 comme la disjonction de cas de la question
précédente nous le laisse déja penser. En effet, en utilisant la premiére question au voisi-
nage de 0, on remarque que f, (%)—0 =38l s, g donc (f,,) ne converge pas uniformément
au voisinage de 0.

3 CCINP 12 : Convergence uniforme et continuité

1. Soit (f,,) une suite de fonctions de [a, b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction
f. et que, pour tout neN, f,, est continue en x,, avec x, €[a, b].

Démontrer que f est continue en x,.
2. Onpose:VneN, Vxel0;1], g,(x)=x".

Solution de 3 : CCINP 12 : Convergence uniforme et continuité

1. Soit XOEX.

Alors, si x eI et neN, |f(x)— f(xo)| <| (%)= fu()| +| fn(x) = fulx0)| + | Fu(30) — £ (x0)].
Soit ¢ > 0. La convergence uniforme de (f,),, vers f sur [a, b] fournit un rang N & partir dugquel,
pour tout x eI, {f(x)—fn(x)| < g C’est donc le cas pour x = x;.

Enprenant n = N, la continuité de fy, fournit un & > 0tel que sur In]xo—n, xo+nL. | f (x)— fiv (x0)] <

Ainsi, si |x—xo| <6, | f(x)—f(xo)| <e.
Cela prouve bien que f(x):f(xo).

W ™
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0 sixel0,1]

2. Lasuite (g,).en+ CcONvVerge simplement sur [0,1] vers la fonction g: x — { | six=1

V neN*, g, est continue en 1 alors que g est discontinue en 1.
D’aprés la question précédente, on en déduit que (g,),en« NE converge pas uniformément

vers g sur [0, 1].

4 Ex CCINP 13 : convergence uniforme et fonctions bornées

1. Soit (g,) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.

On suppose que, pour tout n €N, g, est bornée et que la suite (g,) converge uniformément
sur X vers g.

Démontrer que la fonction g est bornée.
2. Pour tout entier naturel n non nul, on considére la fonction f,, définie sur R par
ndx sio|x|<+
fn(x) = ]- . 1
n

— si - |x|>
x

Prouver que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R ?

Solution de 4 : Ex CCINP 13 : convergence uniforme et fonctions bornées

1. Ecrivons la définition de la convergence uniforme avec e =1:on aunrang N € IN & partir
duquel Y x € X, [g(x)|—|gn(x)] <|gn(x)—g(x)| <1
En particulier, pour tout x € X, |g(x)| < [gn(x |+1 Comme gy est bornée, |gy| est majorée, ce
qui permet de conclure.

2. YneN*, £,(00=0—0.
, 1 . , 1
Soit x e R*, - — 0 donc on a unrang N 4 partir duguel - <|x|.

1 1
Alors YV neN, nzN= f,( x)__ donc fn(x)?’;

On en déduit que (f,,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par
|
f(x)={ y O PO
0 s x=0

De plus, ¥V n € N*, f, est bornée car V x € R, |f,(x)| < n?. Or f n'est pas bornée sur R donc,
d’apres la question précédente, (f,,) ne converge pas uniformément sur R.

5 Etudier la convergence des suites de fonctions

. s n . 1_x2n
1. fu:x€[0,5]— vncos" xsinx. 4. i xeRm |
2nx2 14+ x2n
2. g, xeR—» ——.
&n H1+n2x4
on . . n+1
3. hn:xeRH—x. 5. ]n:xeRHsm( x).
1+ n2nx2 n
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6 Soient a € R et p € IN* fixés. Pour fout n € IN* , on note f, la fonction de R* vers R définie par
VxeRY, fu(x)=xP(1+n% "),
1. Montrer que (f,,),>1 converge simplement sur R* vers une fonction f que I'on précisera.
2. Démontrer que (f,,).>1 converge uniformément vers f sur R* si et seulement si p > a.

7 Soit f e RR continue sur R. Etudier la convergence de la suite de fonctions f,, : x — VxR +4.

Solution de 7 :
Quantité conjuguée.

8 Soit (f,,) une suite de fonctions qui converge uniformément vers une fonction f, (g,) une suite

de fonctions qui converge uniformément vers une fonction g.

Vérifier que (f,, + g,) converge uniformément vers f+g.

Donner une condition suffisante simple portant sur & pour que la suite de fonction (h f,,) converge
uniformément vers hf.

9 Montrer que toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de fonc-
tions de classe € °° sur ce segment.

] 0 Théoreme de WeierstraB par les polyndmes de Bernstein

Soit f continue sur [0,1] & valeurs réelles. On définie les fonctions polyndmes de Bernstein asso-
ciées a f, pour tout n € IN, définie sur [0,1], par B,(f): x — i(’;)f (S) (1 =x)"k,
1. Calculer B,(u) oU u: x+— 1. .
2. Que vaut, pour k€1, n], %(z
3. Calculer de méme B, (v) ol v: x — x2.
4. Soit > 0.

(a) Justifier I'existence d’un réel M tel que pour tout x dans [0, 1], }f(x) <M.

)'? En déduire B, (id).

(o) Justifier I'existence de n> 0 tel si x,x’ €[0,1], |x —x'| <p=> | f(x)— f (x')| <

N ™

k
Pour x €[0,1], on note A, = {ke[[o,n]], ‘Z_x

[0, n].
(c) Montrer que

< n} et B, le complémentaire de A, dans

. n E . kiy_ yn—k (") f B ‘(k_”x)z krq_ yn—k
B f(x))<keZAx(k)f(n) o) =t 35 (5) s S tamar
P e M
(d) En déduire que |B,(f)(x)— f(x)| < >+ I

5. Conclure.

] ] Que peut-on dire d’un polyndme borné sur R? Montrer que si f : R — R est limite uniforme
de polyndmes, alors f est un polyndme.

Suites et séries de fonctions, 1 partie - page 4



2. Séries de fonctions

A. EXxercices vus en cours

] 2 Ftudier la convergence simple de an ol f,: x—e VX

cos(nx)

] 3 Etudier la convergence simple de an ou f,:x— Tom2e?

iy 2 . 1 —n2
]4 Donner une condition nécessaire et suffisante sur @ € R pour que Zn“xe X converge

normalement sur R*. Dans le cas contraire, préciser sur quels types d’intervalles il y a convergence
normale.

- . . sin(nx
] 5 Etudier la convergence normale de an ouf,:x— (2 ).
n

16 Aton convergence normale de an ol f,: x e Rt — xe ' *" ?

]7 Soit f,: x—

1+n2x2’
1. Etudier la convergence simple de Zf,,.

2. Montrer que la somme f de la série est continue sur R*.
3. Montrer qu’iln'y a pas de convergence normale sur R*.
4. Calculer la limite en +co de f.

TP o,
]8 Soit f,:xeR 1122 pour neNN.
+00
1. Montrer que zf,, converge simplement sur R* et calculer de f = an.
n=0

2. Montrer que la série convergence normalement sur tout segment de R*.
3. Montrer que la conclusion du théoréme de Ia double-limite ne tient pas en 0*.

] 9 Pour tout n €N, x €[0,1], f,(x)=(=1)"x"(1—x)2.
+00
Montrer que an converge normalement sur [0, 1] puis déterminer f = an.
n=0
(—1)"
n+1)(n+2)(n+3)

+00
En déduire la valeur de S =
2
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20 PourneNetx>0, 0n pose f,(x)= Vi
n+x

1. Montrer que an converge simplement sur R .

On note f la somme de la série.
2. Montrer que f est de classe ¢! sur R} et calculer f’.

3. Etudier les variations de f.

B. Exercices CCINP

2 ] CCINP 8 : Séries alternées

Solution de 21 : CCINP 8 : Séries alternées

1. (Q) Spi2—S0 = Uspio— Uspy1 <0, AONC (S,,)eny €ST AECTOiISSONTtE.
De méme S5,,43—S,41 =0, AONC (S5,,41)nen €St Croissante.
De plus S, —S41 = Uppy1 €F nl_ljrnoo Usn+1 =0, donc nE{Lnoo(SZ” —Sn41)=0.
On en déduit que les suites (S,,,)nen € (S2141)nen SONT adjacentes. Donc elles convergent
et ce vers une méme limite.
Comme (S,,,)nen €F (S2541)nen recouvrent I'ensemble des termes de la suite (S,,),en. ON €N
déduit que la suite (S,),eny CONvVerge aussi vers cette limite.
Ce qui signifie que la série Z(_l)k u converge.

+00
(b) Lereste R, = Z (—1)*uy vérifie VneN, |R,| < ti.
k=n+1

2. On pose : VXER'V”GN*,fn(x):(_U—e_

—nx

On aalors VneN*, f,(x)=(—1)"u,(x) avec u,(x)= ¢

(a) Soit x eR.
Si x <0, alors nEToo |fn(x)| =400, donc an(x) diverge grossierement,

n=1
Si x>0, alors (u,(x)),ey €St positive, décroissante et nligloo u,(x)=0.
Donc d'aprés 1.(a). D, fu(x) converge.
n=1
Donc an converge simplement sur [0, +oo].

n=1

Remarque : pour x >0, on a aussi convergence absolue de . f,(x).

n=1

b . 1
En effet, pourtout réel x > 0, n?|f,(x)| = ne "~ el 0 donc, au voisinage de +oo, |f,(x)| =0 (—2)
n— n

+00
(b) Comme an converge simplement sur [0,+oo[, on peut poser Vx €[0,+00[, R,(x) = Z fie(x).
n>1 k=n+1
Alors, comme, Y x €[0,+00[, (u,(x)),en €St positive, décroissante et ,,l_i,Eloo u,(x)=0,0nen

déduit, d'aprés 1.(b), que :
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—(n+1)x

€[0,+0o0], |R <
Vxel [ [R,(x)] ——

1 . D
Et donc V x €[0,+00], |R,(x)| < =11 (majoration indépendante de x)
n
1 . .
Et comme lim 1= 0, alors (R,,) converge uniformément vers 0 sur [0,+o00.

n—+o0o n +

C’est-G-dire an converge uniformément sur [0, +oo].

n=1

22 CCINP 15 : Convergences normale et uniforme

Solution de 22 : CCINP 15 : Convergences normale et uniforme

1. Onsuppose que YrneN, f, est bornée sur X.
On pose alors Y neN, || f| o, =sup|f.(2)l.
reX

an converge normalement sur X < ZanHoo converge.
n
Onpose VrneN,S, :ka.
k=0

an converge uniformément sur X < la suite de fonctions (S,,) converge uniformément sur
X.

2. On suppose que an converge normalement sur X.
Les fonctions f, sont donc bornées sur X et la série numérique ZHf,,HOO converge.
Or.VxeX, |f(x)|<||fnl o
Donc, par comparaison des séries a termes positifs, la série an(x) est absolument conver-

gente et donc convergente, puisque les fonctions f,, sont & valeurs dans R ou C.
Ainsi la série de fonctions an converge simplement sur X.

+00
On peut donc poser ¥ x € X, Y neN, R, (x)= Z fiu(x).

k=n+1
N N N
¥xeX,¥neNYNeN, N2n+1=| > filx)|< D i) < D [|filloo:
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Alors, en faisant tendre N vers +oo, on obtient :

+00 +00 +00
VxeX,|R,(x) = Z fe(x)| < Z |fi(x)| < Z | fe|loe-  (Majoration indépendante de x)

k=n+1 k=n+1 k=n+1

+00
Or > f, converge normalement sur X donc lim_ kZ £l =0
=n+1
On en déduit alors que la suite de fonctions (R,) converge uniformément vers O sur X,

Comme R, =S-S5, la suite (§,) converge uniformément vers S sur X.
C’est-0-dire Z fn converge uniformément sur X.

2
n
3. Onpose,VneN, ap="—r.

ap+1 _ n+1

VY n e N*¥, .
a, n2

a
Donc lim ="t —yp,

n—+oo q,
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On en déduit que série entiére Z—z a un rayon de convergence égal & +oo.

Cette série entiere converge donc normolemen’r sur tout compact de C.
En particulier, cette série entiere converge normalement et donc uniformément, d’apres 2.,
sur fout disque de centre O et de rayon R.

23 CCINP 17 : CN de la série de fonction = CU du TG vers 0
Solution de 23 : CCINP 17 : CN de la série de fonction = CU du TG vers 0

1. On suppose que an converge uniformément sur A.
On en déduit que an Converge simplement sur A.

On pose alors, YV x € A, S(x ka (x)etVneN,S,( ka

Zf,, converge uniformemen’r sur A, c’est-a-dire (S, ) converge uniformément vers S sur A,
c’est-a-dire hm [|S,, —Slleo =0, Qvec ||S, Slloo—supIS (x)—S(x)|.
OnOVneN* VxeA | () =18,(x) = Spr (X < [ S (x) S(x)+18(x) = Sp—1 ().
Donc VneN*, VxeA,f,(x)< |Sn—S||oc,+||S,l_1—S||OO (majoration indépendante de x).
Or lim |[S,—S|loo =0, donc lim ([|S,—Sllco +IS—1 —Slleo) =0.
n—+0oQ I:l—7+00
Donc (f,,) converge uniformément vers O sur A.

2. Onpose:¥YneN,VYxel0;+00[, f,(x)=nx2e V7",
Soit x €[0;+0o0].

Six=0:
VneN, f,(0)=0 donc an(O) converge.
Six#0:
1
nETw n?f,(x)=0, donc au voisinage de +oo, f,(x)=0 (ﬁ)

1 s o
Or E — converge absolument donc, par critere de domination, E fu(x) converge absolu-
n
n=1

ment.
On en déduit que an converge simplement sur [0; +oo].

VY neN*, f, est continue sur [0;+o0[ et lir+nOO fu(x)=0, donc f, est bornée sur [0;+00].
X—

Comme f;, est bornée (f; =0), on en déduit que YV n €N, f, est bornée.
De plus, la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.
En effet, si x =0 alors f,,(0)=0 et si x #0, nlir+noofn(x) =

* 1 — a1

OnoVneN,fngﬁ)—e 1

Or, Y neN*, n(—)= n(—) < su " (1)]; donc  su (D) =e L,
f N |/ 7 | Sup [If( )l Sup [If( )

Ainsi, sup |f,(f)] - 0.

r€[0;+00] n—=+00
On en déduit que (f,,) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0; +oo].

Donc, d'apres 1., an ne converge pas uniformément sur [0; +o0.
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24 ccinpis (modifié) : Convergence et continuité d’'une série de fonctions

—1)*x" s . .
Onpose:VneN , VxeR, u,(x)= % On considére la série de fonctions Z U,

n=1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I'ensemble des x ou cette série converge et S(x) la somme de cette série pour
xeD.
2. (0) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(b) Sur quel type d’infervalle y a-t-il convergence normale ? Montrer qu’il y a convergence
uniforme sur [0, 1].

(¢) Lafonction S est-elle continue sur D ?

Solution de 24 : CCINP 18 (modifié) : Convergence et continuité d’une série de fonctions

. . |x|" 1
1. Si|x|<1,ily a convergence absolue car =o| —
n n
n

Si|x|>1,ily adivergence grossiere car

— +00,
Si x =—1, la série harmonique diverge, si x =1, la série harmonique alternée converge (par
exemple par le TSSA).

Finalement, la série de fonctions converge simplement sur D =]—1,1].

1 -
2. () llunlloo1,1= - donciln’y a pas de convergence normale sur D =]—1,1].

1
Comme u,(x )—l>_ — qui est un terme général de série divergente, le théoréme de
X—

la double limite ne s opphque pas et donc il Ny a pas de convergence uniforme sur
D =]—-1,1].

n

(b) Par contre, sur tout intervalle de la forme J—a,a[ oU0<a <1, [|[uplloo 1,1 = % =|u,(a)| qui
est un terme général de série convergence, donc il y a convergence normale sur [—a, al.
On a donc aussi convergence uniforme sur ce type d’intervalle.
Reste & savoir s'il y a convergence uniforme au voisinage de 1.
Or, le théoréme spécial s’appliguant pour x €[0,1], la majoration du reste donne

Vxe[0,1], [Rypa (%) < utp(x)<

n+1

qui ne dépend pas de x et tend vers 0.
Il'y a donc bien convergence uniforme sur [0, 1].
(c) Comme

H1 les u,, sont toutes continues sur ]—1,1] et comme, d’aprés la question précédente,
H2 Z u,, converge uniformément au voisinage de tout point de D =]—1,1],

S est continue sur D.

25 CCINP 53 : Etude d’une série de fonctions

Solution de 25 : CCINP 53 : Etude d’une série de fonctions
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1.

(@)

(b)

(©)

Soit x eR.

Si x =0, alors f,(0)=0 et donc >’ f,(0) converge.
n=1
1

Six#0, f,, +Oo mvpet
Or Z — est une série de Riemann convergente donc, par critére d’équivalence pour
a1 nt

les séries  termes de signe constant, an(x) converge.
n=1

Conclusion : Y f,, converge simplement sur R.
n=1

Soit (a,b)eR? tel que 0< a < b.

e Prouvons que an converge normalement sur [a, b].
n=1

Vx €la,b], |fu(x) < L (majoration indépendante de x).

De plus, 2—4 converge (série de Riemann convergente).
n

n=1
Donc an converge normalement sur [a, b].
n=1
« Prouvons que Zf,, converge normalement sur [a, +oo].
n=1

Vx ela,+ool, |fp(x)] < —— =

n4x4 i3 S g (majoration indépendante de x).

De plus, Z— converge (série de Riemann convergente).

n=1

Donc an converge normalement sur [a,+00].
n=1
On remarque que f,, est continue sur le compact [0,1], donc f, est bornée sur [0,1].
1
De plus, d’apres 1.(b), Vx €[1,+o0[, |f,(x)| < —, donc f, est bornée sur [1,+o00.
On en déduit que f,, est bornée sur [0,+00[ e’r que sup |fu(x)| existe.
x€[0,+00[
1

YneN*, sup |f,(x)=Tf,

xe[O-Poo[ Julx G n 2”
Or Z diverge (série harmonique).

n>1

Donc, par critere de minoration des séries & termes positifs, Z sup |f,(x) diverge.
n>1 x€[0,+oo[

Donc an ne converge pas normalement sur [0, +0o].
n=1

Autre méthode :
1—3n%x*
On en déduit que f,, est croissante sur |0, ] et decrowsorﬁe sur [

YneN*, f, est dérivable sur ]0,+o00[ et Vx €]0,+00], f,(x)=

L oo
34n 34n
fn €étant positive sur R, on en déduit que f,, est bomee.

: 3’
Donc sup |[f,(x) existe et sup |[f,(x)|= fn .
xe[O +00] x€[0,4+00[ 4

Orz diverge (série harmonique), doncz sup |f,(x)| diverge.
n>1 n>1 x€[0,+00[
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2.

3.

26

On pose g’(x):Z% et n(x):z

O b~ DN =

S

Donc an ne converge pas normalement sur [0, +oo.
n>1

Vn eN*, f, est continue sur ]0,+oo[. (1)

an converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b]inclus dans J0,+oco[.  (2)

n=1

Donc, d'apres (1) et (2), f est continue sur 10, +oo].

Comme f estimpaire, on en déduit que f est également continue sur ]—oo, 0.

Conclusion : f est contfinue sur R*.

* 3 — el ~
Vn e N*, xggloofn(x) =0 car, au voisinage de +oo, fn(x)+oo et

D’apres 1.(b). > f, converge normalement, donc uniformément, sur [1,+00].
n=1

Donc, d’apresle cours, f admet une limite finie en + oo et hm f(x)= lim Z fulx

x—>+oo

Conclusion: lim f(x)=0.
X—+00

Autres exercices

Fonctions ¢ de Riemann et 1 de Dirichlet'

+00 +00 (_l)n

n=1 n=1 nx
Pour quelles valeurs de x peut-on définir (x)?
Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?
Etudier les variations de .

Calculer la limite en +oo.

+00
)=>_ Jim_f,(x)=0.
n=1

Calculer la limite en 1. Le théoréme de la double-limite s’applique-1-il ? Que peut-on en dé-

duire ?
Donner un équivalent en 1 en comparant & une intégrale.

7. Tracé le graphe de ¢.
Pour quelles valeurs de x peut-on définir n(x) ? Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence

9.

normale ? uniforme ?
Montrer que si x > 1, n(x)=(2'"* —1){(x). Retrouver I'équivalent de ¢ en 1.

Solution de 26 : Fonctions ¢ de Riemann et ) de Dirichlet 2

N —

w

. { est décroissante.
. 1 par double limite.

1. Incontournable : presque du cours.
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6. Tre solution : comparer & une intégrale, cf question suivante.
2e solution : on a envie de comparer ¢ prés de 1 & la série harmonique.
Soit n e N, Comme { st décroissonTe, elle a une limite finie ou +oco en 1.

n
Orono£>;kx — Z—

Donc ¢ = +oo

Ou encore Z Z > A @ partird’'un rang N.

X x—l1
Yo
Pour n=N, on a V voisinage de 1 ftel que sur V, kzﬁ
=1
1

x—1
8. CSsur R par TSSA.

CN sur [a,+oo[, a > 1.

CU sur [a,+o0o], a > 0 par majoration du reste TSSA.

1
Pas de CU au voisinage de 0 car Py +40.

9. Simplifier ¢(x)+(x) en passant par les sommes partielles.

1
27 Continuité et limites de f(x)= » ———.
; n4+n2x2

Solution de 27 :
Il y a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x — 1/(n* + n®x?) sont continues,
donc f I'est (sur R tout enfier).

sm|{mtn-x
(—) définit une fonction continue sur R.

28 Démontrer que f: xHZ
n=1
Solution de 28 :

Il'y a convergence normale sur R, donc uniforme, les fonctions x —
f I'est (sur R tout entier).

sin(nnzx)

> sont contfinues, donc
n

29 Etudier la convergence simple, uniforme, normale de la série de fonctions

) * —n?x
foixeRi—e .

Déterminer sa limite en +oo, ainsi qu’un développement asymptotique de la somme a la pré-
cision e~2* au voisinage de +oo.
Indication : On pourra sortir quelques termes de la somme et vérifier que le reste est négligeable.

Solution de 29 :
La convergence simple se régle facilement, en disant par exemple que pour n‘importe quel x >0,

1
exp(—nzx) = 0 (ﬁ)

Suites et séries de fonctions, 1 partie - page 12



(par croissances comparées). On majore facilement |f,,| par 1 sur R, et c’est le plus petit majorant
possible, car li(r]nfn =1.lIn"y adonc pas convergence normale, vu que ||f,llec =1. Iy aenrevanche

convergence normale sur fout [a,+oo[, a > 0 (car || f,lia+oc0fllcc = exp(—n®a)). Il 'y a pas non plus
convergence uniforme de > f, sur ]0,+oo[, sinon la suite (f,,) convergerait uniformément vers 0,ce
qui n’est pas le cas.

La convergence uniforme sur [a,+oo[, ou I'on a fixé un a > 0 arbitraire, permet néanmoins d’uti-

+00

liser le théoreme de la double limite, et de trouver, en notant S = an, que ggs =1.

n=0
Pour un développement asymptotique, la stratégie est souvent d’utiliser des comparaisons
série-intégrale aprés avoir éventuellement mis de cdté certains termes. Ici, une majoration simple
permet d’éviter le recours un peu plus long a la comparaison série-intégrale : pour fout x > 0,
S(x)=14+e*+e **+R(x) ol

+00 +00 e,gx
— k2 —
0<R(x)=D e <> e kle—_x
k=3 k=3 €

ce qui donne facilement
S(x)=1+e ™+ o (e

Xx—+00

+00
30 Etudier la convergence sur R de la série de fonction Z (x — (—1)"ln(1 + L)) Sa somme
n+1

n=0
est-elle continue ?
Solution de 30:
La convergence simple est conséquence du théoréme spécial sur les séries alternées. Puis la
majoration du reste dans ce méme théoréme permet d’écrire pour n e N et x €[0,+o0[, avec des

notations habituelles,
IR, (x)| < 1n(1 + —)
n

Ce qui permet facilement d’avoir la convergence uniforme sur fout segment.
: X N , .
Les fonctions x — (—1)" ln(l + ?) étant continues, la somme |'est,
n

3 ] Oral des Mines

2x
x2+n2’

+00
On pose f:x HZ
n=1

Domaine de définition de f.
Parité de f.

Continuité de f.

Limite en +o0

O b~ ON =

La convergence est-elle uniforme ?

Solution de 31 : Oral des Mines
1. La convergence simple se traite en distinguant le cas ¢ =0. Mais sans difficulté. f est définie sur
R.
2. f estimpaire.
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3.Dérivons f,, : t— Ry La dérivée a le signe de 2(t? + n?)—2t(2t) = 2(n*—t?) et on en déduit
que |f,| est maximale en —n et en n. On trouve alors qu’il N’y a pas convergence normale. En
revanche, il y a convergence normale, donc uniforme, sur tout segment, ce qui suffit (en n‘oubliant
pas de dire que les f,, sont continues) pour établir la continuité de f.

En effet, soit K un segment. Soit M > 0 tel que K c [-M,M]. L'étude des variations de f,, sur
[—M,M] monte que, si n > M, donc au moins A partir d’un certain rang,

2M

I felklloo < fn(M)= M2

Or Y, f»(M) converge, donc Z||fn|l<||<><> converge.

n
4. Un comparaison a une intégrale donne la limite : .
5. Ef donc la convergence n’est pas uniforme, car le théoreme de la double limite donnerait
une limite nulle.

32

. . . 1
1. Pour quelles valeurs du réel x la série de fonctions E P converge-t-elle ?
n+n-x
21

2. Démontrer la continuité de la somme sur son domaine de définition.
3. Donner un équivalent de sa somme au voisinage de 0 et de +oo0.

Solution de 32:
Plan de résolution : il y a convergence sur R\ {0}, uniforme car normale sur tout segment inclus
dans R\ {0} ce qui assure la transmission de la continuité.

On pourrait montrer que la limite en +oco est nulle par double limite, la limite en 0 est +co par
technique habituelle (la fonction décroit, si elle n"a pas pour limite +o0o en 0 elle est majorée, on en
déduit que les sommes partielles sont uniformément majorées, on peut dans une somme partielle
faire tendre la variable vers 0, on en déduit que > 1/n converge. Tout cela ne nous donne pas
d’équivalent!

L'idée a avoir, dans ce genre de question (équivalent), c’est la comparaison d une intégrale.
Ici, notant S(x) la somme de la série de fonctions au point x, on obtient

oo dr < 5(x) < L, oo dr
—_— x —_—
L tHr2x? T l+x2 ), t+12x2

. . dt L A dr
ol on a noté f1+°°—t+t2 ~ la limite pour A—+oc0 de | —
X X

Le calcul de I'intégrale se fait : on décompose en éléments simples

11 x?
[+12x2 t 1+tx2

Pour ne pas couper une intégrale qui existe en deux intégrales qui n’existent pas, on passe par

S VR B A G 4
L ot+e2x2 o)) 14tx2

On intégre avec des In, on prend les limites quand A — +oo, et finalement on aboutit &

1 1 1
1n(1+§)<8(x)< 1122 +ln(1+§)
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En +o00, c’est raté, on ne peut qu’espérer qu’il y a un équivalent du type a/x?, avec 1< a < 2. Mais
en revanche, en 0, I'encadrement permet de conclure :

S(x)~y_o —2Inx
Alors au voisinage de +oo, que fait-on? on observe, et on se dit que n ne pése pas lourd devant

+00

1 N
n?x%. Donc, notant b = E — . On espére que
n
n=1

Pour cela, on écrit

sm-L =1 *2” 1
o x2 X2 1n2(1+nx2)

- 1 . . f s
La série Z ——— converge normalement sur [0,+oo[, on peut lui appliquer le théoreme de la
n2(1+nx2)

n=1
b 1

double limite en +o0, on obtient
d’ou I'équivalent. Hors-programme : b =7?/6, et on a bien 1< b <2, c’est agréable.

) - _+OO 1 _ = (—l)n
33 Pourtout réel x ¢ Z-, on pose f(X)—Zx(x+1)(x+2),-,(x+n) et g(x)—ez(:) nl(x+n)

n=0 n=
1. Justifier I'existence de f(x) et g(x).

2. Déterminer leurs limites en +oco.

3. Trouver une relation enfre f(x +1) et f(x) et montrer que g vérifie cette méme relation.

4. En déduire que f=g.

Solution de 33 :

1. Pour f, on peut utiliser le critere de d’Alembert pour I'absolue convergence :

1
C|x+n+1] no+oo

x(x+1)(x+2)---(x+n)

X(x+1)(x+2)(x+n+1) 0<1

+00 1

done ;) X(x+1)(x+2)---(x+n)

converge absolument donc converge pour tout x ¢ Z—.

Pour g, on est tenté d’utiliser le TSSA. C’est possible car ( & partir du rang max (0, [—x1)

n!(x + n))ne]N
(pour avoir x +n > 0), ef, bien sar,

nl(x +n) n—+oo
1 < 1
x(x+1)(x+2)--(x+n)|  (n+1)

2. On vérifie que f converge normalement sur [1,+o00[ : si x >0,

terme général de série convergente.

1
mme, tout neNN, le limite, —0.
Co e, pourtout ne P ) E ) R 0 par double limite, f(x) x_)+000
1

—1)" 1 L. <
1) = < ferme général de série conver-
nl(x+n) n(x+n) (n+1)
gente donc convergence normale donc uniforme sur [1,+oco[ (on aurait aussi pu utiliser la
majoration du reste dans le TSSA). Par double limite, g(x)? 0.
X—

Pour g, on a pour x € [1,+o0[,
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3. On calcule

+00
1 X

flerl)= Z(x+1)(x+2)(x+3) (x+n+1) nz(:)x(x+l x+2)(x+3)-(x+n+1)

+00

X
:x;x(x+1)(x+2)(x+3) (x+m) x(f ) *f)=1.
Puis,
LS x+n—n)  SED) aE=D) L JED) S e
xg(x)—e; nl(x+n) —e;)( n! _n!(x+n))_e;) n! —e; nl(x+n)

(licite car les deux séries convergent bien). Le terme pour n = 0 est nul dans la deuxieme
(aftention, pas de factorielle de nombre < 0) et on reconnait une série exponentielle dans la
premiéere. Donc

n 100 _1\m
xg(x)=e-e — Z =) 1+ezm'((;)=1+g(x+l).

(n—1)(x+n) - (x+1+m)

fx+1)—g(x+1)
X

4. On obtient alors pour tout x, f(x)—g(x)= puis par récurrence, pour tout n € N,

f(x+n)—g(x+n)
X(x+1)..(x+n) n—ot+too

f(x)—glx)=

1
0 et
r—+00 X(x+1)..(x+n) n—too

avec f(t)—g(t) 0 (C’est la convergence simple de f).

2
34 Montrer que f:x — Z m est définie et continue sur R.

35 Pour n €N, on pose f,, : x € R* — Arctan(x + n)— Arctan(n).

+00
1. Etudier I'existence et la continuité de f =an.
n=0

2. Montrer que S(x)m +00,
Solution de 35 :

1. Utiliser le théoréme des accroissements finis. CN sur tout segment.

2. Se ramener au voisinage de 0 et utiliser la série divergente ZArctan—.
n
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