MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD* DENOMBREMENT, DENOMBRABILITE, SOMMABILITE

1. Dénombrement

@ Nombre de dérangements

1. Soit d, le nombre de permutations de &, n’ayant pas de point fixe (appelées dérangements). On

n 1k
pose d, =1. Montrer que n! :Z(Z)d" +. En déduire que d,, = n! Z( ©

k=0
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2. Montrer, sans utiliser la question précédente, que pour tout n>2, d,,., = n(d, +d,_,). En déduire que
d, =nd,_, +(—1)" puis refrouver la formule donnant d,,.
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@ Formule du crible

1. Soient A, ..., A, des ensembiles finis. Montrer que

|Alu---uA”|:i(—1)’”l > |anena= > i

k=1 1<i) <<ir<n g#1e2([1,n])
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2. Retrouver une formule donnant le nombre de surjection de [1, p] dans [1,r] en utilisant la formule
du crible.
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3. Refrouver une formule donnant le nombre de dérangements de &, en ufilisant la formlle du crible.
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Nombre de permutation de &, involutives

Déterminer, sous forme de somme, le nombre de permutation de &, involutives (¢’ est-a-dire étant leur
propre inverse).
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@ Partitions d’un entier

1. Déterminer
* le nombre a, d’écritures possibles de n comme somme d’au moins un entier naturel non nuls
(I'ordre étant important).

* le nombre b, d'écritures possibles de n comme sommme d’exactement k € IN* entiers naturels
non nuls (I'ordre étant important).

* le nombre ¢, d’écritures possibles d’entiers entre 1 et n comme somme d’exactement k € IN*
entiers naturels non nuls (I'ordre étant important).

2. Soit n, k € IN. Déterminer le nombre N, , d'écritures de n comme somme de k entiers naturels (éven-
tuellement nuls, donc).
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2. Dénombrabilité

@ On dit qu’un nombre complexe est algébrique lorsqu’il est racine d’un polynéme non nul & coeffi-

cients entiers. Montrer que I’'ensemble des nombres algébriques est dénombrable.
Il'y a donc beaucoup de nombres transcendants.
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@ Montrer que I'ensemble des extractrices n’est pas dénombrable.
Peut-on dire que I'ensemble des suites extraites d’une suite donnée n’est jamais dénombrable ?
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ENS Ulm L'ensemble &(IN) des permutations de IN est-il dénombrable ?

B Théoréme de Cantor-Bernstein

1. Soit E un ensemble et ¢ : 2(E)— 2(E) croissante pour I'inclusion.
Montrer, en introduisant A= U X. que ¢ admet un point fixe.

Xcp(X)
2. Soient E et F deux ensembles. On suppose qu’il existe une injection f : E — F et une injection
g:F—E.
En considérant I'application qui & X € 22(E) associe E\(g(F \f(X))), montrer que E et F sont équipo-
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3. Sommabilité

, 1
@ Centrale Montrer que la famille ( ) est sommable et calculer sa somme.
P,q)EN2

palp+q—1)J

. S1 o L ((=1mn
Mines On admet que Z Pl Montrer que la famille ( v
n=1

sa somme.

est sommable et calculer

)(m,n)elNg

@ X-ENS Pour n>2, on note g, le plus grand diviseur premier de n.

L . 1
Quelle est la nature de la série de terme général ?
nq

n

@ Soit (a,),=¢ Une suite complexe sommable. On suppose que pour tout k € IN*, on a Z“k" =0eton
n=0
veut établir que (a,) est la suite nulle.
1. Montrer que a,=0.
2. On définit la fonction de Mébius u : N* — Z par u(1) = 1, u(py---ps) = (—1)° si py,..., ps sont premiers
distincts, u(n) dans les autres cas. Calculer Z” pour n € IN*,
dln

3. Conclure en exploitant la relation 0= (Z adm) u(d).

d|ln \m=>0
@ Classique Soit s>1.

1. Montrer que la suite double (27°"37°") est sommable. Calculer sa somme, que I'on notera S.

(m,n)eN2

2. Montrer que si s > 1, alors S < Z— puis que si s =1, alors S > Z —

k=1
3. Montrer que la suite triple (2*‘"' 3*”‘25*‘”»*) est sommable. Calculer sasomme, que |I'on notera

Ss.
7-1

4. Montrer que si s> 1, alors S; < Z — puis que si s> 1, alors 8; > Z e

(11,nz,13)€IN3

5. Pour s > 1, étendre les résultats précédents et justifier la formule l_[ 1—p—s Z— U 2 désighe
pEP n=1
I'ensemble des nombres premiers.

. . . 1
6. Pour s =1, étendre les résultats précédents ef montrer que »_ = =+oco.
peP?
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