MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
TD* SUITES ET SERIES NUMERIQUES

Suites

@ Oral Centrale Soit (a,),s€RY et y €]—1,1[. Montrer a,, —20 <& dpn—ra— 20

n—+0Q

“rolpse) 8dA| ennaid : uoypolpul

Solution de 1 : Oral Centrale
Seule I'implication de droite & gauche est intéressante. Notons

Up=0ap+1—Yap

et essayons d’exprimer a, a I'cide des u, (I'hypothése est que la suite (u,) converge vers 0) :
a) = ug+yay, a=u, +ya, = u, +yuy+yr?ay, PUis, par récurrence :

ap=Up +7/un—2+7/2un—3+"'+7/n_1 u0+yna0

Pour la suite de d’exercice, on constate que quand n est grand u,, et y" sont petits. Mais c’est
quand méme un peu délicat & écrire. Soit £ > 0; soit p, tel que

Vk = py lug|< e

et, d’autre part, soit M tel que YkeIN |u,|< M (la suite (u,) converge, donc est bornée).
Supposons n > p,; on peut alors majorer

|an] e(L+Iyl4+ .+ ")+ My " 4+ [r ") + laglly ]
et donc, en utilisant des sommes géométriques :

€ [y
—|rl 11—yl

lanl < 5 +laglly!"

Comme 0<|y| < 1, la suite (|y|") converge vers O, il existe donc un rang ny A partir duquel

& &

la,| <

< +
I—[yl  1=ly|

et au début, on aurait pu prendre (1—|y|)e/2 & la place de ¢, on conclut.

@ Oral Mines - Centrale - X Soit, pour n>2, P,=X"—-X—1.

Démontrer que P, a une unique racine réelle positive u,,. Démontrer que la suite (u,,) converge,
et donner un développement asymptotique & trois termes de u,, (la limite étant le premier de ces
frois fermes).

Solution de 2 : Oral Mines - Centrale - X
P, a pour limite +oco en +o0. Elle est négative en 0, et continue, donc s’annule par théoréme des
valeurs intermédiaires. Elle ne s"annule qu’un nombre fini de fois, et donc a une plus grande racine
réelle u,,.
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P,(1)<0, P, >0 sur ]1,+o0l, et, si £ >0, & partir d'un certain rang P,(1+¢)> 0 (Croissances compa-
rées). Donc, a partir d’un certain rang, 1 < u,, <1+¢&. On en déduit

u,=1+o(1)

Ecrivons alors ¢, = u,, —1 — 0. Comme
(1+e,)'=1+¢,+1=2+¢,

il semble assez commode, pour développer, de prendre les logarithmes des deux memibres (qui
sont bien strictement positifs, au moins & partir d’un certain rang). On obtient

nin(l+¢,)= In(2+¢,) ()

Le premier membre de I'égalité est équivalent & ne,, (car e, — 0), le second membre est équi-
n—+o0o
valent & In2 (car il tend vers cette limite, non nulle). Donc

In2
Ep~—
n
On obtient
In2 1
Up,=1+—+o0| —
n n

et on en voudrait un peu plus. Développons donc (1) un peu plus loin :

2
£ £
nen—n?"+o(n£fl):ln2+?"+o(£n)

Mais I"'équivalent trouvé plus haut nous permet d’affirmer que les deux o sont des o(1/n). Qui plus

est,

, (In2y?

ne ~

n n
ce qui peut s’écrire

In2)? 1

neflz( ) +o(—)
n n

Donc

(In2)? £, 1\ (In2)? In2 1
ne,= +ln2+—+0(—): +ln2+—+o(—)
2n 2 n 2n 2n n

On remet les choses en ordre, et on obtient :

In2 (In2)*+In2 (1)
—t—F—+

U,=1+ o2 —

n2

Oral Mines - Centrale - X Soit, pour n>2, P,=X"—nX+1.

Démontrer que P, a une plus grande racine réelle u,,. Démontrer que la suite (u,,) converge, et
donner un développement asymptotique a deux termes de u,, (Ia limite étant le premier de ces
deux termes).

Solution de 3 : Oral Mines - Centrale - X
P, a pour limite +o0o en +o0. Elle est négative en 1, et continue, donc s’annule par théoréme des
valeurs intermédiaires. Elle ne s’annule qu’un nomibre fini de fois, et donc a une plus grande racine
réelle u,,.
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On ad’autre part u, >1désque n>2car P,(1)=2—n<0.
OnaPp,(x)= n(x"1—1)>0sur]1,+oo[, et, si £ >0, & partir d’un certain rang P,(1 + ) > 0 (croissances
comparées). Donc, & partir d'un certain rang, 1< u,, <1+¢. On en déduit

u,=1+o(1)

Ecrivons alors u, =1+¢,. Ona
(1+e,)'=n(l+eg,)—1
Prenons les logarithmes des deux membres :

nin(l+¢,)= Inn+In(1+¢,—1/n)

Le premier membre de I'égalité est équivalent & ne,, (car ¢, — 0), le second membre est équi-
n—
valent & Inn. Donc

Inn
&y~ —
n
On obtient
Inn Inn
U,=1+—+o( —
n n

@ Oral Mines - X Soit, pour n>1, f;, : x»—>Z:x’C -1
k=1
MonTrer qu’il existe un unique réel strictement positif tel que f,(x,)=0.
Etudier la suite (x,,) et en donner un développement asymptotique d deux termes.

Solution de 4 : Oral Mines - X
fn est strictement croissante, vaut —1 en 0, a pour limite +oco en +oo. D’oU, par théoréme des valeurs
intermédiaires (il est clair que f, est continue) I'existence et I'unicité de x,. On constate que x, <1
si n>1. Mais aussi,

x—x"t1 —142x—x"*1
fn(x)z —1=
1—x 1—x

Donc

x" =2x,-1 (1)

. 1-2a \ R . .
Soit a €]0,1[; fn(l_a)j’ — Donc, si @ < 1/2,  partir d’un certain rang on a f,(1—a)> 0, et
n—)

donc x, <1—a. En fait, on aurait pu se contenter de remarquer que f, < f,11 sur R}, ce qui donne
0 < fui(x,), et donc x,,, < x, (variations de f,,). On a donc la convergence de (x,) vers £ € [0, 1].
Mais, dans (1), on a nécessairement (2x,,—1) qui converge vers 0 (le premier membre converge vers
0). Donc £ =1/2. Posons

xn=5+£n

ou (g,) converge vers 0. On a
1
(n+ l)ln(z + sn) =In(2)+In(g,)

qui donne déja
In(g,)~—nln2 (2)

mais cela ne suffit pas (on ne peut pas prendre des exponentielles d’équivalents). Mais, repartant
sur la relation (1) (sans prendre les logarithmes), on a

n+l
28,1:(5) : exp((n+1)In(1+2¢,))
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Mais (n+1)In(1 + 2¢,) ~ 2ne, et ne, — 0 (prendre le logarithme de ne,, (2) montre qu’il tend vers

—o0). On obfient
1

£, ~
n 2n+2

ce qui donne le deuxiéme terme du développement asymptotique.

@ Oral ENS Caractériser les suites réelles (u,,),,», telles qu’il existe une permutation o pour laquelle

la suite (ug(n),-, €5t Monotone & partir d’un certain rang.

Solution de 5 : Oral ENS
Voir aussi FGN Analyse 1 - 2.2 On procéde par Analyse-Synthése.

Analyse Sion se donne une felle suite, alors, par théoréme de la limite monotone, la suite (ug ),
a une limite ¢ finie ou +oo.
On montre que u,, — £. Traitons le cas ou £ € R (les autres cas se traitent de maniére similaire).
Soit £>0. On a unrang N € N & partir duquel |ug,—¢| <.

Posons N’ = [ Jnax 1a(k). Alors pour n> N’, n s'écrit o(n’) avec n’ ¢[[0,N —1], donc |u, —{|<&.

De plus,  partir d’un certain rang, tous les u,(,) se siftue « du méme coté » de cette limite, et
méme strictement si la suite n'est pas stationnaire.

20

Synthése Soit (u,) une suite ayant une limite ¢ dans R.
Si la suite est stationnaire, o =idy convient.

Sinon, supposons que tous les termes sont strictement du méme cdté que ¢ & partir du rang
N.

On suppose par exemple que pourtout n =N, u, <l €R.
L'idée va étre de prendre des indices successifs pour lesquels on puisse écrire

1 <¢ <1
—<l—u, <.
k+1 "k

. 1
Soit pour k € IN*, A, = {n?N, b——<u,<l— et Ay={n=N, u, <{-—1}. La convergence

k k+1
de (u,) impligue que tous ces ensembles soient finis, et ils parfitionnent [N, +oo[.

On peut alors définir la bijection o en posant o(n)=n sur [0, N —1], puis en prenant les indices
de A, classés par ordre croissant de u,,, puis ceux de A,;, et ainsi de suite.

Pour le cas ou £ =+o0, il suffit de partitionner par exemple avec {(n> N, k< u, <k+1}.

Conclusion Les suites recherchées sont les suites stationnaires ou ayant une limite dans R et étant
toujours strictement inférieur ou toujours strictement supérieur & cette limite.

@ Oral X - Suites convexes bornées On considére une suite de réels (u,),n €t on note pour

n=0, Au, = u,— U,y e A%u, = Au, —Au,,;. On suppose que la suite (u,),cn est bornée et que
pour tout n €N, Au,, >0.

1. Montrer que la suite (u,),en €st décroissante et que nAu,, converge vers 0.
2. Montrer que la série Z(n +1)A%u, converge.

Solution de 6 : Oral X - Suites convexes bornées
Voir aussi FGN Analyse 1 -2.5
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1. Comme pour tout n €N, A%u, >0, la suite (Au,,) est croissante.,
Comme u est bornée, Au |'est aussi.
Elle converge donc vers un réel ¢,
Pour faire apparaitre un télescopage, on utilise le théoréme de Cesdro appliqué a Au, ce
qui conduit & % — ¢,

Le fait que u soit bornée impose que ¢ =0.

Donc Au tend vers 0 en décroissant et est donc positive : u décroit, Et comme elle est bornée,
elle converge vers une limite ¢’.

Pour montrer que nAu,, — 0, on commence par s'intéresser & sa moyenne de Cesdro, et on

pourra conclure grace a la monotonie de Au (la réciproque de Cesrdro est vrai avec une
hypothése de monotoniel).

n—1 n—1 n—1 n—1
1 1 n—1
On calcule » kAu; =Z u—(n—1)u, donc —ZkAuk = —Z Up— u, -t —0'=0.
n n
k=0 k=0 k=0 k=0
1 n—1 1 n—1 n
Par décroissance de Au, ;ZkAuk = - (Z k)Aun = EAu” =0 donc nAu, — 0.
k=0 k=0

2. On calcule

n
Z(k + DA% Uy = g — Uy — (M + DA Uy — ug—1.
k=0

Oral X Convergence et limite de u,, = %Zk”

k=1
Solution de 7 : Oral X
Voir aussi FGN Analyse 1-2.17
On remarque que
U, = = 1——) .
ko - k=0 n
Comme (1— %) — ek, on est tenté de penser que
+00
— —k _ i
tn ;e e—1

Par I'inégalité de concavité classique In(1+ x) < x, on a déja
n—1
—k e
u, < Ze < o1
k=0 €

Reste & minorer. Soit N >0. Pour n> N,

N e\
U, = E (1——) =1Uy,.
k=0 n
Or
N N—
. e—e N7l e
vy —— = E e = .
n—+00 - e—1 N—otoo e—1
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Soit e>0. On a N tel que €N>%—e.

, . o . e ,
Puis, avec v, — (., & partird’un certainrang N’ >N, v, 2 {y—¢&> —1—25, et alors, si n> N/,
e_
e e
—— —2e< U, < —
e—1 e—1

ce qui permet de conclure.

Séries

B Pour chauffer Si(u,),cn est un terme général décroissant de série convergente, montrer que

()

U,=0|—|.

n

Solution de 8 : Pour chauffer

On reprend I'idée de la preuve classique de divergence de la série harmonique consistant &

minorer H,, — H,,... Mais dans un cas de convergence !
2n

SinelN, S,,—S,= Z Uy = Ry, =0 donne 2nu,, — 0.

k=n+1
Puis, toujours pour n €N, 0< (21 + 1)y, 41 < 20Uy, + Uy — 0 dONC (21 + 1)Uy, — 0.

Finalement, nu,, — 0 ce qui conclut.

@ Oral Mines - pas difficile Soit a €]1,+o00[. Déterminer la nature des séries de terme général
donné par les formules

+
8

T -

kel
S|
S

_+oo 1 _+oo (—l)k B
=D e =X e W= e
k=n k=n (

=
I
|~
S

Solution de 9 : Oral Mines - pas difficile
La plus facile est sans doute la deuxieéme, pour laquelle, par théoréme sur les séries alternées, dont
les hypothéses sont assez évidemment réalisées ici,

1
|Un|<ﬁ

ce qui, par comparaison & une série de Riemann, donne la convergence absolue, donc la conver-
gence, de > v,.

Pour la premiére, on fait une comparaison série-intégrale : c’est une idée importante & avoir quand
on veut un ordre de grandeur de ce genre de terme. On a

+oo dt +00 dt
f —a<un<f _a
n t n—1 t

On calcule :
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Mais cela implique
1
Uy ~——nN
"a—-1
et donc > u, converge si et seulement si1—a <—1,i.e. a > 2 (comparaison & une série de Riemann).
Pour la troisieme, des comparaisons séries-intégrales donnent I'équivalent

1
n(lnn)a

1—a

Wy ~

On est donc ramené a |'étude de convergence d’une série de Bertrand, dans un cas qui se regle
(encore!) par comparaison série-intégrale, on trouve qu’il y a convergence si et seulement si a > 1.

2 . . cp u,+1
m Oral Centrale Etudier la suite (u,,) définie par uy R et, pour tout n, u,; = Z—+1
un
Etudier la nature de la série de terme général v, = u, —1.

Solution de 10 : Oral Centrale
On voit rapidement que u,,; = —1, donc la suite est positive & partir du rang 2 au moins. Puis on
situe u,, par rapport & 1. On calcule u,,;—1, et on voit que u,, est alternativement plus grand et

. . 1 s
plus petit que 1. Puis on montre que |u,,; —1| < 5|un —1|. D'ou la convergence de (u,) vers 1 et la
convergence de > v, par comparaison a une série géométrique.

@ Oral Mines Discuter, en fonction des réels strictement positifs a et a, la nature de la série de
terme général

n

N 1

u,=a™ ou X, = E Ta
k=1

Solution de 11 : Oral Mines
Sia>1, divergence grossiére. Supposons donc a < 1.
Si (x,) converge, divergence grossiere aussi. Supposons donc a < 1.
Si a=1, le développement asymptotique

X,=lnn + 7y + o(1)

n’est pas au programme. On encadre :

n+1d[ ndl
—<x, <1+ | —
1 t 1 t

ce qui suffit pour conclure, en remarquant que a™” = plne,
Si a < 1, la comparaison & une série de Riemann (et une comparaison somme-intégrale pour
évaluer I'ordre de grandeur de x,,) montre la convergence.

@ Oral X? Pas si difficile! On définit u, =1/nsi n n'est pas un carré, u, =—1/n si n estun carré.

Nature de la série Z u,"?

Solution de 12 : Oral X? Pas si difficile!

V|

. n n 1 l 1 .

En passant par les sommes partielles, E U = E E—z E - :Hn_zslﬁj — 400 par divergence de
- - - P
k=1 k=1 p=1

la série harmonique et convergence de la série de Riemann de terme générall —-
n
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Oral X - ENS Soit d > 0 et (z,,) une suite de nombres complexes non nuls telle que, si n # m,

, . .. 1
|z, —z,,| = d. Soit a>2. Montrer que la série de terme générall P converge.
z

n

Solution de 13 : Oral X - ENS

L'idée est de montrer qu’il y a « peu » de z,, dont le module est « petit »...Soyons plus précis, et
comptons les z,, qui sont dans une couronne : on définit

n(p)=|{keN, p<lz|<p+1}|
Sip<|zi|<p+1, D(z,d/2) est un disque inclus dans la couronne
={zeC, p—d/2<|z| <p+1+d/2}

II'y a n(p) tels disques, et ils sont disjoints. La somme de leurs aires est donc inférieure ou égale
a I'aire de la couronne C,, ce qui se traduit par

a2 d\? d\?
n(p)xn(g) <7T(p+1+5) —n(p—g)
d’ou, en simplifiant un peu,
4
n(p)<ﬁ(d+l)(1+2p)

II'y a d’autre part un nombre fini de k tels que |z;| < 1. On peut alors soif faire une sommation
par paquets si on maitrise la sommabilité, soit revenir aux sommes partielles : soit N > 1.

N 1 +00 1

| 2

p=1 nelo,N]
EMIS| |z, |€lp,p+1

|2, |®

(la deuxiéeme somme est, contrairement aux apparences, finie). Donc

1 =
P I
nelo,N] ' p=1 P
|z,|<1

. n(p) 4 2p+1 8(d+1) n(p)
Mais pa <d2 pa (d+1)~m donc; pa converge, doncz

Oral X Posons, pour tout n € IN*, un_Z——zf

. Montrer que la suite (u,) converge. On note ¢ sa limite.

i

|Zn|a

converge.
|2

N —

. Préciser le signe de /.
)n+1

Wi

w

. Montrer que ¢ =—(1+ «/—)Z

IS

1 1
. Montrer que un—£+2‘/_+0(n3/2)

+00 1

Montrer que ¢ =— .
: 2 /e VT

o
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6. Etudier les variations de u.
7. Déterminer un développement asymptotique semblable & celui de la question 4 pour la suite

L. 1
de terme général v, = Z % —Inn.
k=1

8. Soit a €]0,1[. Donner un développement asymptotique & trois termes pour w,, =Z %

Solution de 14 : Oral X
C’est essentiellement la méme méthode que |'exercice du TD sur le développement de la série
harmonique.

1. Plusieurs méthodes possibles. On peut calculer un équivalent de u,,,; — u, pour montrer que
la série > (u,41— u,) converge, et appliquer la correspondance suites-séries. On trouve

-1/2 1/2
L, oy (142 1 !
Upi) — Uy =—= — —2vn - —1|~— .
T n n 4n3/2

2. Pour cette deuxiéme question, une comparaison somme-intégrale est intéressante :

Z‘/_\ +f —dt

"
—<2vn-1

En calculant :

5

Onadonc ¢<-1.

3. La convergence de la série au second membre reléve du théoréme sur les séries alternées.
On s’inspire du calcul de la somme de la série harmonique alternée, en séparant les termes
d’indices pairs et impairs. Ce qui ne peut se faire que dans une somme partielle, sinon on
écrit des séries divergentes. Comme la série converge, on peut se contenter des sommes
ayant un nombre pair de termes. SiN >1 :

2N (—1)P+ N—1 1

=
Il
—

M
3

N
:f Ovr

—

2
= Uyy +2V2N — —(uy +2vVN
2N ﬁ( N )
——(1—V2)
N—>+oo
N )P+
D’ou le résultat, qui d’ailleurs confirme le signe de u,,. On pouvait aussi retrancher a Z
2N -
la sommme Z— une présentation un peu différente de la méme idée.
p=1
4. On cherche un équivalent de u,,—¢ = 27—21/— (. L'idée est d’utiliser la sommmation des

équivalents avec le lien suite-série.
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1

Up,—u ~N—

On est dans le cas de convergence, ovec >0, donc on peut en déduire

nsd/2

s 11 11 1
kZ(”k_ukJrl)— Uup—t~ Z4k3/2 Zkz 1372 NZ%nl/g = 207
=n =n

le dernier équivalent étant obtenu classiquement par comparaison & une intégrale.

On obftient u,, =(+ ce qui n‘est pas tout & fait ce que I'on voulait.

7+l )

Pour obtenir le terme en ¢, une idée est d’utiliser le théoréme de sommation appliqué &

1 1 1
o=t =(n == 2= (== ) =05

On obtient alors
+00 1 1
Un—OZO(kZW)ZO(W)
=n

foujours avec une comparaison série-intégrale pour terminer.
. Avec |'expression conjuguée :

z": 1 _ z": (VP—+p—1)
SVPWP+vp—12 ,,:1 VP

23 p-3 e v

ce qui donne le résultat.

1
C Uy — Uy = —2vVn+1+2y/n= <0 donc u décroif strictement.
T m m N

. Voir I'exercice de TD. Méme méthode.
. On commence par une comparaison & une intégrale pour obtenir I'équivalent

n 1 nl—(){
wy, = ~ .
= ka 11—«
nlfa
On applique alors la méthode précédente a u,, = w,, — —a'
Comme
1 1 1 1Y¢ nl@ 1\ a
U1ty = L n+11—a_n1—a:_(1+_) - (1+_) ) PO
nH T G f e l—a(( ) ) na n l1—a n 2nl+a

On obtient un ferme général de série convergente, il existe donc une constante g telle que

1—a

w, = +p+o0(1
n=1—g tA+oll)

. . . a

Pour avoir un terme de plus, on somme les équivalents, cas de convergence, u,—u, 1 ~ Toiva :
n
5 a f 1 a 1
2 nlte  2qne  2npa
k=n

en complétant avec une comparaison série-intégrale. Finalement,

Zka_l— ﬁ+2na (%)

TD* Suites et Séries numeériques - page 10



