MPI . . <11
CORRIGE DU DEVOIR EN TEMPS LIMITE N° 2 Cas ou « appartient a k, 1]
. 2. Changement de variable y = v7.
Exercice 3. Intégration par parties.
Iy . *|cos(ny) , - ) " cos(my)| 1
1. (@) Faux. Contre-exemple : u, = (ﬁ); 4. x J; dy est croissante comme primitive de fonction positive, Y < e
(b) Vrai. Silasérie > u, converge absolument, u, — 0, donc & partir d’un certain rang, |u,| <1, JX 1 dy = 1 (1_ 1 )_, 1
donc 0< u? <|u,| donc la série 3" u? converge par comparaison. 1y 2a—1 x2e-1 20—-1
(c) Vrai. Silasérie Y u, converge, u, —0 donc . /0 donc la série > 1/4, diverge grossiérement. en +oo (car 2a—1>0) en croissant, on en déduit que x HJ COJS/(Z”’)‘ dy est croissante et majorée,
n 1
N N donc
1 1 1 1 1
(d) Faux. ( ):7_f_,,751. .
;n (n-1) nzzs: n—1 n) 2 N 2 xHJ- Coi(ly)‘dy converge en +co.
1
(e) | Vrai. Voir exercice de cours.
cos(my/x) S . . : . -
2 () Z 5. Comme 5o — 0 en +oo, d’aprés les deux précédentes questions,  x — @(t)dt I'est aussi.
. X

6. ¢ est de classe C! sur [1,+o0[ par opérations et pour tout ¢,

1 1 L e 1) L L
(b) 22 - converge car u, ~ Fm terme général positif d'une série géométrique convergente. VT cos(my/F)—2asin(ry/7)
n n n ¢/(t):
2ta+l

2" 1 oz " - . .
(©) Z # diverge car u, ~ o terme général positif de série de Riemann divergente. 7. Si t €[1,+o00[, par inégalité triangulaire,

v
" 1 ni+2a _(n+2a/7_3 "¢
— converge  car u, ~ — terme général positif de série de Riemann convergente. M’ ( | 2ratl < 2ratl O pati):
n

@ ¥

8. Si(a,b)€[1,+o0[? Vérifiant a< b, on a

(e) ZM converge | car u —O( ntl )e‘r ntl ! terme
(Inn)vns+2n+3 " (Innvn+2n+3 Inn)vn8+2n+3 n2lnn , b <
|p(a)—g(b)|= (nde|< | |@p'(0)de< | —dt
" . . 1 1 ta+/2
général positif de série convergente car T O(rﬂ) et — ’rerme général positif de série de ) @ “
Riemann convergente. SJ K = K la—b|.
aa+'/2 1
a a+—
(f) > sin(zv/n2+1) converge car a 2
(On peut aussi utiliser I'inégalité des accroissements finis.)
. 1 1 1 =1)'rn 1 N+1
0= 1+-—+0 —1)" (—+O( )) +O(—).
" Sm( ( 2n2 ( ))) (1)"sin 2 n2 2n n2 9. Parlarelation de Chasles, | Vy = ¢(r)dt
1
Le premier terme est le terme général d’une série semi-convergente par Théoréme Spécial sur
les Séries Alternées, le second est le terme général d'une série absolument convergente par 10. D’aprés la question précédente et la question 5, Z v, converge.
comparaison. n>1

11. Pour fout n e N*, comme n < n+1, en utilisant &,

Probléme CCINP : TPC - CCP - 2013 c [
<L |p(m)—o(1)| dr < IL (t—n)dt

n+1
f (p(n)—o(r))dr

Iun - Unl =
Casoua>1 w3
K n+1
sin(nf) < dr
1. p =0 avec a>1donc la série est convergente carabsolument convergente parcom- 1],
a+-
paraison & une série de Riemann. n 2

Donc | |u,—v,|<

Corrigé du Devoir en temps limité n° 2 - page 1 Corrigé du Devoir en temps limité n° 2 - page 2



. Ona§, = e[ inValVI1) _q) _

. Soit a,, = cos(my/7). AlOIS a2 =1 €F a1y

. Par comparaison a une série de Riemann convergente, la série
> (u,—v,) est absolument convergente donc convergente.
nz1
sin(nﬁ) . -
. Comme ———— =u,, =(u,,—v,)+v, estla somme de deux termes généraux de séries convergentes,
sm Vi
== ‘F converge.
n=1
1
Casa=-
2

e"“ﬁ(e"“ﬁ(v “‘/”‘1)—1), ce qui avec un peu de calcul et de
dextérité permet d’obtenir

0,=

imeiti  g2eindi iﬂ-(n-2+6)einﬁ ( 1 )
- - +ol—|.
2Jn 8n 48n3/2 ns/2

. En passant & la partie réelle, en notant que

1 £, Re(e,) 1
(o)) =2vet) =S =o )

(avec ¢, — 0 donc Re(g,) — 0). On obtient

2 +6 1

cos(mv n+1)—cos(ny/n)= fsm(nf)——cos(rzf) (8 7 )sm(nf)+o( )
donc

sin(ry/n 2 +6 1

% == (Cos(ﬂ'm) cos(ﬂf))——cos (tv/n)+ (24 3/2) sin| nf)+o( 3/2)

sin(t4/7) ) N . ' -

. Comme i O( 3/2) par comparaison & une série de Riemann convergente, la série

Z Sm’(g/‘r) est absolument convergente donc convergente.

n=1

1 )
Siw, = 0( 3/2) on a de méme que Z w, converge.

n=1

—1 donc lasuite (a,)en- =(cos(tv/n)) est divergente .

nelN

. D’aprés les questions précédentes, %ﬂ est la somme de termes généraux de séries conver-
, L. - . ’ ) sin(my/n)
gentes et d’UN terme général de série (télescopique) divergente, donc Z —n diverge.
nz1
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1
Casa< -
2

19. Soit N supérieur ou égal a 2.

i sin(m /1)
vn

n=1

. N
sin(7y/7) a2 Z(S" —8,_ne2

na

[

3
I

n=1

N-1
S,,n”"]/z—zS,q(n+1)‘H/2

n=0

-

3
I
—

M=

3
l

On dit qu’on a effectué une

(f‘_’zeff/‘_’unﬂ_un-)

Sp (72— (n+ )" V) + Sy (N + 1)e 12

, équivalent discret de l'intégration par partie.

20. a<1/2etcomme (S,) converge, elle estbomnée. Donc S, (n% 172 —(n+1)%"/2)= 0 (n* /2 - (n +1)*"/2) qui

est le terme général d'une série  (télescopique)  positive

la série >, (n“ /2 —(n+1)""?) est convergente.

nz1

21. Comme Sy(N+1)%"1/2 - 0 et vu les deux questions précédentes,  la série Z

n=1

Z sm(nf)

22. C’est contradictoire avec la partie précédente. Donc diverge.

n=1
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convergente, donc

(o)

n(n est convergente
Wi .



