MPI
CORRIGE DU DEVOIR LIBRE N° 2

Autour de la transformation d’Abel (CNM TSI 2002, CCINP MP
2014)

l. Transformation d’Abel

1. (O) Soit k € IN*, bszk_kal'

(b) Soit n e IN*, On calcule avec la question précédente,
n n n n
Zakbk = agby +Zak(3k —Br1)=aoby +Zﬂk3k —ZakBIH
k=0 k=1 k=1 k=1

n n—1
= ZakBk —Z Aj41 By
k=0 k=0

n n—1
donc Zakbk =a,B, +Z(ak —ayy1) By
k=0 k=0

2. On suppose la suite (B,),«n ornée, donc |(a, — a,.1)B, =0 (la, — a,1).

La série Z|an—an+1| étant convergente par hypothése, les théorémes de comparaison des séries
a termes positifs assurent la convergence de la série ZK“"_“"“)B"" c’est-G-dire I'absolue conver-
gence, et donc la convergence, de la série Z(“" —du4)B,. Comme, de plus, a,B, — 0 car a, — 0 et
(B,) bornée, la relation démontrée en 1.b montre que | la série de terme général a, b, converge.

3. Supposons la suite (a, ), décroissante de limite nulle. Alors, par télescopage,

n n
Z|ak_ak+1| ZZ(ak_akﬂ): ay—Aapy1 — Ao,
n—+00
k=0 k=0

c’est-a-dire que la série Z la, —a,| converge.
Les hypothéses de la question précédente sont donc vérifiées, donc

la série de terme général a, b,, converge.,

n
4. Supposons lasuite (a,),eny décroissante de limite nulle. Sil’on pose b,, =(—1)" pour tout n, alors B, = Z b =0

k=0
ou 1 selon la parité de n, donc la suite (B,),en €st bornée. D'aprés la question précédente, la série
Zanbn converge.
On a donc démontré le critéere spécial sur les séries alternées :

Si la suite (a,,) e €5t décroissante de limite nulle, la série Z(—l)"an est convergente,
(Notez que (a,), ey décroissante de limite nulle implique a,, = 0 pour tout n!)

5. (a) On demande de calculer la somme des termes d’une suite géométrique de raison el?. Notons
que, par hypothése, el? #1.

in0 in0/2 (_oi) o n .
eiel—e"’ €02 (=2i)sin(n0/2) donc Zeikg:ei(nﬂ)e/zsm(ne/z)

Par théoréme, ik — = .
2e 1—eif C 02 (—2i)sin(0/2) sin(6/2)

k=1

k=1
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(b) e Lorsque a > 1,lasérie de terme général est absolument convergente donc  convergente.

na
e Lorsque a <0, le module du terme général ne tend pas vers 0 donc

la série est grossierement divergente.

e Soit a € ]0,1]. On va montrer que la série est convergente par application du résultat de la
question 3.

Notons fout de méme que le fait que la série commence & n=1 & la place de n=0n"a pas
d’incidence.

La suite (1/n) est décroissante et tend vers 0.
Zn:eika <

1
£ [sin(0/2)

tielles de Zei”‘) est bornée. Donc | la série est (semi-)convergente.

D’apres la question précédente, Yn € IN¥, donc la suite des sommes par-

. ein@ ) )
« Bilan: Z — converge si et seulement si a > 0.
n

n=1

Il. Application a I'étude d’une série trigonométrique

1. Six estunréeln’appartenant pas & 2x7, alors, d’aprés la question 5., C,,(x)+iS,(x) = Zei’”‘ =el 2 ¥
d’ou en séparant partie réelle et imaginaire,

c 3 cos("T”x)sin(gx) 3 %[sin(%)—i—sin(@x)] 1 sin((n—i—%)x)
0= sin(%) B sin(%) 2" 2sin(%)

et
sin (23 x)sin (£ x)

sin(%)

Sn(x)=

2. On adonc, pour x € R\ 27Z fixé, |S,(x)| < W
sin 5

Comme en 1.5.b qu’on peut aussi utiliser directement en prenant la partie imaginaire avec a =1, en

c’est-a-dire que la suite (S,(x)) _, est bomnée.

1
appliquant alors le résultat de la question 1.3. avec a,, = - pour n =1 (la valeur de q, importe peu) et

b, =sinnx, on obtient que la série frigonométrique

sinnx . , .
Z converge lorsque x ¢ 2nZ. Et puisqu’elle converge aussi lorsque x € 2nZ
n

n=1

+oo .
(sinnx =0 pour fout n), on peut donc définir Vx € R, flx)=> .

n=1

n

sinnx

N
3. Posons pourerE{e’rN>1,fN(x):Z —.
n=1

Alors fy estimpaire donc, pour tout x e R, fy(—x)=—fy(x) €t par unicité de la limite, f(—x)=—f(x) donc
f estimpaire.

On montre de la méme fagon que, puisque les fy sont 2z-périodiques, | il en est de méme de f.
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4. Pour x €]0, [ on a, en utilisant un résultat de la question 1.1, et puisque la fonction ¢ —

sin((n+3)t)

1.
2sin (%) e

continue sur 10, [

- 1, P n _ n_ Qw
J Sln((f"iz) )dt:f ﬂ_l_f Cn(t)dt:u"'ZJ cosktdt
x 2s1n(§) x 2 x 2 *

k=1

n

k 2 2 sing

. oo 1
donc Zsm(kx):n—x_lf Sm(n+2)tdt.

5. (q)

(b)

(©)

k=1

Une intégration par parties (les fonctions considérées étant toutes de classe ¢! sur [x, ] pour
x €]0,[) donne
m _1 T T
h(t)sin(n#—%)tdt:[ —cos((n+3)r)h(r)| + - f h'(t)cos(n+3)tde
x T — 2 x T3 Jx
u(t) (1)
1 T
= cos((n+3)x)h(x)+ W(t)cos(n+3i)tde,
—yeos((n ) sy | W(Ocos(ne)

On en déduit, en remarquant que k' est continue sur le segment [x,7] donc bornée par une
constante M sur ce segment,

<

f h(t)sin(n+3)tdt

T
2n2+1 |COS((H+%)x)||h(x)|+L |W'(1)||cos(n+3) | dt
<1 ey pY

< (1R(xX)|+ |7 — x| M),

2n+1

T

ce qui implique que f h(t)sin(n+§)tdtm0.

Remarque : nous venons de redémontrer, dans un cas particulier, le fameux lemme de Borel-
Lebesgue.

On déduit alors de la question précédente et de la question 1.4, pour tout x €]0, [,

Z sinkx T—X
y
n—+00
= k 2

donc, par unicité de la limite, f(x)= ﬂ;—x et cette égalité est encore vraie pour x = .
Si x appartient & |, 27 on a x—2r €]—m,0[ et 2n—x €]0, [, donc, h étant 2r-périodique et impaire,

n—@2n—x) m—x

fx)=flx—2n)=—f2n—x)=

)

2 2
mT—X
donc pour tout x €]0,2x[, f(x)= 5
y
\ /2 N \
\ ‘ ‘ x
-3 =27 —TT 0 T 2T 3n \

/2
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lll. Une majoration uniforme des sommes partielles de la série précédente

6. (Q)
Z": sinpx z”: Sp(x)=Spa(x) & Sp(x) L S,i(x)
p=m+1 p p=m+1 p p=m+1 p p=m+1 p
_ Z Z Sp(x) _ | Sulx) i S$(x) | i Sp(x) | Sul(x)
p=m+1 p+1 n p=m+1 p p=m+1 p+1 m+1

p=m+1 p=m+1
(b) On remarque déjd que, pour x €]0,2x[ et pour fout n NN,

241 x)sin(% x)

sin(%)

On déduit alors de la relation précédente et de I'inégalité triangulaire :

sin( 22 1 1

" sin(3)] sin(3)

1S, (x)| =

i sinpx S (x) Z |S( | 1 1 N Sp(x)
4 p p p+l m+1
p=m+1 p=m+1 N 2
>0
1 1
A RS
Sln(f p=m+1 pp m

1 1 1 1 1 2
N
sm(%) n \m+1 n) m+l (m+1)sm(§)

En faisant tendre n vers +oo, puisque la série converge (cf. 1.2), on obtient :

S sinpx
<
2

p=m+1

2
(m+1)sin(§)'

7. () Par définition de k = EJ on a kx <7 donc pour fout p [1, k], sin(px)> 0.
D’autre part, on sait que pour fout X >0 on a sinX < X donc pour tout p €[1, k], sin(px) < px.

k .
. SInpx
Ainsi, 0<E P <7
= P

s . : T, . 2 ‘A .
(b) Inégalité classique : comme sin est concave sur [0, E] (sin” =—sin<0) et y = X est I’équation de
. . , ) T, 2 b
la corde reliant les points d’abscisse 0 et 5 sinx > —x sur [0, E]'
Y

(c) D’'apres I'inégalité obtenue en lll.6.b et le résultat précédent (puisque g € ]0, g]) ona:

i sinppx <

p=k+1

2 2 27
- < =5 = <2
(k+1)sm(§) (k+1)23 (k+1)x

n .
puisque par définition de la partie entiére on a k < ; <k+1.Donc Z Smppx <

< .
p=k+1
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8. En combinant les résultats des deux questions précédentes on a

n . k . n .
Vx 6]0,7'[], ZSlnpx < ZSlnpx " ZSlnpx <2+n,
p=1 p p=1 p p=k p
“~sinpx “~sinpx
puis, par r-périodicité de la fonction x — Z | VxeR, Z . <2+7.
p=1 p=1
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