
Colle no 3 Du 23 au 27 septembre

Programme de colle – MPI

1. Suites et séries de fonctions numériques d’une variable
réelle

Extrait du programme officiel :
Les fonctions sont définies sur une partie de R, à valeurs dans K=R ou C.

CONTENUS CAPACITÉS & COMMENTAIRES
a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d’une suite de fonctions. Conver-
gence uniforme. La convergence uniforme entraîne la
convergence simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en termes de
norme.

b) Continuité, double limite

Si les un sont continues en a et si (un ) converge uniformé-
ment vers u sur A, alors u est continue en a . En particu-
lier, toute limite uniforme de fonctions continues sur A est
continue sur A.

Le théorème s’applique dans le cas où l’hypothèse de
convergence uniforme est satisfaite de façon locale, en
particulier sur tout segment. En pratique, on vérifie la
convergence uniforme sur des intervalles adaptés à la
situation.

Théorème de la double limite : soit (un ) une suite de fonc-
tions de A dans F convergeant uniformément vers u sur
A, et soit a un point adhérent à A ; si, pour tout n , un

admet une limite ℓn en a , alors (ℓn ) admet une limite ℓ
et u (x )−→

x→a
ℓ.

La démonstration est hors programme.
Adaptation, si A ⊂R, aux cas où a =+∞ et a =−∞.

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.
Une série de fonctions converge uniformément si et
seulement si elle converge simplement et si la suite de
ses restes converge uniformément vers 0.
Adaptation des résultats des paragraphes précédents
au cas des séries de fonctions.
Convergence normale d’une série de fonctions. La
convergence normale implique la convergence uni-
forme.

La convergence normale implique la convergence ab-
solue en tout point.
Exemples d’études de fonctions définies comme
sommes de séries : régularité, étude asymptotique,
utilisation de la comparaison série-intégrale.

f) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction continue par
morceaux sur un segment par des fonctions en escalier.
ThéorèmedeWeierstrass : toute fonction continue sur un
segment S et à valeurs dans K est limite uniforme sur S
de fonctions polynomiales à coefficients dans K.

La démonstration n’est pas exigible.

On introduit la notion de norme uniquement pour manipuler la norme∞ pour le moment.
L’intégration et la dérivation des suites et séries de fonctions seront traitées plus tard.
L’approximation uniforme par des fonctions en escaliers n’a pas encore été (re)démontrée.

Elle le sera avec les révisions sur la continuité uniforme.
Semaine prochaine : Révisions et compléments d’algèbre linéaire, polynômes, fractions ra-

tionnelles.

2. Questions de cours
(i) Si k ¾ 0 et A partie non vide majorée de R, sup(k A) = k sup A.

La norme∞ sur un espace de fonctions bornées est une norme.
(ii) Fonction ζ de Riemann : définition, convergence simple, normale, variations, limite en +∞,

équivalent et limite en 1, absence de convergence uniforme au voisinage de 1, tracé.
(iii) CCINP 8, 9, 11, 12, 15, 17, 18 (modifié), 53

3. Exercices CCINP
� CCINP 8 :

1. Soit (un )n∈N une suite décroissante positive de limite nulle.
(a) Démontrer que la série

∑
(−1)k uk est convergente.

Indication : on pourra considérer (S2n )n∈N et (S2n+1)n∈N avec Sn =
n∑

k=0

(−1)k uk .

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série
∑
(−1)k uk .

2. On pose : ∀n ∈N∗, ∀ x ∈R, fn (x ) =
(−1)n e −n x

n
.

(a) Étudier la convergence simple sur R de la série de fonctions
∑
n¾1

fn .

(b) Étudier la convergence uniforme sur [0,+∞[ de la série de fonctions
∑
n¾1

fn .

� CCINP 9
1. Soit X un ensemble,

�
gn

�
une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X

dans C. Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions�
gn

�
vers la fonction g .

2. On pose fn (x ) =
n +2

n +1
e−n x 2

cos
�p

n x
�
.

(a) Étudier la convergence simple de la suite de fonctions
�
fn

�
.

(b) La suite de fonctions
�
fn

�
converge-t-elle uniformément sur [0,+∞[?

(c) Soit a > 0. La suite de fonctions
�
fn

�
converge-t-elle uniformément sur [a ,+∞[?

(d) La suite de fonctions
�
fn

�
converge-t-elle uniformément sur ]0,+∞[?

� CCINP 11
1. Soit X une partie de R,

�
fn

�
une suite de fonctions de X dans R convergeant simple-

ment vers une fonction f . On suppose qu’il existe une suite (xn )n∈N d’éléments de X
telle que la suite

�
fn (xn )− f (xn )
�

n∈N ne tende pas vers 0.
Démontrer que la suite de fonctions

�
fn

�
ne converge pas uniformément vers f sur X .

2. Pour tout x ∈R, on pose fn (x ) =
sin (n x )
1+n 2 x 2

.

(a) Étudier la convergence simple de la suite
�
fn

�
.

(b) Étudier la convergence uniforme de la suite
�
fn

�
sur [a ,+∞[ (avec a > 0), puis sur

]0,+∞[.



� CCINP 12
1. Soit ( fn ) une suite de fonctions de [a , b ] dans R.

On suppose que la suite de fonctions ( fn ) converge uniformément sur [a , b ] vers une
fonction f , et que, pour tout n ∈N, fn est continue en x0, avec x0 ∈ [a , b ].
Démontrer que f est continue en x0.

2. On pose : ∀n ∈N∗, ∀ x ∈ [0;1], gn (x ) = x n .
La suite de fonctions (gn )n∈N∗ converge-t-elle uniformément sur [0;1]?

� CCINP 15 : Soit X une partie de R ou C.
1. Soit
∑

fn une série de fonctions définies sur X à valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de

∑
fn sur X , puis celle de la

convergence uniforme de
∑

fn sur X .
2. Démontrer que toute série de fonctions, à valeurs dans R ou C, normalement conver-

gente sur X est uniformément convergente sur X .

3. La série de fonctions
∑ n 2

n !
z n est-elle uniformément convergente sur le disque fermé

de centre 0 et de rayon R ∈R∗+ ?

� CCINP 17 : Soit A ⊂R et
�
fn

�
une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer l’implication :�
la série de fonctions

∑
fn converge uniformément sur A

�
⇓�

la suite de fonctions
�
fn

�
converge uniformément vers 0 sur A

�
2. On pose : ∀n ∈N, ∀ x ∈ [0;+∞[, fn (x ) = n x 2e−x

p
n .

Prouver que
∑

fn converge simplement sur [0;+∞[.∑
fn converge-t-elle uniformément sur [0;+∞[? Justifier.

� CCINP 18 (modifié) : On pose : ∀n ∈ N∗, ∀ x ∈ R, un (x ) =
(−1)n x n

n
. On considère la série de

fonctions
∑
n¾1

un .

1. Étudier la convergence simple de cette série.
On note D l’ensemble des x où cette série converge et S (x ) la somme de cette série
pour x ∈D .

2. (a) Étudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur
D .

(b) Sur quels type d’intervalles y a-t-il convergence normale?
(c) Montrer qu’il y a convergence uniforme sur [0,1]
(d) La fonction S est-elle continue sur D ?

� CCINP 53 : On considère, pour tout entier naturel n non nul, la fonction fn définie sur R par
fn (x ) =

x

1+n 4 x 4
.

1. (a) Prouver que
∑
n¾1

fn converge simplement sur R. On pose alors ∀x ∈R, f (x ) =
+∞∑
n=1

fn (x ).

(b) Soit (a , b ) ∈ R2 avec 0 < a < b .
∑
n¾1

fn converge-t-elle normalement sur [a , b ]? sur

[a ,+∞[?
(c)
∑
n¾1

fn converge-t-elle normalement sur [0,+∞[?
2. Prouver que f est continue sur R∗.
3. Déterminer lim

x→+∞ f (x ).
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