Polynomes et fractions rationnelles

K désigne un sous-corps de C.

En fait tout corps convient, mais pour cer-
faines propriétés, on a besoin qu’il soit de
caractéristique nulle, c’est-a-dire tel que
ng=n-lg=1g+--+1Kg #0K SineIN*.

n L’ALGEBRE DES POLYNOMES

Il Polynbmes formels & une in-
déterminée

Se donner un polyndme & ccefficents dans K, c’est
se donner la suite (ag, ay, ..., ag4,0,0,...) e KN de ses coef-
ficients ayant un nombre fini de termes non nuls (nulle &
partir d’un certain rang). On parle alors de suite presque
nulle.

On note alors, pour tout k € IN, X* la suite presque nulle

(,...,0,1,0,0,...).
—~
ke
Cela permet de transformer la  notation
(ag,a,...,a4,0,0,...) €N
+00 d
P=ag+m X+ +agX+0+0+--= Y arxt =Y axk
k=0 k=0
N— ——
somme finie

On note parfois P(X) pour P.

m X est appelée indéterminée. L'indéterminée n’est
pas un nombre! Elle n'a pas de valeur. Elle repré-
sente la suite presque nulle (0,1,0,0,...).

m L'ensemble des polyndbmes & une indéterminée &
coefficients dans K est noté K[X].

m Pardéfinition, P=Y ai XK = Q =Y by Xk <= Vk, aj = by
(égalité de deux suites). Les coefficients d’'un poly-
ndéme formel sont uniques.

m Le polynéme nul est le polyndbme dont tous les coef-
ficients sont nuls, noté 0 (x; ou plus simplement 0.

m On appelle mondme tout polyndme de la forme
aXx* avec ke N et a #0.

m On appelle polynéme constant fout polynébme P =a
oUackK.

m Si Pe K[X]\{0}, on appelle degré de P, noté degP, le
plus grand k € IN tfel que a;. # 0 (Qui existe bien).

degP =max{ke IN | a; #0}
agegp €St appelé ceefficient dominant de P, noté
cdP.
Si cdP =1, P est dit unitaire ou normalisé.
On pose deg0 = —oo.

m Onnote K,[X]={PeK[X]| degP < n}I’ensemble des

polynémes de degré au plus n.

K [X] :{uo+a1X+~-+anX”, (ao,...,un)elK”“}

=Vect(L,X,...,X").

E Opérations sur les polyndomes

+o00o +00
Pour P= Y arX*, Q=Y biX*eK(X] et Ae K, on
k=0 k=0
définit les lois +, x, -, o par

+00

® P+Q=Y (ar+bpXF
k=0

+00
w AP=Y (Aapx*

k=0
+00 +00 +0o
B PxQ=Y arX*x Y bxX‘= Y cpX™
k=0 =0 m=0
(m=k+0)

en faisant une sommation par diagonales,
c’est-G-dire avec

m m
cm= Y. akby=) arbu_r=) am-¢by.
m=k+¢ k=0 =0

+00
" PoQ=PQ =) aQF.
k=0

Propriété 1 : Opérations algébriques et degré

SiPQeK[X]etAeK, P+Q, PxQ et AP sont
des polynébmes et

= deg(P+Q) < max(deg P, degQ) avec égalité si et
seulement si deg P # degQ ou (degP = degQ et
cdP+cdQ #0)

m deg(AP) =degP efcd(AP) =AcdP siA#0,sinon
AP =0.

m deg(PQ) =degP +degQ ef cd(PQ)=cdPcdQ.
= Si Q non constant, alors

deg(PoQ) =degPdegQ
et
cd(PoQ)) = cdP x (cd Q)9e8?.

Propriété 2 : Structure d’algébre commutative

integre

(K[X],+, x,-) est une K-algébre commutative
infegre d’élément unifé le polynébme constant
1 et dont le groupe des inversible est IKy[X] \ {0}
(polynémes constants non nuls.)
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Dérivation formelle

Définition 1 : Polyndme dérivé

SiP=ay+a; X+---+a, X" e K[X], on appelle po-
lynéme dérivé de P, noté P/, le polyndme défini

par n n-1
P'=Y karX* =Y (k+Dag X"
k=1 k=0

=@ +2a X+ +na, X" L.
et 0’ =0.

Plus généralement, on note P© = p, p) = p’,
P®@ = p" = (P') et pour fout ke N*, pK) = (pk-DY’,

Propriété 3 : de la dérivation

Soient BQe K[X], a,f e K.

() degP’ =degP —1 si P non constant, —oo sinon.
Plus généralement, degP™ = degP — n si
degP > n, —oo sinon.

En général, degP"™ < degP - n.
(i Linéarité : (aP+pQ)' =aP' +pQ’.
(i Formule de Leibniz
(PQ) = P'Q+ PQ' et plus genéralement,

PQ)™ = zn: (n)P(k)Q(n—k)_
k=o\k

(V) (PoQ)=Q' xP'oQ.

m FONCTIONS POLYNOMIALES,
RACINES

Il Fonctions polynomiales

Définition 2 : Fonction polyndme associée

S P = Y ax* e K[X], on note

k>0
K — K

P: appelée fonction

x — P)=) apx*
k>0
polynomiale associée a P.

Propriété 4 : Fonction polynome et opérations

Si PQ € K[Xx] et (i AP = AP,
AeK o (V) PoQ=Po0.
(O P+Q=P+Q. (V) Sur R, P est déri-
(i PxQ=PxQ vable et P' = P',

[Elggse il
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E Formule de Taylor

Théoréme 1 : Formule de Taylor
Soient Pe K[X] et ae K.

+00 p(n)
P(X) = Z n'(a)

n=0

X-a)"

la somme étant finie, ¢ est-a-dire

+00 ﬁ(n) a
PX+a)=) '( 5
n=0 n.

Corollaire 1 : Formule de Mac Laurin

e pM(0) . .
P =) ——X" c'est-a-dire les coefficients
n=0 n.
P (0
de P sontles a, = n'( ) .

Racines

Définition 3 : Racine

a € K est un zéro ou une racine de P € K[X]
lorsque P(a) =0.

Propriété 5 : Racine et division

Soif P e K[X].
(i) a est racine de P si et seulement si (X — a)|P.

(i x1,...,x, SONt racines deux a deux distinctes
de P si et seulement si (X —x1)--- (X — x,,)|P.

Corollaire 2 : Nombre de racines
Soit P e K[X].
() Si P#0, P admet au plus degP racines.

(ify Si P admet strictement plus de deg P racines,
P=0.

(ziiy Si P admet une infinité de racines, P = 0.

Corollaire 3 : Identification polyndbme et fonc-
tion polynbme

Si K est infini et P = Q, alors P = Q. On peut
alors confondre P et P.
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Définition 4 : Multiplicité

Soient Pe K[X] tel que P#0, ae K.
On appelle ordre de multiplicité de a en tant
que racine de P I'entier

m=max{keN; (X-a)k|P
{ |7}

Ainsi, a est racine d’ordre m si et seulement si
X= a)m’P et (X — q)™m*! )(P si et seulement si on

a QelK[X] tel que P = (X—a)™Q et Q(a) #0.
m Sim=0, an’est pasracine de P.
m Sim>1, a estracine de P.
m Sim=1, a est racine simple de P.
m Si m=2, a est racine double de P.
m Si m =3, a est racine triple de P.
m Si m>2, a est racine multiple de P.

Propriété 6

x1,...,X, deux a deux distincts sont racines
d’‘ordre au moins my, ..., my respectivement si et

seulement si (X —x;)™ --- (X — x,,) ™| P.

Propriété 7 : Caractérisation de I'ordre

Soient Pe K[X], ac K, meIN.
a est racine d’ordre m de P si et seulement si
Vke[o,m-1], P®(a)=0et P (a)#0.

Corollaire 4 : Multiplicité des racines de P vs P’

Si a est racine d’ordre m > 2 de P, a racine
d’ordre m—1 de P'. La réciproque est fausse si
on ne suppose pas a racine de P.

ﬂ Polynémes scindés

Définition 5 : Polynéme scindé

P e K[X] est dit scindé sur K s’il peut s"écrire
comme produit de polyndmes de degré 1 de
K[X], c'est-O-dire si on a A € K*, n € N* et
Y1,.--, yn € K fels que

P=AX-y1)(X=yn),

c'est-O-dire si on a A € K*, p € IN*
et xi,..,x, € K deux & deux distincts et
my,...,mp € N* fels que

P=AX—-x)"™ - (X—xp)".

Alors degP > 1, A = cdP, xi,...,x, sont les racines
de P deux a deux distinctes de multiplicités res-
pectives my,...,mp.
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Propriété 8 : Caractérisation avec les racines

Soit P un polynébme non constant admet-
fant exactement p racines d’ordres respectifs
m,...,m, dans K. P est scinde si et seulement
Si

my +---+mp, =degP.

Théoréme 2:Théoreme de d’Alembert-GauB
(Théoreme fondamental de I'al-

gebre)

Tout polynéme non constant de C[X] admet
une racine.

On dit que le corps C est algébriquement
clos.

. . 2 .

Corollaire 5 : Version alternative équivalente

Tout polynébme a ccefficients complexes non
constant est scindé.

Corollaire 6 : Divisibilité et racines

Si P est scindé, alors P|Q si et seulement si
toutes les racines de P sont racines de Q avec
des multiplicités au moins égales a celles pour
P.

H Relations cceefficients-racines

Définition 6 : Fonctions symétriques élémen-

taires

Soient ne IN*, x1,...,x, € K.
On appelle fonctions symétriques élémen-
taires de x,...,x, les nombres

n
g1 = Xi=X1+X2+---+Xp.
i=1

02 = Z Xiy Xip
1<i1<i2<n

(n termes)
(n—1)

(5= tfermes)

=X1 X2+ X1 X3+ -+ X1 X5+ -+ Xp—1Xp.

O = Z

1<i1<i2<---<ik<n

Xiy Xip -+ Xip» () termes)

Opn=2X1X2 " Xp. (1 terme)
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Propriété 9 : Relations coefficients-racines

Soient n € N*, ay,---,a, € K tel que a, # 0,
P=ay+---+a,X" scindé sur K, xi,...,x, S€s
racines comptées avec leur multiplicité, donc
P=a,(X-x1) - (X-x,). En notant o les fonctions
symétriques élémentaires en xy, ..., xp,

ap-1

o =- . (somme)

n
m
Ay —
m op = (—Dk==k
an

mo,= (—1)"@. (produit)
an
Ainsi,

P=ay(X"- o1 X" 40 X" 4+ (=D" 0, ).
—~— —~—

somme produit

m INTERPOLATION DE LA-
GRANGE

» Problématique : Etant donné n € IN, n+1 scalaires
xg,...,xp € IK deux & deux distincts, et yy,...,yn € K
fixés (par exemple pour tout k, yi = f(xg) ou f est
une fonction connue ou non).

On cherche des polyndmes P € K[X] tels que
Vke[o,n], P(xg)=yg.
C’est un probléeme d’interpolation.

m Principe : C’est un probléme linéaire.

. . K,X] — H{n+l

L'application u : est
p — (P(xk)]ke[[o,n]]

une application linéaire injective entre deux es-
paces de dimension n+1.
En effet, son noyau est réduit aux polyndmes de de-
gré au plus n admettent les n+1 racines distinctes
X0,...,Xxn, C'est-a-dire au polyndme nul.
Il s’agit donc d’un isomorphisme.
On peut aussi remarquer que sa matrice dans les
bases canoniques est la matrice de Vandermonde
associée A xy,..., xn.

Définition 7 : Polynémes de Lagrange

Si n e IN* et xp,...,x, deux & deux distincts,
on appelle i® polyndme de Lagrange associé &
(x0,..., %) le polynébme

[Tax-xp

[P L —
IT i —x))
Jj#i

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i:ld B
it

[CIFE

Propriété 10: Polynédme d’interpolation de La-
grange

Etant donné x,...,x, € K deux & deux dis-
tincts et yo,...,yn € K, il existe un unique poly-
néme P de degré au plus n tel que Vi, P(x;)=y;.

n

Ils‘agitde P=Y" y;-Li.
i=0

Comme le probleme est linéaire (en fait affine), on
peut le résoudre sur K[X] en passant par solution parti-
culiere et solufion du probleme homogéne associé.

Propriété 11

Les polynébmes d’interpolation associés aux
points  ((xo, o), ..., (xn, ¥n)) sont les polynébmes

n n
[T (X—x,-))Q ol QeK[X]etP=) yL;.
i=0 i=0

P+

MARITHMETIQUE SUR IK[X]

(MPI)

Dans cefte partie, K désigne un sous-corps de C,
comme, Q, R ou C.

Il Lanneau K[X]

Propriété 12 : Description des polynémes asso-

ciés

Si PQ e K[X], P ef Q sont associés si et seule-
ment s’il existe AL e K* tel que P = AQ.

Théoréeme 3 : Division euclidienne polynomiale

Soient A,B e IK[X] avec B # 0. Alors il existe un
unique couple (Q,R) e K[X] tel que A=BQ+R ef
degR < degB.

Théoreme 4 : K[X] est principal

L'anneau K[X] est principal.

En particulier, fout idéal de K[X] s’écrit sous
la forme PK[X] avec P e K[X]. Si I'idéal est non
nul, on peut choisir P de maniére unique en le
supposant unitaire.
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Propriété 15 : Cas des polynomes scindés

E PGCD de deux polynémes Si Aou B estscindé, ANB=1<= A et Bn’ont
pas de racine commune.

Définition 8 : PGCD
Soient A, B € K[X] non tous les deux nuls.

I= AK[X] + BK[X] = {AU + BV, U,V € K[X]} PGCD d’une famille finie de

est un idéal non réduit & zéro de K[X]. polynomes
Son unique générateur unitaire est appelé Soit ne N\ (0,1},
pgcd de A et B, noté AAB.

Définition 10 : pgcd de n polynémes

Soient (43,...,4,) € K[XD"\{(,...,0)}. On note

Propriété 13 : Relation de Bézout

D=A1AAN---NA, = \ A I"'unique polyndme uni-
Si A, B € K[X], on peut frouver U,V € K[X] tels 1 " k/:\l RS el

qQue AU+ BV = AAB. taire tel que A K[X] +---+ A, K[X] = DIK[X].

Propriété 14 : Caractérisation du PGCD o
Propriété 16

Soit (A, B) # (0,0). . e e
(i) Associativité : ANBAC = (AAB)AC = AA(BAC).

D est unitaire (ih Les diviseurs communs 4 Ay, ..., A, sont exac-
n
D=AANB<< D|AetD|B fement les diviseurs de )\ Ay.
k=1

VCeK[X], (ClAetClB)= CID (i) Relation de Bézout : On a U, ..., U, € K[X]

n
Il's’agit donc du plus grand diviseur unitaire fels que AiUy +--- ApUp = N\ Ak
au sens de la division. k=1

Définition 9 : Polyndmes premiers entre eux

Définition 11 : Polyndmes premiers entre eux

AB € K[X] sont dits premiers entre eux dans leur ensemble
lorsque A B =1, c’est-G-dire lorsque les seuls di- Ai,...,A, sont dits premiers entre eux dans
viseurs communs sont les polynémes constants n o
non nuls. leur ensemble lorsque /\ Ar =1, c’est-G-dire que
k=1

le seul diviseur unitaire commun & tous les Ay est

1.

Theoreme 5 : de Bezout Ay,..., A, sont dits premiers entre eux deux &
Soit A,Be K[X]. deux lorsque Vi#j, AinAj=1.

AANB=1<—=3U,VeK[X], AU+BV =1

Propriété 17

Premiers enfre eux deux & deux — pre-
Soient A, B, C € K[X]. miers enfre eux dans leur ensemble, mais la réci-
() ANBC=1<= AAB=AAC=1 progque est fausse pour plus de deux polynémes.

Corollaire 7

(i Si D= AAB, on a A;, B € K[X] tels que
A=DA,, B=DB; €f Ay AB; =1.

Théoréeme 7 : de Bézout

Ay,..., A, sont premiers enfre eux dans leur en-
semble si et seulement sion a Uy,...,U, fels que
Soient A, B, C e K[X]. AU+ + ApUy = 1.

Si A|IBC et ANB =1, alors A|C.

Théoréme 6 : Lemme de GauB
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Propriété 18 : Diviseurs deux & deux premiers Propriété 23 : Expression du PGCD en produit
entre eux d’irréductibles
Si Ay,..., A, sont premiers enfre eux deux a SiA= AP ...P& et B = uplﬁl pfk décomposi-
deux ef divisent B, alors Ay -+ A,|B. tions en iréductibles (avec exposants éventuel-

lement nuls), alors

n ® irré i AnB = prinenhy | pminteefi)
Polynomes irreductibles

Définition 12 : Polynéme irréductible

On appelle polynéme irréductible tout poly- n 2
ndme P € K[X] non constant dont les seuls divi- PPCM <C°mplement)

seurs sontles A et AP pour A € K*, c’est-O-dire fels

que P=UV = UouV inversible. Définition 13 : PPCM

Les autres polyndmes sont dits réductibles. R
Le PPCM de deux polyndmes A,B non nuls

est 'unique générateur unitaire Av B de l'idéal
AK[X] n BK[X] des mulfiples communs a A et &
Propriété 19 : des polynémes irréductibles B.

On a donc AK[X]nBK[X] = (Av B)IK[X].

On peut poser 0v 0 =0.

Soit P un polynbme iréductible, et
A AL, A, e K[X].

() Soit P|A, soit PAA=1.
(i) PlA;--- A, < 3i tel que P|A;.

Propriété 24 : du PPCM

Théoréme 8 : Décomposition en produit d’irré-

ductibles

(i Il s’agit du plus petit multiple unitaire com-

Tout A€ IK[X]\{0} s’écrit de maniére unique & mun & A et & B au sens de la division.
I‘'ordre des facteurs pres sous la forme (N Si A = /1 P{xl P;:k ef. B, _ Pfl P]/:k gé-
A= AP%...pY% compositions en iréductibles  (avec
! k exposant éventuellement nuls), alors
ol ke, AeK*, Py,..., P iméductibles deux & Av B = prerPy. . pmaxaii
Alors A = cdA, Py,...,P; sont les diviseurs irré- sociés (donc égaux & normalisation prés).

ductibles unitaires de A.

Propriété 20 : Irréductibles de C[X]

Les irreéductibles de C[X] sont les polynémes

m DECOMPOSITION EN ELEMENTS

de degré 1.

B sauctibles sur RX] SIMPLES
Propriété 21 : Racine complexe de polynédme n . .

réel Partie entiere
Soit P € R[X]. alors si a € C est racine de P, @
Iest aussi, de méme ordre. Définition - Propriété 1 : Partie entiére
o - : Soit Fe K(X).

Propriété 22 : Irréductibles de R[X] On note K~ (X) = {FeK(X) | degF <0}.

Il existe un unique couple (Q,G) € K[X] x K™ (X)
tel que F = Q+G. Q est appelé partie entiére de
F.

Les polynémes irréductibles de R[X] sont les
polynémes de degré 1 et les polyndmes de de-
gré 2 sans racine réelle (& discriminant stricte-
ment négatir).

POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES - PAGE 6 SUR 8


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

E Décomposition en éléments
simples dans C(X)

éléments

Théoreme 9 : Décomposition en

simples dans C(X)

. A i ,
Soit Fe C(X), F = 5 sous forme irréductible,
ay,...,a, poles de F d’ordre my,...,my :

A

F= —
n
[T&X-an™
k=1

et Qe C[X] la partie entiere de F.
Alors il existe une unique famille (Akj) 1<k<n

1<jsmy

de complexes telle que

A M,m,y
—_— + oo + —_—
(X —ay)™
partie polaire associée a a;

A’Vl,l A‘nvmn

+ cse +

X—-a, (X —ay)mn

F= +
sga X - a)
partie entiére

partie polaire associée A a;,

Propriété 25 : Partie polaire relative a

(] oJo) [

simple

, A A -
Si a pble simple de F = = sous forme irreduc-

. A . . P
tible, X—a avec A e C la partie polaire associee

d a. Alors F= ——— avec B;(a) #0 ef
(X—a)By
e Al@) Al
A=[(X-a)Fl(a)= Bi@  B@

Propriété 26 : Partie polaire relative a un pole
d’ordre >2

>
v R
.
}

Si a pble d’ordre m
ireductible,

2deF= = sous forme

A A M Am
F=—= =] EEE ENE
B X-a)"B; X-«a (X=—a)ym

ou By (a) £0 et a n’est pas pdle de G.
—— Ala) Am
= —aq)m = _
Alors A, = [(X — @)™ F] () Bi@) etF X—am
admet a comme pdle d’ordre au plus m—1 ce
qui permet de réitérer le processus.
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T\

Méthode 1

Les deux propriétés précédentes permettent de
tfrouver les coefficients de la décomposition.

Lorsqu’il reste peu de coefficients & calculer, on
peut aussi essayer d’évaluer la fraction rafionnelle
en des points bien choisis ou utiliser des méthodes
d’analyse réelle (limite en co de x™F(x)...)

Penser & exploiter la parité avec I'unicité des
coefficients!

Décomposition en éléments
simples dans R(X)

Théoréeme 10: Décomposition en éléments

simples dans R (X)

Soif F € R(X), F = g sous forme ir-
réductible, avec Ila décomposition de
B en facteur

" iréductibles dans R
F= et QeR[X] la
H (X - xk)’”kl'[ (X2 +piX +q:)"

pcrrf/e entiére de F
Alors il existe d’uniques familles (A,;) 1<ik<p -

1< j<my
(uie) 1<i<r €t (vie) 1<i<r de réels fels que
1<0<n; 1<0<n;
élément simple
de 1° espéce
—_——~
my A'k]

~—~
partie entiere

p
F= Q +)
k=1

= (X= xi)J

" s

partie polaire associée A xj.

éléement simple
de 2¢ espece

Hie X +Vig
(X2+p,X+ q,)

partie polaire associée & X?+p; X+q;

T\

Méthode 2

Les méthodes vues dans C s’appliquent pour les
poles réels. Pour les u et v, on peut appliquer la
méthode « du cache » en a racine complexe de
X2+ pX+q.

On peut aussi décomposer dans C et rassem-
bler les pdles complexes non réels et leur conjugué.
L'écriture F = F et I'unicité des coefficients donne
des relations entre ceux-ci (comme avec la parité).
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ﬂ Décomposition en éléments
simples de P'/P

Propriété 27 : Décomposition en éléments

simples de P'/P

p
Soit P € K[X] scindé, P = A ] (X —x)™. Alors

k=1
/

a " P ; p
la decomposition en élements simples de 5 est

donnée par
mp

|2
I
M=

1 X — Xk

S
I

Variante : si P=A[] (X - yx) ou les y, sont les
k=1
racines comptées avec multiplicité, alors

Pz 1
P

:1X_J’k'

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I
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