Savoir-faire et thémes classiques — Algebre linéaire — MP2I

Savoir-faire

Connaitre les espaces vectoriels classiques

Montrer gu’une famille finie ou non est libre ou liée, avec de mul-
fiples méthodes (définition, résolution de systéme, raisonnements
par I'absurde, par récurrence, arguments de dimension, utilisation
de sommes directes, polyndmes non nuls & degrés étagés, détermi-
nant, famille orthogonale de vecteurs non nuls, famille de vecteurs
propres associés & des valeurs propres distinctes, sous ou sur-famille
d’une famille libre ou liée, etfc.)

Utiliser la caractérisation d’un sous-espace, reconnaiire un espace
vectoriel en tant que produit cartésien, un sous-espace en tant
gu’intersection ou somme de sous-espaces, le sous-espace engen-
dré par une partie (Vect), image directe ou réciproque d’un sous-
espace par une application linéaire (par exemple son noyau ou
son image)

Passer de famille génératrice & systeme d’équations et réciproque-
ment

Connaitre les bases canoniques de K”, K[X], K,[X], 4y, (K)

Définir une somme, une somme directe, des sous-espaces supplé-
mentaire

Montrer qu’une somme est directe, que deux ou plus sous-espaces
sont supplémentaires par plusieurs méthodes (analyse-synthése, co-
ractérisation avec I'intersection pour deux sev, avec I'unique écri-
ture de 0g pour plus, utiliser les dimension, obtenir une base adap-
tée & la décomposition, utiliser une symétrie ou une projection, re-
connaitre des sous-espaces propres, reconnaitre des sous-espaces
orthogonaux, etc.)

Utiliser les théorémes des bases extraites et incomplétes

Calculer la dimension d’un produit cartésien, d’'une somme (for-
mule de Grassmann), de ¥ (E, F)

Calculer le rang d’une famille de vecteur (par exemple avec un
pivot de GauB)

Définir et manipuler les applications linéaires, leurs image et noyau

Caractériser I'injectivité, la surjectivité, la bijectivité d’une applica-
tion linéaire en utilisant éventuellement un argument de dimension,
ou I'image d’une base

Calculer le noyau et I'image d’une restriction d’application linéaire
Calculer le rang d’une application linéaire

Manipuler des polyndmes en un endomorphisme (savoir qu’ils com-
mutent)

Montrer une inversibilité & I'aide d’un polyndme annulateur

Définir un projecteur et une symétrie, retrouver leurs propriétés sur
un dessin, les caractériser, calculer leurs éléments caractéristiques.
Savoir en particulier gue I'image d’un projecteur est I'ensemble de
ses vecteurs invariants, et que sa trace est égale & son rang.

Savoir gu’une application linéaire est uniquement déterminée par
I'image des vecteurs d’une base de |I'espace de départ.

Traduire le probleme d’inferpolation de Lagrange par un isomor-
phisme

Savoir que lorsque la dimension finie est Ia méme ou départ et &
I"arrivée, I'inversibilité & gauche équivaut a l'inversibilité & droite
Connaiire le théoreme de rang dans son intégralité (y compris la
premiere partie géométrique)

Définir et caractériser les hyperplans (noyau d’une forme linéaire
non nulle, supplémentaire d’une ou de toute droite non incluse, di-
mension)

Résoudre un systéme linéaire avec la méthode du pivot de GauB
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Connaitre la structure de sous-espace affine de I'ensemble des so-
lution d’un systéme affine, la définition de son rang, savoir ce qu’est
un systeme de Cramer

Enoncer la formule du coefficient d’un produit de matrices, effec-
tuer un produit par blocs

Donner une formule pour les cecefficients d'une matrice élémen-
taire, pour un produit de deux matrices élémentaires

Transposer une matrice, utiliser les propriétés de la transposition

Caractériser I'inversibilité d’une matrice carrée

Calculer I'inverse d'une matrice (résolution de systéme, méthode
du pivot de GauB, formule de la comatrice, en reconnaissant une
matrice de passage)

Définir des matrices triangulaires, diagonales, scalaires, symétriques,
antisymétriques, connaitre la structure de ces ensembles de ma-
frices, la supplémentarité de %, (K) et o, (K)

Connaitre la définition et les propriétés de la trace d’une matrice
carrée

Calculer les puissances d’'une matrice carrée par récurrence, par
application du binbme, en utilisant un polyndme annulateur, en
diagonalisant ou trigonalisant

Passer d’une application linéaire & une de ses représentations ma-
tricielles et réciproquement, utiliser I’application linéaire canonique-
ment associée a une matrice, fraduire matriciellement une compo-
sée, un évaluation d’application linéaire

Calculer le rang, I'image, le noyau d’une matrice (pour ce dernier :
avec une résolution de systéme ou en utilisant le rang est des com-
binaisons linéaires nulles de colonnes)

Savoir que le rang est I'ordre maximal d’une matrice extraite inver-
sible

Ecrire des matrices de passage, utiliser les formules de changement
de bases pour un vecteur, une application linéaire, un endomor-
phisme

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

Définir I'éqguivalence de matrices, connditre sa traduction géomé-
frique, savoir que toute matrice de rang r est équivalente & J,

Définir la similitude de matrices, connaitre sa traduction géomé-
frique, connaitre des invariants de similitude (frace, déterminant,
polyndme caractéristique, spectre...)

Conndaitre les opérations élémentaires, leurs notations, leur repré-
sentation matricielle, leur effet & gauche ou & droite sur le rang,
I'image. le noyau

Thémes Classiques

Images et noyaux itérés

Si pour tout x, (x, u(x)) est liée, alors u est une homothétie
Inégalité triangulaire sur les rangs

Description des formes linéaires sur ., (K)

Centre de ., (K), commutant d’une matrice diagonale & coeffi-
cients diagonaux distincts deux & deux

Théoreme d’Hadamard : matrices a diagonales strictement domi-
nantes

Description des matrices de rang 1 et de leur trace

Matrices de permutations
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