Espaces vectoriels,

Dans tout le chapitre, IK désigne un sous-corps
de C.

nSTRUCTURE D’ESPACE VECTO-
RIEL (MP2])

Il Définition

Définition 1 : K-espace vectoriel

Soit E un ensemble et K un corps. On appelle
loi de composition externe sur E toute applica-
fion

KxE — E
Ax) — A-x

On appelle espace vectoriel sur K ou K-
espace vectoriel tout triplet (E, +,-) fel que

m E est un ensemble, + est une loi de compo-
sition interne sur E et - est une loi de compo-
sition externe sur E.

m (E,+) est un groupe abélien d’élément
neutre noté 0 ou 0.

m Pseudo-distributivité & droite :

VALueK, VxeE, A+w-x=A1-x+pu-x.
= Pseudo-distributivité & gauche :

VAeK, Vx,yeE, A-(x+y)=A-x+A-y.
m Pseudo-associativité :

VAueK, VxeE, (Axp-x=A1-(u-x).

m Pseudo-élément neutre: VxeE, 1x-x=x.

Définition 2 : Famille presque nulle, combinai-

son linéaire

On appelle famille presque nulle de sca-
laire tout famille (1;);c; telle que A; # 0 pour un
nombre fini de vecteurs seulement. On note
KY I'ensemble des familles de scalaires presque
nulles.

Si x1,...,x, sont des vecteurs de E, on appelle
combinaison linéaire de x,...,x,, tout vecteur
de laforme Aix;+ -+ A, x, OU (Aq,...,4,) € K"

La définition s’étend aux familles infinies de

applications linéaires,

matrices

vecteurs en n"ayant qu’un nombre fini de scao-
laires non nuls : toute combinaison linéaire est
nécessairement finie (d’ou I'intérét des familles
presque nulles de scalaires).

Si F = (x1);e7, l€s combinaisons linéaires d’élé-
ments de & sont les Y A;x; oU (A;)je; € K.

iel

Propriété 1 : Produit cartésien de IK-espaces

vectoriels

Si (E,+, ) et (F,+,-

E E F F

toriels alors (E x F,+,-) est un K-espace vecto-
riel, avec les lois coordonnée & coordonnée : si

AeXK et (x,y),(x,y)) e ExF,

sont des IK-espaces vec-

A / ’
(x,y)+(x,y)—(x-gx,y-gy)

A (x,y)= (A}-Ex,/lﬁy)

Propriété 2: Fonctions a valeurs dans un K-

espace vectoriel

Si X est un ensemble non vide et (F Jg %) un K-

espace vectoriel, alors (FX,+,-) est un K-espace
vectoriel avec les lois habituelles sur les fonc-
tions.

Propriété 3 : Espaces vectoriels classiques

Sont des K-espaces vectoriels :

m (K, +,x), s (KP,+,") pour tout

m (K" +,-) pour tout ensemble D,
nEIN, | (K[X]y +)')/
| | (KIN,+,')/ u (K(X))+;')'

(C,+, x) est un R-espace vectoriel, et, plus ge-
néralement, si IX est un sous-corps de 1L, alors
(IL, +, x) est un K-espace vectoriel,
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E Sous-espace vectoriel

Définition 3 : Sous-espace vectoriel

Soit (E,+,) un K-espace vectoriel et F une
partie de E.

On dit que (F +,-) est un sous-espace vecto-
riel de E lorsque (F + 2, kxr) €St un K-espace
vectoriel.

Propriété 4 : Caractérisation de sous-espaces
vectoriels

F est un sous-espace vectoriel de E
FcE

F#& (0g€F)

=2
Vx,yeF x+y€eF

VAelK, VxeF AxeF

FcE

F#9 (0geF)
="

VAeK, Vx,yeF, x+AyeF

(F stable par combin. linéaires)

Intersection de sous-espaces
vectoriels

Propriété 5 : Intersection de sev

Soit (F;) ;e une famille de sous-espaces vecto-
riels de E. Alors () F; est un sous-espace vectoriel

iel

de E.

ﬂ Sous-espaces vectoriel en-
gendré par une partie

Définition 4 : Sous-espaces vectoriels engendré

par une partie

Soit E un K-espace vectoriel, AcE.

On appelle sous-espace vectoriel engendré
par A le plus petit sous-espace vectoriel de E
contenant A.

On le note Vect A ou Vect A.

Si F =Vect A, on dit que A engendre F ou que
F est une partie génératrice de F.

[Elggse il
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Propriété 6 : Caractérisation d’un Vect

Soit E un K-espace vectoriel, A ¢ E. Vect A
est I’ensemble des combinaisons linéaires d’élé-
ments de A:

Vect A= {A1x1+-+ AnXp ;
nelN*, xi,....xp€ A My,..., An e K}

_@_ Méthode 1 : Passer de famille généra-
trice a équations

On résout le systéeme donné par le paramétrage
fraduisant le caractere générateur de la famille en
égalant les coordonnées : il y a plus d’équations
que d’inconnues.

Les premieres servent a déterminer les para-
meétres du systeéme, les autres formes des équations
de notre sous-espace apres élimination des para-
metres.

N\ ! 7/
Méthode 2 : Passer d’équations a fa-
mille génératrice
Pour passer d’'une systeme d’équations décri-
vant un sous-espace vectoriel & une famille généra-
frice de celui-ci, on résout le systeme formé par les
équations : certaines coordonnées vont alors s'ex-
primer en fonction d’autres qui vont devenir des pa-
rametres et donner une famille génératrice.

! 7

Méthode 3 : Egalité de Vect
Pour montrer que Vect A = Vect B, on montre que

AcVectB

puis que
B c Vect A.

H Familles de vecteurs

Définition 5 : Familles liées, libres, génératrices,

bases

Soit E un K-espace vectoriel, n € IN*,
F = (x1,...,x,) € E"™.

= La famille & est dite liée (ses vecteurs sont
dit linéairement dépendants) lorsqu’il existe
une combinaison linéaire non friviale de ses
vecteurs égale au vecteur nul :

n
A1,..., An) K"\ {(O,...,00}, D A;x;=0p
i=1
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= La famille & est dite libre (ses vecteurs sont
dit linéairement indépendants) lorsqu’elle
n'est pas liée, c’est-a-dire que toute com-
binaison linéaire de ses vecteurs égale au
vecteur nul est triviale : V (14,...,1,) e K",

n
Y Aixi=0g=Vie[l,n], 1;=0.
i=1

= La famille & est dite génératrice de E (ou
engendre E) lorsque tout vecteur de E est
combinaison linéaire de ces vecteurs :

n
VxeE, 3(A,...,Ap) e K", x=) Aix;
i=1

c’est-a-dire E = Vect %.

= La famille & est une base de E lorsqu’elle
est libre et génératrice dans E.

Toutes ces définitions s'étendent aux familles
infinies, les combinaisons linéaires restant tou-
jours finies (les suites de coefficients (1;); sont
presque nulles).

Propriété 7 : Fomille de polynémes & degrés

étagés

Toute famille de polynémes non nuls et & de-
grés étagés (c’est-a-dire deux a deux distincts)
est libre.

N s

_@_ Méthode 4 : Montrer qu’une famille est

liée

m Pour montrer qu’une famille est liée, on
cherche une combinaison linéaire nulle non tri-
viale de ses vecteurs.

m Cela peut parfois se faire par exemple en résol-
vant un systéeme linéaire.

m On raisonne fréquemment par |I'absurde et/ou
par récurrence.

m On peut aussi utiliser un argument de dimen-
sion (s'il y a plus de vecteurs que la dimension,
la famille est liée).

_?_ Méthode 5 : Montrer qu’une famille est

libre

m Pour montrer qu’une famille est libre, on prend
une combinaison linéaire nulle des vecteurs, et
on montre qu’elle est triviale : tous les scalaires
sont nuls.

m |Isuffit aussi de concaténer des familles libres de
vecteurs pris dans des sous-espaces en somme
directe.
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m Une famille de polyndmes non nuls & degrés
étagés est libre.

m On peut aussi, en dimension finie, utiliser un dé-
terminant.

m Dans un espace préhilbertien, une famille or-
thogonale de vecteurs non nuls est libre.

m On verra dans le cours de réduction qu’une fa-
mille de vecteurs propres associés & des valeurs
propres distinctes est automatiquement libre.

Définition — Propriété 1: Coordonnées

B = (e1,...,en) est une
base de E Si et seulement Si
VxeE 3'(x,....xp) € K", x = xje1+--+ xyey,.
Le ftriplet (x,...,x,) est appelé n-uplet des
coordonnées de x dans la base 2.

Cette définition s’étend au cas ou £ est infi-
nie, les famille des coordonnées étant presque
nulles.

Définition — Propriété 2 : Bases canonique

On a appelle bases canoniques de K”, K[X],
K, [X], My,,K) les familles
= (0,...,0,1,0,...,0) 1< k<
&
u (Xn)nelN,

= (1,X,X%...,X"),

® (Eij)icicn 1<j<p

Propriété 8 : Sur-famille et sous-famille

Toute sur-famille d’une famille liée ou géné-
ratrice I'est encore.

Toute sous-famille d’une famille libre I'est en-
core.

Propriété 9 : Complétion d’une famille libre

Soient E un K-espace vectoriel, n € IN*,
X1,...,Xp, ¥y € E.

) (x1,...,X,) libre
m (x1,...,X,,y) libre = ! "
y & Vect(x1,...,X,)

®m (x1,...,x,) liée si et seulement s’il existe
io € [1, n] tel que x;, € Vect ((x;) i,)-
Lorsque c’est le cas, on a alors

Vect (x1, ..., Xn) = Vect (X;) 4, -
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H Sommes de sous-espaces
vectoriels (MPI)

Définition 6 : Sommes de sev

Soit E un K-espace vectoriel, Fy,...,F, des
sous-espaces vectoriels de E. On note

n
Fi+..4+F, =) Fi={xi+-+x, | Vi, x;€F;}.
i=1
Ainsi,

n
x€) Fi<=3(x1,...,xn) € Fyx--xFy, X=X1++Xp.
i=1

Propriété 10
(i Une somme de sous-espaces vectoriels est
un sous-espace vectoriel,
(iiy Si Ay,...,A, sont des parties de E, alors

n

= Z Vect Ay.
k=1

n
Vect| | Ak
k=1

Somme directe (MPI)

Définition 7 : Somme directe

Soit E un K-espace vectoriel, Fi,...,F, des
sous-espaces vectoriels de E.

On dit que F,...,F, sont en somme di-
recte lorsque pour tout x € F +---+ F,,, |'écriture
xX=x1+---+x, OU Vi, x;€F;estunique.

On note alors

n
F+-+F,=Fe--eF,=QF.
i=1

Propriété 11 : Caractérisation

F,...,F, sont en somme directe si et seule-
mentsiy (x1,...,x,) € Fy x+--x Fy,

X1+ +xp,=0g=x1 ==X, =0p.

Propriété 12 : Cas de deux sous-espaces

Deux sous-espaces F et G sont en somme di-
recte si et seulement si Fn G = {0g}.

A Le résultat est faux pour plus de deux
Sous-espaces.

[Elggse il
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H Sous-espaces supplémen-
taires (MPI)

Définition 8 : Sous-espaces supplémentaires

Soient F et G des sous-espaces vectoriels
d’un K-espace vectoriel E.

F et G sont dits supplémentaires dans E si et
seulement si E = Fa G c’'est-G-dire

VxeE, 3! (xp,xg) e FxG, x=Xp+Xxg.

Propriété 13
() F et G sont supplémentaires dans E si et

seulement siF+G=E ef FnG = {0g}.

(i 1IN’y a pas unicité du supplémentaire en gé-
néral.

_@_ Méthode 6 : Montrer que deux sous-
espaces sont supplémen-
taires

m Raisonner par analyse-synthése : sion a une dé-
composition x=a+b, alors... a=... et b=... (Uni-
cité sous réserve d’existence), et réciproque-
ment de tels a et b conviennent (d’ou I'exis-
tence).

m Montrer que FnG ={0g} (en général plus facile)
et F+ G =E (en général moins facile).

m En dimension finie, utiliser des bases (une
concaténation de bases de chaque sev
donne une base de |'espace entier, dite adap-
tée & la décomposition E = Fe G) ou un argu-
ment de dimension dimF + dimG = dimE et, au
choix, soit FNG ={0g}, soit F+ G = E : voir plus loin.

m Reconnaitre les sous-espaces caractéristiques
d’une symétrie ou d’une projection.

m Plus généralement, reconnaditre les sous-
espaces propres d'un  endomorphisme
diagonalisable (voir cours de réduction).

m Reconnaitre, si F est de dimension finie dans
un espace préhilbertien, une décomposition
FeFt=E.

Définition 9 : Sous-espaces supplémentaires

Soient Fy,...,F, des sous-espaces vectoriels
de E.

On dit que F,...,F, sont supplémentaires
dans E lorsque F, @---@ F, = E c’est-G-dire

VxeE, Al (xy,...,xp)€F x---xFy, X=X1++X,.
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m DiMENSION FINIE (MP2I)

I'.l Espace de dimension finie

Définition 10 : Espace de dimension finie

Un K-espace vectoriel est dit de dimension
finie s'il possede une famille génératrice finie.

Dans le cas contraire, il est dit de dimension
infinie.

E Dimension, bases exiraites et
incomplétes

Propriété 14 : Existence de bases et leur taille

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, E # {0g}.

m E posséde des bases.

m Toufes les bases de E ont méme nombre
d’éléments.

Définition 11 : Dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie.

Si E=1{0g}, on pose dimE = 0.

Sinon, on note dim E (ou dimg E) le nombre de
vecteurs de tfoute base de E.

Propriété 15 : Taille des familles libres ou géné-

ratrices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n. Toute famille génératrice de E possede
au moins n vecteurs, toute famille libre de E pos-
sede au plus n vecteurs.

Corollaire 1

Toute famille d’au moins n+1 vecteurs en di-
mension n est lige.

Théoreme 1 : Caractérisation des bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n#0, 2 une famille finie de vecteurs de E.

% est une base de E si et seulement si elle
contfient n=dimE vecteur et elle est libre ou gé-
nératrice.
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Théoréeme 2 : de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, E # {0g}. De toute famille génératrice de E,
on peut extraire une base de E.

Théoreme 3 : de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n #0. On peut compléter foute famille libre
de vecteurs de E en une base de E.

De plus, les vecteurs pour compléter
peuvent étre choisis dans n’importe quelle
famille génératrice de E.

Corollaire 2

Si E un K-espace vectoriel de dimension finie
n#0, 9 une famille génératrice de E et ¥ une
sous-famille libre de 4.

Alors on peut trouver une base % de E telle
que &£ soit une sous-famille de % et % soit une
sous-famille 4.

Dimension d’un produit d’es-
paces vectoriels

Propriété 16 : Base et dimension d’un produit
cartésien

Si Ey, ..., E, sont des espaces de dimension fi-
nie, E; x...x E, I'est encore et

dimE; x...x E, =dimE; +... +dimE,,.

Si E est de dimension finie, E™ |’est encore et
dimE" = ndimE.

ﬂ Dimension des sous-espaces

Propriété 17 : dimension des sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, F un sous-espace de E.

Alors F est de dimension finie et dimF < dim E
avec égalité si et seulement si F=E.

L’entier dim E—dim F est appelé codimension
de FdansE.

Définition 12 : Droites, plans

Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-
nie n.

Un sous-espace de dimension 1 est une
droite vectorielle de E, un sous-espace de di-
mension 2 est un plan vectoriel de E.
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H Rang d’une famille de vec-
teurs

Définition 13 : Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, # une famille
d’éléments de E.
On  appelle
g% =dim(Vect%).

rang de Z I'entier

Propriété 18 : Rang d’une sous-famille, caracté-

risation des familles libres

Soit E un K-espace vectoriel, & une famille
d’éléments de E.

() SiF' est une sous-famille de &, rgF <rg%.

(in SiZ estfinie, & est libre si et seulement si elle
contient rgF vecteurs.

H Somme directe et supplé-
mentaire (MPI)

Propriété 19 : Caractérisation de la supplémen-

tarité avec des bases

Soit E un K-espace vectoriel, F,...,F, des
sous-espaces de dimension finie, ABr, une base
de F;, ¢ la famille obtenue en mettant bout &
bout les &g, (concaténation).

On a toujours que € engendre H=Fy+---+Fy,
et, de plus,

les F; sont en somme directe si et seulement si
€ est libre donc une base de H.

On dit alors que la base € de H est adaptéee
a la décomposition H=F, &--- & Fy,.
n

On a alors dim(Fy &+ F,) = )_ dimF;.
i=1

Corollaire 3 : dimension d’une somme

Soient F,...,F, des sous-espaces vectoriels
n

de E de dimension finie, alors ) F; est de dimen-
i=1

n n

sion finie et dim (Z Fi) < ) dimF; avec égalité si
i=1 i=1

et seulement si la somme est directe.

[Elggse il
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Corollaire 4 : Sous-espaces supplémentaires
en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie, Fy,..., F, des sous-espaces de E.

Fy,...,F, sont supplémentaires dans E (ie
E=Fo---oF,) si et seulement si deux des frois
propriétés suivantes sont vraies :

l. E=F +---+Fy.
2. La somme est directe.

n
3. dimE=) dimF;.
i=1

Corollaire 5 : Existence et dimension des sup-
plémentaires

Tout sous-espaces vectoriel F d'un K-
espace vectoriel de dimension finie E admet
un supplémentaire dans E.

De plus, si p =dimF et n=dimE, fout supplé-
mentaire de F est de codimension p, c’est-a-
dire de dimension n— p.

Formule de Grassmann

Propriété 20 : Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel et F, G des sous-
espaces de dimension finie.

dim(F +G) =dim F +dim G —dim(F n G).

m APPLICATIONS LINEAIRES

(MP2I)
Il Généralités
n Définition

Définition 14 : Application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et
u:E—F.

On dit que u est une application linéaire
lorsque

Vx,y€E, u(x+y)=ux)+u)
VxeE VAeK, u(lx)=Au(x)
ce qui s’écrit aussi

Vx,yeE, YA€K, u(x+Ay)=ux)+Au).
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On note Z(E,F) I'ensemble des applications li-
néaires de E vers F.

= Si u est bijective, on parle d’isomorphisme
(d’espaces vectoriels).

m Si E = F, on parle d’endomorphisme et on
note £ (E) = #(E,F).

mSi E = F et u est biective, on parle
d’automorphisme.

m Si ue Z(EK), on dit que f est une forme li-
néaire.

= On note Z(E,K) = E* appelé dual de E I'en-
semble des formes linéaires sur E.

n Propriétés

Propriété 21

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels et
ue Z(E,F).

(N u(p)=0F
(Ii) Vxl,...,xn(-:E, V/ll,...,/l,lE]K,

n n
u (Z A,-x,-) = Z Aiu(x;).
i=1 i=1

(iiiy Si A est une partie de E, u (Vect A) = Vect(u(A)).

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E,
wp € L(EF) (u induit une application li-
néaire sur E').

(v) Si u est bijective (isomorphisme) alors
ule Z(FE).

(Vi) (£(E,F),+,-) est un K-espace vectoriel.

(Vi) Siue L(E,F) et ve L(FG), voue £(E,G).

(viily Si E' est un sous-espace vectoriel de E et F'
est un sous-espace vectoriel de F, u(E') est
un sous-espace vectoriel de F et u~'(F') est
un sous-espace vectoriel de E.

Noyau et image

Définition 15 : Noyau et image

Soit ue £(E, F).

= Le noyau de u est
Keru=u"! ({0r}) ={x€ E | u(x) =0g} € (E).
= L'image de u est

Imu=u(E)={ulx); xe E} € 22(F).
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Propriété 22
Soit ue £(E, F).

() Imu ef Keru sont des sous-espaces vecto-
riels de F et E respectivement,

(i) u estinjective si et seulement si Ker u = {0g}.
(iiiy u est surjective si et seulement silmu = F.

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors
Ker (up') = E'nKeru ef Im (up) = u(E).

n Rang

Propriété 23

Soit ue #(E,F) avec E ou F de dimension fi-
nie.

Alors Imu est de dimension finie au plus
min(dim E,dim F).

Définition 16 : Rang

Soit ue £ (E,F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u |I'entier rg u = dim(Im w).
Si 2 est une base de E, alors rgu =rg (u(4)).

Propriété 24 : Effet sur le rang de la composition
par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant &
gauche ou a droite par un isomorphisme.

E Endomorphismes

n Structure d’algébre

Propriété 25

(ZL(E),+,0,-) est une K-algebre non commu-
fative ef non integre si dimE > 2.

Siu,ve L(E), on note uv=uov, u" =uo---ou
—_—

n fois
pour ne IN* et u® =idg.

Définition 17 : Polynéme en un endomorphisme

SiP=ay+a X+---+a, X" € K[X], on peut définir
Pw) =apidg +aju+---+ a,u”.

Lorsque P(u) =04, on dit que P est un poly-
nome annulateur de u.
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Propriété 26

Si u € L (E), I"application

(]I([X],+,X,') - (2(E),+,O,‘)
est un mor-
P —  P(u)
phisme de K-algebres.
/\ Enparticulier, (P x Q)(w) = P(u) o Q(w).

Propriété 27 : Binome

Siu,ve LE) tels que uov =vou, alors pour
tout ne N,

(u+v)"=3% (Z)ukv”_k.

k=0

n Groupe linéaire

Définition 18 : Groupe linéaire

L'ensemble des automorphismes de E est
noté ¥ 2 (E) appelé groupe linéaire de E.

Propriété 28 : Structure

(9 £ (E),0) est un groupe.

N

Méthode 7 : Montrer inversibilité et trou-
ver l'inverse avec un poly-
néme annulateur
Lorsque I'on a un polyndme P annulateur de u
ayant un ccefficient constant, on isole le terme idg
dans un membre et on factorise par u dans I'autre :
on obtient alors v e £(E) tel que uov=vou=idg ce
qui donne I'inversibilité, et I'expression de I'inverse
sous forme de polyndbme en u.

Projecteurs

Définition 19 : Projection

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux
sous-espaces supplémentaires : Fe G=E.

Tout vecteur x de E se décompose de ma-
niére unique sous la forme x = xp+xg OU xp € F ef
XG € G.

On appelle projection (ou projecteur) sur F
parallélement & G I'application

E — E

X +— XF

[&]
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On définit de méme la projection g sur G po-
rallélement & F.

On dit que les projections p et g sont asso-
ciées.

Propriété 29

Avec les notations ci-dessus :

*p,qeL(E) o p+q=idg e pog=qop=0g@p

Propriété 30 : Caractérisation

p est une projection (vectorielle) sur E si et
seulement si p e (E) et p>=pop=p.
Dans ce cas,

() ImpeKerp=E
(i) p estla projection sur

F=Imp =Invp =Ker(p—idg)

parallelement & G=Kerp

? Méthode 8 : Etude d’une projection
Reconnaitre et étudier une projection, c’est

1. vérifier que p € Z(E) et pop = p pour un endo-
morphisme, ou P% = P pour une matrice.

2. Chercher F =Ker(p—idg) et G=Kerp.

n Symétries

Définition 20 : Symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux
sous-espaces supplémentaires : Fe G =E.

Tout vecteur x de E se décompose de ma-
niére unique sous la forme x = xp+xg OU xp € F et
xG € G.

On appelle symétrie sur F paralléelement a G

E — E
I"application s: ie s=p—qgavec
X XEF — XG

les notations précédentes.

Propriété 31
() se L(E)

(in Si p projection sur F parallélement a G,
s=2p-idg.
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Propriété 32 : Caractérisation

s estune symétrie (vectorielle) sur E si et seule-
ment si se L(E) et s> =sos=idg.
Le cas échéant,
(i) Ker(s—idg)®Ker(s+idg) = E
(i) s est la symétrie par rapport & F = Ker(s—idg)
parallélement & G = Ker(s +idg)

! 7/
Méthode 9 : Etude d’'une symétrie
Reconnaitre et étudier une symétrie, c’est

1. vérifier que s e £(E) et sos=idg pour un endo-
morphisme, ou $2 = I,, pour une matrice.

2. Chercher F =Ker(p—idg) et G=Ker(p +idg).

Détermination d’une applica-
tion linéaire

n Image d’'une base

Propriété 33: Linéarité des formes i® coordon-

née

Soit E un K-espace vectoriel et & = (e;) jc; Une
base de E. Pour x € E, on note (x;) ;< $&s coordon-
nées dans 2.

Alors pour tout i € 1,

E — K .
Qi : est une forme linéaire (i
X — X

coordonnée).

I"application

Propriété 34 : Caractérisation par Iimage
d’une base
Soient E,F deux espaces vectoriels,

B = (ej)je; UNe base de E et F = (fi),,; une
famille de vecteurs de F.

Il existe une unique application linéaire
ue #(EF) telleque viel, ule)=f;

Corollaire 6 : Applications linéaires coincidant

sur une base

Soit B une base de E, u,ve Z(E,F). Alorsu=v
si et seulement si u(%8) = v(A).

VERSION DU 24 SEPTEMBRE 2024

Propriété 35

Soit # une base de E, ue #(E,F).
= u estinjective si et seulement si u(98) est libre.

m u est surjective si et seulement si u(%) en-
gendre F.

= u estunisomorphisme si et seulement si u(%)
est une base de F.

n Applications linéaires et dimensions

Propriété 36 : CNS pour que dimE = dim F

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension finie.
Alors dimE = dim F < E ef F sont isomorphes.

Propriété 37

Soient E,F deux IK-espaces vectoriels de di-
mension finie tels que dimE = dim F ef ue £ (E, F).

Alors u est injective < u est surjective < u
est bijective.,

Propriété 38

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de
dimension finie tels que dimE = dimF = n et
ue L(E,F). Les propriétés suivantes sont équiva-
lents :

() u isomorphisme (i) u est inversible &

(i u est inversible & droite

gauche (iv) rgu=n

Dimension de ¥ (E, F)

Propriété 39

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de di-
mension finie.

Alors %(E,F) est de dimension finie et
dim #(E,F) =dimE x dim F.

n Décomposition d’applications linéaires
(MPI)

Théoréeme 4

p
Si E=EPE; et pour tout i, u; € £(E;, F), alors il
=1
existe une unique application linéaqire ue £ (E, F)
telle que pour tout i, ug, = u;.
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ﬂ Théoréeme du rang

Théoréme 5 : et formule du rang

u € L(E,F) induit un isomorphisme de tout
supplémentaire H de Keru sur Im u.

Si, de plus, E est de dimension finie,
dimE = dimKer u +rgu.

Corollaire 7

Si E est de dimension finie, u est injective si et
seulement sirgu = dimE.

Si F est de dimension finie, u est surjective si
ef seulement sirgu = dimF.

E Formes linéaires et hyper-
plans

E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 21 : Formes linéaires

On rappelle que les formes linéaires sont les
¢ € Z(EK) et que (HP) E* = £(E,K) est appelé
espace dual de E.

Définition 22 : Hyperplan

On appelle hyperplan de E tout sous-espace
de E égal au noyau d’une forme linéaire non
nulle de E.

Théoréme 6 : Caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

() H est un hyperplan (noyau d’une forme li-
néaire non nulle : 3p € E*\{0g+}, H=Kerg.)

(i H est un supplémentaire de toute droite
D¢ H.

(i) H est un supplémentaire d’une droite D ¢ H.

Corollaire 8
Soient ¢y, € E* \ {0~}

Kerg; =Kerg, <= 3ILe K", @1 =Ags.

[Elggse il
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Propriété 40 : Cas de la dimension finie

En dimension finie, les hyperplans de E sont
exactement les sous-espaces de dimension
n—1.

Propriété 41 : Systeme d’équations d’un sous-

espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec
dimE = n et dimF = p fels que p < n, alors F est
I'infersection de n— p hyperplans distincts.

H Solutions des problémes li-
néaires (MP2I)

Définition 23 : Probléeme linéaire

Un probléme linéaire est un probléme
conduisant & une équation du type u(x) = b ou
ue L(E,F) et be F un vecteur fixé, I'inconnue x
étant un vecteur de E.

Propriété 42 : Structure de I'ensemble des solu-
tions

L’ensemble des solution de cette équation
est

m SoOit vide (i b ¢ Tm u)
m SOit un sous-espace affine de E de direction
Keru, donc de la forme

Xo + Keru

oU xo est une solution particuliére et Ker u est
I’'espace vectoriel des solutions de I'équa-
tion homogéne u(x) = 0.

m CALCUL MATRICIEL

KK désigne un sous-corps de C.
Sauf mention contraire, n, p, g, r, s désignent des entiers
naturels non nuls.

Il Espaces de matrices

Propriété 43 : Espace vectoriel de matrices

(N (tn,pK),+,-) a une sfructure de K-espace

0..0
vectoriel, d’élément nul 0, ,x) = ( )
0..0

(i dim.#y,,IK) =n x p.
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Définition 24 : Base canonique

On appelle base canonique (Ey 1, Ei 2, ..., Ex,p) E Transposiiion
Y 0..0\
Eij= ( il 0 ) ! Définition 26 : Transposée
} Soit Ae .y, ,(K). On appelle transposée de A

la matrice AT € .4, ,(K) telle que

VG, pelLplx[1n], (A7), ;= (A

Propriété 44 : Ccefficients des matrices élémen-

taires
Vike[l,n], ¥j¢e[Lp], (Ei’j)w =516 0. Propriété 47 : de la transposition

'/%n,p (]K) - '/%p,n(]K)

Soit T:
Définition 25 : Produit matriciel A — AT
On définit (i) Linéarité : Si A,Be 4y, ,(K) et e K,
J%ngxm%ﬂK) . M%ﬂK) (A+B)T=AT+BT et (AAT=1AT
(4,B) — C=AxB (i) T estinvolutif : si A, B € .y, ,(K), (AT)T = A,

p (iiiy Si AE./ﬂn,p(]K),B EMpyq(]K), (Ax B)T =BT x AT,
avec Vie [[1,n]], Vje [[l,q]], Ci,j = Z ai,kbk,j.
k=1

Matrices carrées

Propriété 45 : Bilinéarité, associativité, neutre

ﬂ La K-algebre .« (K)
(i) Associativite : Soient A e Uy, ,(K),
Be My qXK), Ce MgrK). Ax(BxC)=(AxB)xC

(i Bilinéarité : Soient A € 4y, ,(K), B € M) 4(K).
A— Ax B et B— Ax B sont linéaires.

Propriété 48 : Algébre des matrices carrées

(A, (K),+, x) est un anneau, ni commutatif ni
) . infegre dés que n > 2, d’'élément unité 1,. Ainsi,
(i) Neutre : Si Ae My,,(K), AxI,=1I,x A=A (MU (K),+,%,-) est une K-algébre de dimension
2
n-.

Propriété 46 : E; ; x Ey Propriété 49 : Formules du Bindme et A™ — B™
Lorsque les tailles sont compatibles, Si A, Be.t,K) telsque[Ax B=Bx A], meN,
EjjxEre=0jkEir m
a+pm=Y |"|akpmk
k=0 k

A™-B™ = (A-B) (A" + A" 2B +...+ AB™ 2+ B™71)

Théoreme 7 : Produit par blocs

P a
Soit les matrices par blocs M = (§ g)§

r s

Définition 27 : Groupe linéaire

et On appelle groupe linéaire le groupe

¢ % ,IK) des inversible de I'anneau (4, (K), +, x).

n
m
N = (f;fz)lp ou A,B,C,D,E,F,G,H sont des ma-

lg
trices de format correspondant. Alors

Propriété 50
AE+BG AF+BH

Mx N =
CE+DG CF+DH

) € Mytm,r+sIK). () @£,0K),x) est un groupe.

(h Si AB € 9£,0K), AxB € 4%, et
(AxB)"'=B"1xA"l
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(iiiy SiAc9L,(K), A e 9L, (K) et (A1) = A,
(iv) Sont equivalentes :

A est inversible

A est inversible a gauche

A est inversible & droite

les colonnes de A forment une famille
libre

m les lignes de A forment une famille libre

(V) SireK\{og} ef Ae4¥,(K), AMAe 9%, (K) et
AA =714,

Vi) Ae4%,K) sief seulement si AT e 4%, (K) et
dans ce cas (AT) ! = (A™)T

Méthode 10 : Calcul pratique

Pour démontrer I'inversibilité d’'une matrice et
calculer son inverse, on peut :

X1 N

m Résoudre le systeme A( : ):( : ) :iladmet une
Xn Vn

unique solution si et seulement si A est inversible

X1 1

et alors on obftient ( : ) =A7 .

Xn Yn

m Effectuer des opérations élémentaires (pivot de

Gauss) :

* soit exclusivement sur les lignes,
* soit exclusivement sur les colonnes,

se ramener Q I, et effectuer les mémes opé-
rations simultanément en partant de 1,, qui va
devenir A7! si A est inversible.

m Reconnaitre une matrice de passage (cf plus
loin).

m Ufiliser la formule de la comatrice si n =2 ou 3
(voir déterminant).

ﬂ Matrices carrées particuliéres

Définition 28 : Matrices triangulaires, diago-

nales, scalaires

= On appelle matrice triangulaire supérieure
(respectivement inférieure) tout matrice
Me 4,(K) telle que Vi>j, m;;=0 (respec-
tivement Vi< j, m;;=0.)
On note J,7(K) (respectivement 7, (K) )
I'ensemble de ces matrices.
Lorsque les ceefficients diagonaux sont éga-
lement fous nuls, on parle de matrice trian-
gulaire stricte.

[Elggse il
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= On appelle matrice diagonale tout matrice
carrée M e 4, (K) telle que Vi #j, m;;=0.

a (0)
On note diag(al,...,an)z( )
(0) an

On note 92, (K) I'ensemble de ces matrices.

= On appelle matrice scalaire toute matrice
de la forme AI, ou A e K,

m On dit que Se .«,(K) est symétrique lorsque
ST =S ie Vije€ [[l,n]], Si,j = Sji- On note
InK) ={Se.y(K) | ST =S}.

m On dit que A € #,K) est antisymétrique
lorsque AT = -Ale Vi, je[l,n], aj;=-a,;.
On note o, (K) = {A€ 4,(K) | AT = —A}.

Propriété 51 : Sous-algébres

2,K), I, et I, (K sont des sous-
algébres de .4, (IK) de dimensions respectives

Propriété 52 : Sous-espaces supplémentaires

F(K) et o,(K) sont des sous-espaces vec-
foriels suppléementaires dans .#,,(K), de dimen-
sions respectives

Trace d’une matrice carrée

Définition 29 : Trace

Soit Ae 4, (K). On appelle trace de A le sco-
n

laire trA=)_ a;;.
i=1

Propriété 53 : de la trace

() Linéarité : Si AB € #,K) et A e K,
tr(A+B) =trA+trB ef tr(1A) = Atr A.

(i) Si Ae My,pK) et Be My n(K), tr(AB) = tr(BA).

/\ t(ABC) = t(CAB) = t(BCA) # t(BAC) en général.
(Permutations circulaires seulement).
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ﬂ MATRICES ET APPLICATIONS LI-
NEAIRES

Il Matrice d’une application li-
néaire dans des bases

Définition 30 : Matrice d’une application li-

néaire
m Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie n#0 et 8= (ey,...,e,) Une base de E.

* Six=x1e1+...+x,e, € E,de coordonnées
(x1,...,x,) dans %, on appelle matrice
de x dans labase 2 la matrice colonne

X1

X =Matg(x) = ( 3

Xn

) S -/%n,l (]K)

* Sl F = (x1,...,xp) € EP une famille de p
vecteurs de E, 2 = (ey,...,e,) Une base
de E.

Pour tout j € [1,p], on note (xyj,...,%u,j)
les coordonnées de x; dans la base 2

(ie x]‘?Xj :( ]))

xn,j
On appelle matrice de la famille &
dans la base % la matrice rectangu-

laire

AZMat@(xl,.-.,xp):( Xl ‘ X2 ‘ e ‘ Xp )
X1,1 .. xl_p
Xn1 - xn,p

On place dans les colonnes les coor-
données dans % des vecteurs de .

m Si E,F des K-espaces vectoriels de dimen-
sion finie, p=dimE et n=dimF, 8 = (ey,..., ep)
une base de E et € =(fi,..., f,) une base de
Fetue Z(EF).

On appelle matrice de I'application linéaire
u dans les bases 2 au départ et ¢ al’arrivée
la matrice rectangulaire

A =Matg «(u) = Matg (1(98)) = Matg (u(er),..., ulep))

On place dans les colonnes les coordon-
nées dans ¢ des images par u des vecteurs
de 4.

Lorsque ue Z(E) (E = F : endomorphisme) et
% =€.,on note

A =Matg(u) = Matg (u(AB)) € 4, K).

VERSION DU 24 SEPTEMBRE 2024

Propriété 54 : Isomorphisme de représentation
maitricielle

, T ZL(E,F) — MypK)
L'application
u — A=Matg ¢ (u)

est un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)

Propriété 55 : Traduction matricielle de I'éva-
luation

Soient E,F des K-espaces vectoriels de di-
mension finie, p=dimE ef n=dimF, 8 une base
de E et € une base de F et ue £(E,F).

Pour fouf x€ E,

Mat (14(x)) = Matg « (1) x Matgg (x).

Autrement dit, y = u(x) se traduit matriciellement par
Y = AX avec des notations évidentes.

Propriété 56 : Traduction matricielle de la com-
posée

Soient E,F,G des IK-espaces vectoriels de di-
mension finie, p = dimE, n = dimF, g = dimG, %
une base de E, € une base de F, 9 une base
de G, ue L(E,F) et ve Z(FG).

Maty (v o u) = Maty ¢ (v) x Matg « (u).

Propriété 57 : Isomorphisme de représentation

matricielle d’endomorphismes

Soient E un IK-espace vectoriel de di-
mension finie n, % une base de E. Alors

ZL(E) — My(K) , ,
est un isomorphisme de
u —  Matg(u)

K-algébres.

E Application linéaire canoni-
guement associée

Définition 31 : Application linéaire canonique-

ment associée

Soient A € .4,,,(K). On appelle application
linéaire canoniquement associée a A |'unique
ue Z(KP,IK™") dont la matrice dans les bases cao-
noniques est A.

Ainsi, écrire (y1,...,yn) = ulxi,...,xp) revient a écrire

(J/l X1
J;n x.ﬂ

Les colonnes de A contiennent les images par u des

=A

vecteurs de la base canonique de KP.
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Définition 32 : Noyau, image, rang d’'une ma- Propriété 61 : Changement de base d’un vec-
trice teur
Soit Ae 4,,,(K), ul’application linéaire cano- Soient E un K-espace vectoriel de dimension
niguement associée a A. On définit I'image, le finie, %,9%' deux bases de E, x€ E.
noyau et le rang de A par : . Si X = Matg(x) ef X' = Matg (x), alors
KerA = {Xedﬂ,,,l(]K) | AX = ()} correspon- )
N 0 X = Pg x X
dant & Keru = {xe KP | u(x) = Okr}
B B—B' B

ImA = {AX; Xe ., (K)} correspondant &
Imu = {u(x) ; xe KP}.

rgA=rgu=dim(Im A)
Propriété 62 : Changement de base pour une

application linéaire

Propriété 58 : Lien avec les colonnes Soient E,F des K-espaces vectoriels de di-
] mension finie, 98,8’ deux bases de E, €,€’ deux
Soif A€ My, p(K) bases de F, ue £(E,F).
() ImA =Vect(Cy,...,Cp) OU Cy,...,Cp, sont les co- Soient A=Matg ¢ (u) et A' =Matgy 4 (u). Alors
lonnes de A.
(i) g A=1g(Cy,...,Cp). A = P4 x A x Pj
(iify Formule du rang : rg A+ dim(Ker A) = p. ¢\ €'~ ¢, B B—B

c’est-a-dire, si P=P% et Q=P¥,

Propriété 59 : CNS d’inversibilité A'=Q'AP ie A=QAP!
Sont équivalentes :
() Ae.#,(K) estinversible

(i Son application linéaire canoniquement as- Corollaire 9 : Changement de base pour un en-
sociée u est un automorphisme domorphisme

0
(iii) Ker A= {( : )} Soient E un IK-espace vectoriel de dimension
finie, #,%' deux bases de E, ue £ (E).
(iv) rgA=n Soient A=Matg(u) et A’ = Matg (u). Alors
_ B i7:4
A = P, x A x Pg

B B —A B %B—B'
Changement de base

c’est-a-dire, si P = P%

Définition 33 : Matrice de passage

. . . L A'=pP7'AP ie A=PA'P!
Soit E un K-espace vectoriel de dimension fi-

nie, B,%' deux bases de E.
On appelle matrice de passage de % a %’
notée ng/, la matrice Matg(98) dont les colonnes n . . .
sont les coordonnées dans % des vecteurs de Matrices équivalentes
B

N @/ _ _ .
Aufrement dit Pg;" = Matgg(%') = Matgy 5 (idg). Définition 34 : Matrices équivalentes

Une matrice A de ., ,(K) est dite équiva-
lente & une autre matrice B de ., ,(K) si on

Propriété 60 : Inversibilité peut frouver U € 9£,(K) et V € 42,(K) telles
) , , que A= UBV.
TO_L{fe matrice de passage est inversible et Cela signifie aussi que A et B représentent
(Pjg’) =i, une méme application linéaire.
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Propriété 63 : Transposées de matrices équiva- Propriété 66 : La trace est un invariant de simili-
lentes tude

A et B sont équivalentes si et seulement si AT Si A et B sont semblables alors trA = trB. La
et BT le sont. réciproque est fausse.
Théoréme 8 : Rang et équivalence avec J, Définition 36 : trace d’un endomorphisme
Une matrice A € ,,(K) est de rang r Soit E K-espace vectoriel de dimension finie,
si et seulement si elle est équivalente & ue £(E). On appelle trace de u, notée tru, la
I, 0) frace de n’'importe quelle matrice le représen-
Iy = . fant.
0 Op—rp-r

Corollaire 10 Propriété 67 : de la frace

tr est une forme linéaire sur £L(E) et si

() Deux matrices de méme format sont équi-
u,ve L(E), tr(uov) =tr(vou).

valentes si et seulement si elles ont méme

rang.
(i) Si A€ My,pK), 1g A=r1g(AT).
(i) Le rang d’une matrice est celui de la famille Propriété 68 : a retenir! Trace d’un projecteur

de ses vecteurs lignes. ; . . N
La frace d’un projecteur est égale & son

rang.

H Matrices semblables

Définition 35 : Matrices semblables n Rang et matrices extraites
Soient A, B e ., (K). A est dite semblable & B
lorsqu‘on l'on a P e 9%, (K) tel que Définition 37 : Matrice extraite

Soit Ae #,,,(K). On appelle matrice extraite
ou sous-matrice de A toute matrice dont les
coefficients sont les a; ; pour (i,j) € I xJ avec
Ic[1,n] et Jjc[1,p].

On notera Al;«; cette matrice, obtenue en
supprimant des lignes et des colonnes de A.

A=PBP!

C’est une relation d’équivalence. Les classes d’équi-
valences s'appellent les classes de similitude.

Propriété 64 : Caractérisation géométrique

A, B e ,(IK) sont semblables si et seulement
si elles représentent un méme endomorphisme.

Propriété 69 : Caractérisation du rang

iy Le rang d’une matrice est I'ordre maximum
Méthode 11 de ses matrices extraites (carrées) inversibles.
Pour montrer que deux matrices sont sem-
blables, on peut intfroduire I’'endomorphisme cano-
niguement associé a I'une et chercher une base
dans laguelle on obtient I'autre.

m OPERATIONS ELEMENTAIRES

Propriété 65 : Calculs avec des matrices sem- _ o .
blables Il existe 3 types d’opérations élémentaires :

soient A, B € 4, (K) et P e 4£,(K) felles que Les permutations (ou plus exactement transpositions)

A=PBP™\. Li=LjOuC;—Cj.
() YkeN, A*=pBkp~! Les transvections L; — L;+AL; Qvec k#i0u C; — C;+ACy
(i Ainversible ssi B I'est, et si c’est le cas, la for- avec k# J.
mule précédente est valable dans Z. Les dilations L; —AL; ou C; — AC;j Qvec A #0.
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Il Interprétation en termes de
produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par des mul-
fiplications & gauche (pour les lignes) ou & droite (pour
les colonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont
la taille est égale aux nombre de lignes respectivement
colonnes correspondantes.

Permutations L; — L; (respectivement C; — C;) se fraduit
par la multiplication & gauche (respectivement &
droite) par la matrice de permutation (et plus préci-
sément transposition) :

0)

2 _ o i -1_p..
Pl.’j = In, P; j inversible et Pl.’]. =P ;.

Transvections L; — L; + ALy (respectivement
Cj < Cj +ACy) se fraduit par la multiplication
par une matrice de transvection T; (1) & gauche
(respectivement Ty ;(A) & droite : bien remarquer la
logique des indices!) avec

1
(0)

Ti'j(/l)z ZIn+/1Ei]
Al — i°
© .
1
!
je
T;, jMT; (W = T;j(A+w donc T; ;(A) inversible et

(Tl-,j()t))i1 =T j =N,

Dilatation L; — AL; (respectivement C; — AC;) avec 1 £0
se traduit par la multiplication par une matrice de
dilatation D; (1) & gauche (respectivement & droite)
avec

1
()
D;(A) = A — i

() -
1

D;(M)D;(w) = D;(Aw) donc D;(A) inversible et (D,-(/’l))‘1 =D; (A7),

[Elggse il
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE i:ld B
it

[CIFE

E Propriétés des opérations élé-
mentaires

Propriété 70 : des opérations élémentaires

() Une opération élémentaire sur ses lignes ne
change pas le noyau d’une matrice.

(i Une opération élementaire sur ses colonnes
ne change pas I'image d’une matrice.

(i) Une opération élémentaire ne change pas
le rang d’une matrice.

Matrices échelonnées

Définition 38 : Matrice échelonnée

Une matrice M e ., ,(K) est dite echelon-
née en lignes (respectivement en colonnes) si
chaque ligne (respectivement colonne) débute
par un nombre strictement croissant de O jus-
qu’a ce gu’elles soient éventuellement nulles.

Propriété 71 : Toute matrice peut étre échelon-
née

Toute matrice peut étre transformée en une
matrice échelonnée en lignes (respectivement
colonnes) par des opérations élémentaires sur
les lignes (respectivement colonnes.)

On applique I'algorithme du pivot de Gauss aux lignes
(respectivement colonnes) de la matrice.

ﬂ Application au calcul durang

On ne change pas le rang par opérations élémen-
faires. Quelle est le rang d’une matrice échelonnée ?

Propriété 72 : Rang d’une matrice échelonnée

Le rang d’une matrice échelonnée en lignes
(respectivement colonnes) est le hombre de
lignes (respectivement colonnes) non nulles.
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H Application a l'inversion de
matrice

Propriété 73 : transformation en I,

Par des opérations éléementaires sur des
lignes (respectivement des colonnes), on peut
transformer une matrice inversible de ., (K) en
I.

Corollaire 11 : Famille génératrice de ¥.#,,(K)

Les maftrice d’opérations élémentaires en-
gendrent 4% ,(K).

H Systémes linéaires

n Traductions d’un systéme linéaire

On considére un systeme linéaire de n équations & p
inconnues dans K :

ay,1 X1 + ap2x2 +---t+ alypxp = bl
(S

ap,1X1 +ap2X2 +-++an,pXp = by

On rappelle que la matrice du systéme linéaire est dé-

finie par
ay ... ayp

: ) € Mn,p(K)

an ... an,p
et la matrice augmentée est

A=

Interprétations :
x1

by
[ ] Mqtricielle:six:( : )e’rb:( : ),__(S)@Ax:b
by

Xp

[ ] Equation linéaire : si u est I'application linéaire ca-
noniguement associée & A,

] (S) = u(x)=b<> xecu (b} \

m Formes linéaires : Soit pour i € [1,n] ¢; la forme li-
néaire de KP correspondant & la i¢ (canonique-
ment associée a la i® ligne de A) :

KPP — K
@i
X — ai,1x1+~--+a,-,pxp

alors| (S) <= Vie[Ln], ¢;x)=b; <= xe [) (pl-_l({b,-})
i€[1,n]

H Espace des solutions

Définition 39 : Rang d’un systéme

On appelle rang du systéme (S) le nombre
r=1gS=r1gA=rgu <min(n,p).

Propriété 74 : Structure de I'espace des solu-
tions du systétme homogéne

L'ensemble %y des solutions du systéeme ho-
mogéne (H) associé 4 (S) est un sous-espace
vectoriel de KKP de dimension dim %y = p —rg$.

Propriété 75 : Structure de I'espace des solu-

tions du systeme complet

L’'ensemble des solution #s est soit vide, soit
de la forme Fs = xg + % ol xg € KP est une so-
lution particuliere. C’est donc un sous-espace
affine de KP de direction #y.

Lorsque %5 = &, le systeme est dit incompa-
tible. Sinon il est compatible.

Propriété 76 : Rang et nombre de solutions

() Le systétme est dit de Cramer lorsque
n=p=rg(S) ie Ainversible.
Alors pour fout be K", il y a une unique solu-
tion.

(i Si rgS = n, le systéme a au moins une solu-
tion.

(ziih SirgS = p, le systeme a au plus une solution.

L'algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systemes
a été présenté dans un chapitre de début de d’année :
appliqué aux lignes de la matrice augmentée pour la
rendre échelonnée en lignes (& permutation éventuelle
desinconnues pres), il permet d’obtenir un systéme équi-
valent

p1Xj;+ = b
p2Xi,+ = b
(S) = prxj+ - = b
— /
0 = br+1
0 = b,

ou r =rg(8). i1 <...<ir. p1,...,pr NON NUIS, les n—-r der-
niéres équations sont les équations de compadtibilité, elle
permettent de savoir si s = @.

On fire successivement x; , puis x;_, jusqu'd x; en
fonction des autres inconnues. On retrouve la dimension
n—r.
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