Espaces vectoriels, applications linéaires, matrices

Dans tout le chapitre, IK désigne un sous-corps de C.

Définition 2 : Famille presque nulle, combinaison linéaire

n On appelle famille presque nulle de scalaire tout famille (1;);.; felle que A; #0
STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL (MP2l) pour un nombre fini de vecteurs seulement. On note K I'ensemble des familles
de scalaires presque nulles.

n Définition Si x1,...,x, sont des vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de x1,...,x,.
tout vecteur de la forme A;x; + -+ A x, OU (A1,...,A,) € K™,

Définition 1 : K-espace vectoriel La définition s’étend aux familles infinies de vecteurs en n’ayant qu’un nombre

. . . fini de scalaires non nuls : toute combinaison linéaire est nécessairement finie (d'ou
Soit E un ensemble et IK un corps. On appelle loi de composition externe sur E I'intérét des familles presque nulles de scalaires).

foute application Si F = (x;);¢;. les combinaisons linéaires d’éléments de # sont les ) A;x; ou

KxE — E iel
1) Aox (A'i)iEIEIK(I)-

On appelle espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel tout triplet (E, +,-) tel

que Propriété 1 : Produit cartésien de K-espaces vectoriels

m E est un ensemble, + est une loi de composition interne sur E et - est une loi . ,
e u comp Si |E,+,-| et |E+,-| sont des K-espaces vectoriels alors (E x F+,-) est un
de composition externe sur E. E'E F'F
K-espace vectoriel, avec les lois coordonnée & coordonnée : si A € K et

(x,¥),(x/,y') € ExF,

(E,+) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0g ou 0g.

m Pseudo-distributivité & droite : I
(xy)+(x"y) =

xgx’,y;y’)
VALpeK, VxeE, A+pw-x=1-x+pu-x.
s /’l~(x,y)=(/l~x,/1~y)

m Pseudo-distributivité & gauche : E F

VAeK, Yx,yeE, A-(x+y)=A-x+A-y.

e Remarque
m Pseudo-associativité : o i ) .
R1-— Se générdlise, par récurrence, au produit de n K-espaces vectoriels Ey x -+« x Ej.
VALpeK, VxeE, (Axp-x=2A-(u-x).
m Pseudo-élément neufre : VY x€ E, 1 -x=x.

Propriété 2 : Fonctions a valeurs dans un KK-espace vectoriel

Si X est un ensemble non vide et (F ;F) un K-espace vectoriel, alors (FX, +,-)
est un IKK-espace vectoriel avec les lois habituelles sur les fonctions.

({,f 9) SN @fﬁ)g ? [ﬂ) O é) X —3 f) . _.6(.1)
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Propriété 3 : Espaces vectoriels classiques

Sont des K-espaces vectoriels :

m (K, +x), m (KP,+,) pour fout ensemble D,
m (K" +,) pour fout neNN, m (K[X],+,),
= (KN4, ), m (KX),+9),

(C, +, x) est un R-espace vectoriel, et, plus genéralement, si IK est un sous-corps
de L, alors (IL, +, x) est un K-espace vectoriel.

E Sous-espace vectoriel

Définition 3 : Sous-espace vectoriel

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et F une partie de E.
On dit que (F +,-) est un sous-espace vectoriel de E lorsque (F +|F2) '|]K><F) estun
K-espace vectoriel.

Propriété 4 : Caractérisation det::« sous-espaces vectoriels

F est un sous-espace vectoriel de E
Fce
F#@ (0g€F)
4 Vx,yeF x+y€eF
V/le_]K, VxeF, Ax€F
Fce
F#@ (0g€F)
4 VAeK, Vx,yeF x+AyeF

(F stable par combin. linéaires)

g Voir exercice duTD : 1

T
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Intersection de sous-espaces vectoriels

Propriété 5 : Intersection de sev

Soit (Fy)ie; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors () F; est un sous-
iel
espace vectoriel de E.
SIFUL Sev A € by Fob Somo= pange de (2,7 )
, .
A Fegoovbc F

R2— [FuG est un sous-espace de E ssi F < G ou GcF.J

Remarque

Si FuG est un sous-espace de E et si F¢ G, alorson a xe F tel que x¢ G et si ye G,
x+yeFuG car sous-espace et comme x=(x+y)-y¢G, x+y¢ Gdonc x+ye€F et
y=(x+y)-xeFdonc G<F.

n Sous-espaces vectoriel engendré par une partie

Définition 4 : Sous-espaces vectoriels engendré par une partie

Soit E un K-espace vectoriel, AcE.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant A.

On le note Vect A ou Vectg A.

Si F=Vect A, on dit que A engendre F ou que F est une partie génératrice de F.

Propriété 6 : Caractérisation d’un Vect

Soit E un K-espace vectoriel, A < E. VectA est I'ensemble des combinaisons
linéaires d’éléments de A :

VectA={A1x1+-+Apxp ;ne€ N* x1,...,xp € A A1,..., Ap € K}.
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Remarque
R3— Si Aestfinie, A={x1,...,xp}. alors

P
Vect A =Vect (x1,...,Xp) = { Y Aixi; (/’ll,...,/lp)ele}
i:ﬂ/
=Kxp+--+Kxp.
R4— Vect AcFSsev<— AcF<—VxeA, xe€F.
R5— Si Ac B, alors Vect A c VectB.

Méthode 1 : Passer de famille génératrice a équations

On résout le systeme donné par le paramétrage traduisant le caractére générateur de
la famille en égalant les coordonnées : il y a plus d’équations que d’inconnues.

Les premiéres servent & déterminer les parametres du systeme, les autres formes des
équations de notre sous-espace apres élimination des parametres.

Méthode 2 : Passer d’équations & famille génératrice

Pour passer d’une systeme d’équations décrivant un sous-espace vectoriel & une fa-
mille génératrice de celui-ci, on résout le systéeme formé par les équations : certaines co-
ordonnées vont alors s’exprimer en fonction d’autres qui vont devenir des parametres et
donner une famille génératrice.

N 1
? Méthode 3 : Egalité de Vect
Pour montrer que Vect A = Vect B, on montre que
AcVectB

puis que
B c Vect A.

VERSION DU 24 sePTEMBRE 2024

H Familles de vecteurs

Définition 5 : Familles liées, libres, génératrices, bases

Soit E un K-espace vectoriel, ne N*, & = (x1,...,x,) € E™.

m La famille & est dite liée (ses vecteurs sont dit linéairement dépendants) lors-
qu’il existe une combinaison linéaire non friviale de ses vecteurs égale au
vecteur nul :

n
A, A0) e K"\{(0,...,00}, Y A;x;=0p
i=1

m La famille & est dite libre (ses vecteurs sont dit linéairement indépendants)
lorsqu’elle n’est pas liée, c’est-a-dire que toute combinaison linéaire de ses
vecteurs égale au vecteur nul est triviale : V (1,...,1,) € K",

n
Z/L,-x,- ZOEZVI'E[[I,I’I]], /li =0.
i=1

= La famille & est dite génératrice de E (ou engendre E) lorsque fout vecteur
de E est combinaison linéaire de ces vecteurs :

n
Vx€E, 3(M,..,An) e K", x=3 A;x;
i=1

c’est-a-dire E = VectZ.
m La famille & est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice dans E.

Toutes ces définitions s’étendent aux familles infinies, les combinaisons linéaires
restant toujours finies (les suites de coefficients (1;); sont presque nulles).

Remarque

R6 — Les couples de vecteurs liés sont les couples de vecteurs colinéaires, les triplets de
vecteurs liés sont les triplets de vecteurs coplanaires.
/\ Non colinéaires deux & deux ne suffit pas!
Par exemple, dans R3, les vecteurst = (1,0,0),'}= (0,1,0) et (1,1,0) sont non coli-
néaires deux & deux et pourtant, ils sont coplanaires donc linéairement dépendant.
R7 — A Dire que x et y sont colinéaires, c’est dire qu'il existe (A,w) # (0,0) tel que
Ax+py=0g, c'est-0-dire qu’il existe 1 e K tel quet.'y =Ax OU que x=0g.
R8 — Une famille contenant 0z est toujours liée. -

ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES, MATRICES - PAGE 3 SUR 24

A L

pim 3



y LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

S

Méthode 4 : Montrer qu’une famille est liée

m Pour montrer qu’une famille est liée, on cherche une combinaison linéaire nulle non
triviale de ses vecteurs.

m Cela peut parfois se faire par exemple en résolvant un systeme linéaire.
m On raisonne fréquemment par |I'absurde et/ou par récurrence.

m On peut aussi utiliser un argument de dimension (s'il y a plus de vecteurs que la di-
mension, la famille est liée).

T\

Méthode 5 : Montrer qu’une famille est libre

m Pour montrer qu’une famille est libre, on prend une combinaison linéaire nulle des
vecteurs, et on montre qu’elle est triviale : tous les scalaires sont nuls.

m I suffit aussi de concaténer des familles libres de vecteurs pris dans des sous-espaces
en somme directe.

Une famille de polyndmes non nuls & degrés étagés est libre.
On peut aussi, en dimension finie, utiliser un déterminant.
Dans un espace préhilbertien, une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

On verra dans le cours de réduction qu’une famille de vecteurs propres associés &
des valeurs propres distinctes est automatiquement libre.

Exemple

E1— La famille (1,cos,sin, cos(2-),sin(2") est libre dans RE,

fg Voir exercice duTD : 2

Propriété 7 : Famille de polynémes & degrés étagés

Toute famille de polynémes non nuls et & degrés étagés (¢’ est-a-dire deux &
deux distincts) est libre.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H

Exemple
E2- (X"),cn ©F Plus généralement ((X —a)™),,. sont libres et méme des bases de K[X].

Définition — Propriété 1: Coordonnées

B = (ey,...,ep) est une base de E si et seulement i
VxeE 3(xg,....xp) € K" x=x1e1+-+xpepn. Le triplet (xi,...,x,) est appelé
n-uplet des coordonnées de x dans la base 4.

Cette définition s'étend au cas ou % est infinie, les famille des coordonnées
étant presque nulles.

Remarque
R9 — Unicité = libre, existence = génératrice

Définition — Propriété 2 : Bases canonique

On a appelle bases canoniques de K", K[X], K, [X]. .4y, (K) les familles
® (0,...,0,1,0,...,00) ;< k< - t .
1 ks ‘uﬁi A Auﬁ <n
ke —_—
u (Xn)ne]N'
m (1,X,X2,...,X"),

m |E; ) .
( LI<i<n, 1<j<p

Remarque

R10— L'existence et I'unicité de la décomposition en éléments simples des fractions ratfion-
nelles fournissent des bases de R(X) et C(X).

Propriété 8 : Sur-famille et sous-famille

Toute sur-famille d’une famille liee ou génératrice I’'est encore.
Toute sous-famille d’une famille libre I’est encore.
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Propriété 9 : Complétion d’une famille libre

Soient E un K-espace vectoriel, ne N*, xi,...,xp,y € E. Somme directe (MPI)

m (x1,..0,%0,) libre<=>{ (51, %) fibre Définition 7 : Somme directe

y & Vect(xy, ..., Xn) Soit E un K-espace vectoriel, Fy, ..., F;, des sous-espaces vectoriels de E.
B (x1,...,Xp) li6e si et seulement s'il existe ig € [1,n] tel que x;, € Vect((xi)#io). On dit que Fy,..., F, sont en somme directe lorsque

Lorsque c’est le cas, on a alors \—)_ c Jr_“_l 4--+F, ) {afmbﬁ?w N=Aqp+-  —4H, oLt

Vect (x1, ..., Xp) = Vect (x;);4; - U ) - .
. Vieriad, 2, € F; 2t wmi qee

n On note alors
Sommes de sous-espaces vectoriels (MPI)

Définition 6 : Sommes de sev

Soit E un K-espace vectoriel, Fy,...,F, des sous-espaces vectoriels de E. On

n
Fi+-+F,=Fle--oF,=@F,.
i=1

note ) Remarque
n . i -
Fl+..+F,= Z F;= {1? ¢ =ty { N, o '7[,4)6 l‘l R Fn R15 — Comme pour des ensembles disjoints, il Ny a pas de notation pour dire que des sous-
=i b espaces sont en somme directe. La notation désigne la somme des sous-espaces,

. en rappelant que celle-ci est directe.
Ainsi,

N
xen (:} - . - = ’ _ e
l;Fl )(){-)’;"' Tfh)éfan \j A A+ lv}

Remarque Propriété 11 : Caractérisation

R11- AN\ Kx+Ky#K (x+y), en général. Fy,...,F, sont en somme directe si et seulement si
R12- /\ F+F=F,F-F=F,si Gestunsous-espace de F, F+G=F.
R13— SiA#0, AF=F, t/élil,-n)?lq)(f{']\( --)ci'hx

R14— /\ Engénéral, (F+G) nH#FnH+Gn H. Exemple : frois droites coplanaires.

Mt -+")£.q~:OE = VJL € [Jh;/"i,""'oj A :OE
(wial pen fore ) tuin i <o OEJ

Propriété 12: Cas de deux sous-espaces

Propriété 10

() Une somme de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

(i) Si Aq,...,An sont des parties de E, alors Deux sous-espaces F et G sont en somme directe si et seulement si Fn G ={0g}.
" /\ Le résultat est faux pour plus de deux sous-espaces.
U Ak

k=1

n
Vect = ) VectAy.

k=1
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I Exemple Exemple

£3- Dans R%, F=RR(1,0), G=RR(0,1) et H=R(1,1) E4— Dans RE les sous-espaces des fonctions paires et impaires sont supplémentaires.
E5 - Les sous-espaces BK[X] ef Kgegp—1 [X] sONt supplémentaires dans K[X].

Définition 9 : Sous-espaces supplémentaires

n Sous-espaces supplémentaires (MPI) Soient Fj, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que Fy,..., F,, sont supplémentaires dans E lorsque

Définition 8 : Sous-espaces supplémentaires j{_ _ -
BF-E
=

Soient F et G des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
F et G sont difs supplémentaires dans E si et seulement si E = F e G c’est-a-dire

VxeE, 3! (xp,xG)€FxG, x=xp+xg. ) . - | ﬁ_’_ - )
=i
Remarque

R16- /\ Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire! Le complémentaire
d’un sous-espace vectoriel n“en est jamais un! (Pourquoi ?) Exemple

E6— B =(ey,...,ep) €5t Une base de E si ef seulement si les Ke; sont supplémentaires dans
1)

E. £<) E = @' [KQ.

4 o

Propriété 13 Voir exercice duTD : 3

() F et G sont supplémentaires dans E si et seulement si F+G=E et FnG={0g}.
(i II'n’y a pas unicité du supplémentaire en général.

m DiMENsION FINIE (MP2])

N,

Méthode 6 : Montrer que des sous-espaces sont supplémentaires n Espace de dimension finie

m Raisonner par analyse-synthese : si on a une décomposition x=a+ b, alors... a=... et
b =... (unicité sous réserve d’existence), et réciproquement de tels a et b conviennent Définition 10 : Espace de dimension finie
(d’'ou I'existence).

m Montrer que FnG = {0g} (en général plus facile) et F+ G = E (en général moins facile). Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille géné-

m En dimension finie, utiliser des bases (une concaténation de bases de chaque sev ratrice finie.
donne une base de I'espace entier, dite adaptée & la décomposition E = FeG) ou un Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.
argument de dimension dim F+dim G = dim E et, au choix, soit FNG = {0}, SOit F+G=E:
voir plus loin.

m Reconnditre les sous-espaces caractéristiques d’une symétrie ou d’une projection. Exemple

m Plus généralement, reconnaitre les sous-espaces propres d’un endomorphisme dia- i ) ) . o
gonalisable (voir cours de réduction). E7 — K[X] n"est pas de dimension finie. Pourquoi

m Reconnditre, si F est de dimension finie dans un espace préhilbertien, une décompo-
siion Fe FL = E.
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E Dimension, bases extraites et incomplétes

Propriété 14 : Existence de bases et leur taille

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}.
m E posséde des bases.
m Toutes les bases de E ont méme nombre d’éléments.

Définition 11 : Dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si E={0g}. on pose dimE = 0.
Sinon, on note dimE (ou dim E) le nombre de vecteurs de toute base de E.

fg Voir exerciceduTD : 5, 7

Propriété 15 : Taille des familles libres ou génératrices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Toute famille génératrice de
E possede au moins n vecteurs, foute famille libre de E posséde au plus n vecteurs.

Corollaire 1

Toute famille d’au moins n+1 vecteurs en dimension n est liée.

Théoréme 1 : Caractérisation des bases

Soit E un KK-espace vectoriel de dimension finie n # 0, % une famille finie de
vecteurs de E.

2B est une base de E si et seulement si elle contient n = dim E vecteur et elle est
libre ou génératrice.

VERSION DU 24 sePTEMBRE 2024

Théoréme 2 : de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}. De foute famille gé-
nératrice de E, on peut extraire une base de E.

Théoréme 3 : de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0. On peut compléter foute
famille libre de vecteurs de E en une base de E.

De plus, les vecteurs pour compléter peuvent étre choisis dans n’imporfe quelle
famille génératrice de E.

Corollaire 2

Si E un K-espace vectoriel de dimension finie n# 0, 4 une famille génératrice
de E et & une sous-famille libre de 4.

Alors on peut trouver une base % de E telle que ¥ soit une sous-famille de %
et B soit une sous-famille 4.

Dimension d’un produit d’espaces vectoriels

Propriété 16 : Base et dimension d’un produit cartésien

Si Ey,...,En sont des espaces de dimension finie, Ey x ... x Ey, I'est encore et
dimEy x...x Ep =dimEj +... +dim E,.

Si E est de dimension finie, E"™ |’est encore ef dimE"™ = ndimE.

n Dimension des sous-espaces

Propriété 17 : dimension des sous-espaces

Soit E un KK-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace de E.

Alors F est de dimension finie et dimF < dimE avec egalité si et seulement si
F=E.

L’entier dim E — dim F est appelé codimension de F dans E.

ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES, MATRICES - PAGE 7 SUR 24



y LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

ST g
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H Eﬂjﬁﬂf&‘u{g
2]
[C1E S

Définition 12 : Droites, plans Corollaire 3 : dimension d’une somme
/ n

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. , , . , -
P Soient F,...,F, des sous-espaces vectoriels de E de dmﬁenszon finie, alors Z F;

Un sous-espace de dimension 1 est une droite vectorielle de E, un sous-espace i =
de dimension 2 est un plan vectoriel de E. 4 de o : *é"" : . = R -
e dimemiion fime dim (I F) ¢ T din,
(Nt A
= 4
H Rang d’une famille de vecteurs . v =1
A€ C .éd/mgb& S /@\ Lom hee %(_ﬂ,ect&

Définition 13 : Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, # une famille d’éléments de E.
On appelle rang de & I'entier rg# = dim(Vect.F). Corollaire 4 : Sous-espaces supplémentaires en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, Fy,..., F, des sous-espaces de

Remarque

R17 — Si E est de dimension finie n, alors rg# < n. E.

Fi,...,F, sont supplémentaires dans E (ie E=F, &---& Fy) Si ef seulement si deux
des trois propriétés suivantes sont vraies :

) ) . L 7 F\i’ + - Fh = g

Soit E un K-espace vectoriel, & une ff)m//le d’éléments de E. 2 Fg. A Conk on Somme vk
() Si &' est une sous-famille de F, rgF <rgF. 3 / o .

e > L . . dimF, ¢ v Adim T, = obim €
(in Si & est finie, & est libre si et seulement si elle contient rg# vecteurs.

Propriété 18 : Rang d’une sous-famille, caractérisation des familles libres

Remarque Remarque
R1&- Ec?rr?ill?;ednesegg’gaslg methode du pivot de GauB permet de déterminer le rang d'une R19 — Enparticulier, pour deux sous-espaces, F et G sont supplémentaires dans E (ie E = FeG)
: si ef seulement si deux des trois propriétés suivantes sont vraies :
n 1. E=F+G.
. Py . 2. FnG= {OE}
Somme directe et supplémentaire (MPI) 3 dimE = dimF+dimG.

Propriété 19 : Caractérisation de la supplémentarité avec des bases

Soit E un K-espace vectoriel, F,..., F, des sous-espaces de dimension finie, A,
une base de F;, ¢ la famille obtenue en mettant bout & bout les 2, (concaténa-

tion). Corollaire 5 : Existence et dimension des supplémentaires
On a foujours que € engendre H = Fy +---+ Fy, ef, de plus, . PP

Tout sous-espaces vectoriel F d’un K-espace vectoriel de dimension finie E
. . 5 » admet un supplémentaire dans E.
On dif alors que la base ¢ olenH S CRIBIENSE €1 el e ECR B 1/ I Dol De plus, si p=dimF et n=dimE, fout supplémentaire de F est de codimension

On g alors dim(F; @ -+ & Fp) = Y dimF;. p, c’est-a-dire de dimension n— p.
i=1

les F; sont en somme directe si et seulement si € est libre donc une base de H.
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Exercice 1
Soient ne N, x,...,x, € K deux a deux distincts, et pour tout i € [0, ],

Fi={PeKulX], ¥ je0,n]\ i}, P(xj)=0}.

n
Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de K, [X] tels que K, [X] = @ F;.
i=0

Formule de Grassmann

Propriété 20 : Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel et F, G des sous-espaces de dimension finie.

dim(F+ G) =dim F + dim G —dim(F N G).

fg Voir exercice duTD: 6

m APPLICATIONS LINEAIRES (MP2I)

Il Généralités
n Définition
Définition 14 : Application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u: E— F.
On dit que u est une application linéaire lorsque

Vx,y€E, u(x+y)=u)+u)
VxeE, VAeK, u(Ax)=Au(x)
ce qui s’écrit aussi

Vx,yeE, YAeK, u(x+Ay)=u)+Au).

On note Z(E,F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
m Si u est bijective, on parle d’isomorphisme (d’espaces vectoriels).
m Si E=F, on parle d’endomorphisme et on note £(E) = £(E, F).
m Si E=F et u est bijective, on parle d’automorphisme.
m Siue Z(E K), on dit que f est une forme linéaire.
m On note Z(E,KK) = E* appelé dual de E I’ensemble des formes linéaires sur E.

c
Remarque K Hne

R20 - Ne pas confondre E* et E\{0g}.

R21 — Une application linéaire est en particulier un morphisme de groupe de (E, +) sur (E +).

~
Exemple

s — Dérivation, intégration. é = é 4 Jo

E9 — Homothéties vectorielles /) | A= -

— ¥

E10 - Morphisme d'évaluation de EP dans E. ,é ) 'é] (a) pw A/ t‘jﬁ,
E11 — Morphisme des fonctions polynomiales associées aux polynémes. P — )D
E12 - Latrace sur 4, (K). )
E13 - La fransposition sur 4, , (K) vers 4, n(K). [\ F3 A T

H Propriétés

Propriété 21

Soient E, F, G trois IK-espaces vectoriels et ue £(E, F).
() ug)=0p
(i) ¥x1,....,xp€E, YA1,....,ApeK,

u(i:il/lixi) _ i:il/liu[xi).

(i Si A est une partie de E, u(Vect A) = Vect(u(A)).

(iv) SiE'" estun sous-espace vectoriel de E, up € £(E', F) (u induit une application
linéaire sur E").

(v) Siu est bijective (isomorphisme) alors u™! € £ (F,E).
(Vi) (Z(E,F),+,") estun K-espace vectoriel.
(vih) Siue L(E,F) etve L(FG), voue Z(E,G).
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(viiy Si E" est un sous-espace vectoriel de E et F' est un sous-espace vectoriel de F,
u(E') est un sous-espace vectoriel de F et u™1(F') est un sous-espace vectoriel
deE.

Noyau et image

Définition 15 : Noyau et image
Soit ue £ (E,F).
® Le noyau de u est

Keru=u"'({0p}) = {x€ E | u(x) =0} € 2(E).

= L'image de u est
Imu=u(E)={u(x); xe€ E} € P(F).

Remarque

R22 - L'image de u est en fait I'image de u vu comme simple fonction et le noyau de u est
le noyau de u vu comme un morphisme de groupes additifs.

Propriété 22

Soit ue #(E,F).
() Imu et Keru sont des sous-espaces vectoriels de F et E respectivement.
(i u est injective si et seulement si Keru = {0g}.
(i) u est surjective si et seulement silmu = F.

(iv) Si E' est un sous-espace vectoriel de E, alors Ker(up) = E' nKeru ef
Im (1) = u(E).

fg Voir exercice duTD : 13

n Rang

Propriété 23

Soit ue £(E,F) avec E ou F de dimension finie.
Alors Imu est de dimension finie au plus min(dim E, dim F).

ST g
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H Eﬂjﬁﬂf&‘u{g
2]
[C1E S

Définition 16 : Rang

Soit ue £(E,F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u |'entier rgu = dim(Im w).
Si 2 est une base de E, alors rgu = rg (u(%)).

Remarque
R23 — On a foujours rgu < min(dim E,dim F).

Propriété 24 : Effet sur le rang de la composition par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant & gauche ou & droite par un isomor-
phisme.

g Voir exercice duTD : 19, 20

E Endomorphismes

n Structure d’algébre

Propriété 25

(ZL(E), +,0,) est une KK-algébre non commurtative et non intégre si dimE > 2.

Si u,ve L(E),onnote uv=uov, u" =uo---ou pour ne N* et 10 =idg.
—_——

n fois

Définition 17 : Polyndme en un endomorphisme

SiP=ag+a X+ +apX" € K[X], on peut définir P(u) = doidg fraju+ -+ anu’.
Lorsque P(u) = 0.4 (g). on dit que P est un polynéme annwlateur de u.
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Propriété 26

(]I{[X],‘F,X,') - (E(E),+,0,-)

Siue £(E), I'application est un morphisme de

P —  P(u)
K-algebres.
/\ En particulier, (P x Q)(u) = P(u) o Q(u).

Remarque

Plu) 2QLu) = (Px@) (W)

= £ )n)
:(Ué-‘;{l “{c P{M)

R24 — Deux polyndbmes en u commutent.

Propriété 27 : Binome

Siu,ve L(E) tels quefuov=wvo uy

alors pour fout ne N,

F‘

n

(u+n)"=Y
k=0

g Voir exercice du TD : 14, 15, 18, 21, 22, 23

n Groupe linéaire

Définition 18 : Groupe linéaire

L'ensemble des automorphismes de E est noté ¥.2(E) appelé groupe linéaire
de E.

Propriété 28 : Structure
(Y Z(E),0) est un groupe.
NP 6)\/%»]\{ d&mw&ﬁbg{; jjanw\.(g([;}l “""U)\

-(Q)- I
@ Méthode 7 : Montrer l'inversibilité et trouver I'inverse avec un polyndme
annulateur
Lorsque I'on a un polyndme P annulateur de u ayant un coefficient constant, on isole
le terme idg dans un membre et on factorise par u dans I'autre : on obtient alors v e £(E)
tel que uov =vou=idg ce qui donne l'inversibilité, et I’expression de I'inverse sous forme de
polyndme en wu.

VERSION DU 24 sePTEMBRE 2024

Exercice 2: CCINP 62 (sauf 2.b)

f! Voir exercice duTD : 12

c .
. Projecteurs

Définition 19 : Projection

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires :
FeG=E.
Tout vecteur x de E se décompose de maniere unique sous la forme x = xp + xg
OoU xp e F et xg€G.
On appelle projection (ou projecteur) sur F parallélement a G |'application
E — E
X — XF

On définit de méme la projection g sur G parallelement & F.
On dit que les projections p et g sont associées.

Propriété 29

Avec les notfations ci-dessus :

*p,geL(E) o p+q=idg e poq=qop=0g4F

Propriété 30 : Caractérisation

p est une projection (vectorielle) sur E si et seulement si g%};) et p?=pop=p.

Bl ammwwi)

() ImpeKerp=E
(ih p estla projection sur
F=Imp=Invp =Ker(p—idg)

parallelement & G =Kerp
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Remarque
R25 — A savoir retrouver sur un dessin.
R26 — On refiendra que
xeF=Imp <= xeKer(p—-idg) < p(x) = x.
Exemple
E14 — Projection sur 2 (fonctions paires) parallélement a .# (fonctions impaires) ?

Méthode 8 : Etude d’une projection
Reconnaitre et étudier une projection, c’est

1. vérifier que p e £(E) et pop = p pour un endomorphisme, ou P2 = P pour une matrice.
2. Chercher F =Ker(p—idg) et G=Kerp.

fg Voir exercice duTD : 16, 17

n Symétries

Définition 20 : Symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires :
FeG=E

Tout vecteur x de E se décompose de maniére unique sous la forme x = xg + xg
oU xp € F et x5 €G.

On appelle symétrie sur F paralléelement a G I'application s:

ie s=p- g avec les notations précédentes.

Propriété 31

() se L(E)
(i Si p projection sur F parallelement & G, s=2p —idg.

Propriété 32 : Caractérisation
s est une symétrie (vectorielle) sur E si et seulement si s € £ (E) et s2' =sos=idg.
Le cas échéeant, ( In W‘é’ )
() Ker(s—idg) @ Ker(s+idg) =E
(i s esf la symétrie pay rapport & F = Ker(s —idg) parallélement & G = Ker(s +idg)

{edwrs i, vniols

Ui 12 vy -

() = 4

5§10,
AdS = ¢
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Remarque
R27 - Si F={0g}, alors G=E et s=—idg : symétrie centrale.

'

Méthode 9 : Etude d’une symétrie

Reconnaifre et étudier une symétrie, c’est

1. vérifier que s e L(E) et sos=idg pour un endomorphisme, ou $% = I,, pour une matrice.
2. Chercher F =Ker(p —idg) et G=Ker(p +idg).

Détermination d’une application linéaire

n Image d’une base

Propriété 33 : Linéarité des formes i® coordonnée

Soit E un K-espace vectoriel et % = (e;);.; une base de E. Pour x € E, on note
(xi);c; Ses coordonnées dans 2.

E —

Alors pour fout i € I, I’'application ¢; : est une forme linéaire (i€

coordonnée).

Propriété 34 : Caractérisation par 'image d’une base

Soient E, F deux espaces vectoriels, 2 = (e;);.; une base de E et F = (f;);c; une
famille de vecteurs de F.
Il existe une unique application linéaire ue £ (E,F) telle que Yie I, u(e;)= f;.

Corollaire 6 : Applications linéaires coincidant sur une base

Soit  une base de E, u,ve ZL(E,F). Alors u= v si et seulement si u(#) = v(A).

Propriété 35

Soit 8 une base de E, ue £(E,F).

m u estinjective si et seulement si u(%) est libre.

m u est surjective si et seulement si u(%) engendre F.

m u est un isomorphisme si et seulement si u(%8) est une base de F.
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Remarque

R28 — u€ Z(E,F) est un isomorphisme si et seulement si I'image d’une base de E par u est
une base de F.

H Applications linéaires et dimensions

Propriété 36 : CNS pour que dimE = dim F

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors dimE = dim F < E et F sont isomorphes.

Remarque
R29 — L'étude de I'espace vectoriel K? se reporte sur fout IK-espace vectoriel de dimension

P ga, Ge?—€ iconocylione .
Propriété 37

Soient E, F deux KK-espaces vectoriels de dimension finie fels que dimE = dim F
etue L(E,F).
Alors u est injective < u est surjective < u est bijective.

Remarque
R30 — C’est en partficulier le cas pour tout endomorphisme en dimension finie.

Exemple : Interpolation de Lagrange

KX . ]Kn+1
nlXl ou x,..., xn sont deux & deux distincts.
2 —  (P(x0),P(x1),..., P(xn))

EI5— u

Exercice 3: CCINP 55, 87, 90

Propriété 38

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie tels que
dimE=dimF =n et ue £(E,F). Les propriétés suivantes sont équivalents :

() uisomorphisme
(i u estinversible & gauche
(iify u est inversible & droite

(iv) rgu=n

VERSION DU 24 sePTEMBRE 2024

Dimension de #(E, F)

Propriété 39

Soit E et F deux KK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors £(E, F) est de dimension finie ef dim £(E,F) = dimE x dim F.
Remarque

R31—- /\ Z(E) est de dimension (dimE)?.

n Décomposition d’applications linéaires (MPI)

Théoréeme 4

P
SiE=EPE; et pour fout i, u; € £(E;,F), alors
i=1

n Théoréeme du rang

Théoréme 5 : et formule du rang

ue £ (E,F) induit un isomorphisme de fout supplémentaire H de Keru sur Im u.
Si, de plus, E est de dimension finie, dim E = dimKer u + rg u.

Remarque

R32- A\ Engénéral, Keru et Imu ne sont pas supplémentaires.

Exemple
E16— u:(x,y)— (3,0)

Corollaire 7

Si E est de dimension finie, u est injective si et seulement si rgu = dimE.
Si F est de dimension finie, u est surjective si et seulement si rgu = dim F.
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Exercice 4 : CCINP 64, 93 : question 1, 60 Remarque : Equation d’un hyperplan
E o . R34 — Si B=(e,...,ep) €St Une base de E et H =Kerg un hyperplan.
Formes linéaires et hyperplans Pour fout x€ E, x = x1e] +-+-+ xpen donc

E désigne un K-espace vectoriel. @x) = x1p(e1) +--+xpplen).

Définition 21 : Formes linéaires sllon note &; = g(e;). on cbfient

XeEH<—ajx;+--+anxp=0.
On rappelle que les formes linéaires sont les ¢ € £ (E, KK) et que (HP) E* = Z(E,K) 11 e
est appelé espace dual de E. Réciproquement, foute équation de H donne une telle forme linéaire ¢.

La propriété précédente nous dit que tfoutes les équations de H sont colinéaires.
Remarque
R33 — En dimension finie, dimE* = dim E.

Propriété 41 : Systéeme d’équations d’un sous-espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec dimE =n ef dimF = p fels que p < n,
fg Voir exercice du TD : 24, 25 alors F est I'intersection de n— p hyperplans distincts.
Définition 22 : Hyperplan RS ETEIE
On appelle hyperplan de E tout sous-espace de E €gal au noyau d’une forme R35— Cela traduit le fait que le sous-espace puisse étre décrit par un systéme de n—-p
linéaire non nulle de E. équations indépendantes.
Théoréme 6 : Caractérisation des hyperplans n . . P
Solutions des problémes linéaires (MP21)

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont équiva-

lentes : Définition 23 : Probléme linéaire

() H esI un hyperplan  (noyau d‘une forme linéaire non nulle : Un probléme linéaire est un probléme conduisant & une équation du type
dpe E*\{0g+}, H=Kerg.) u(x) = b oll ue L(E F) et be F un vecteur fixé, I'inconnue x étant un vecteur de
(i H est un supplémentaire de foute droite D ¢ H.

(i H est un supplémentaire d’une droite D ¢ H.

. Propriété 42 : Structure de I'ensemble des solutions
Corollaire 8

‘ ?n

Soient g1,z € E* \ {0g+}. L’ensemble des solution de cette équation est

m soit vide (si b ¢ Tm u)

K =K —3IJ1e K", =Ago. . ) . ,
S =R L= m Soit un sous-espace affine de E de direction Keru, donc de la forme

Propriété 40 : Cas de la dimension finie X +Keru
En dimension finie, les hyperplans de E sont exactement les sous-espaces de ou xg est une solution particuliére et Keru est I'espace vectoriel des solutions
dimension n—1. de I’équation homogéne u(x) = 0.

ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES, MATRICES - PAGE 14 SUR 24


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Exemple

17 - Equations différentielles linéaires

E18 — Suites arithmético-géométriques.

E19 — Systémes linéaires.

. K[X] . ]Kn+l

£20 — Inferpolation de Lagrange u:
—  (P(xp),...,P(xpn))

Connaissant une solution Py, I'ensemble des solutions est Py + Ker u.

m CALCUL MATRICIEL

K désigne un sous-corps de C.
Sauf mention contraire, n, p, g, r, s désignent des entiers naturels non nuls.

n Espaces de matrices

Propriété 43 : Espace vectoriel de matrices

() tnpK),+,) a une structure de K-espace vectoriel, d'élément nul

0..0
0.t () =(z )
0..0

(i) dim.4p,p(K) =

Remarque

R36 — dim./,(K) = n? (et non n!)

Définition 24 : Base canonique
On appelle base canonique (11, E1 2, ..., En,p) OU

0..0y
Ei,j:(i 15)”
0..0

mi,1 my,p
M= ( Do ) s'écrit de maniére unique ) m; ;E; ;.
ij
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Propriété 44 : Ccefficients des matrices élémentaires

Vi ke[l,n], ¥j,¢e[Lp], [Ei,j)k[ =

On définit
A, p ) x Mp,q(K)  —  Mn,q(K)
(A, B) — C=AxB

p
avec ViE[[l,n]], VjE[[l,qﬂ, Ci,j= Z a,-'kbk'j.
k=1

Remarque

R37 - SiLy,...,Lp sont leslignes de A et Cy,...,Cq les colonnes de B :
B¢ i=L;ixCj.
B leslignesde AxBsont Ly xB,...,L, x B.
m Les colonnes de Ax B sont Ax Cy,...,Ax Cq.

R38 — On retiendra que la multiplication & gauche agit sur les lignes, et la multiplication &
droite sur les colonnes (comme les indices).

R39 — A Il faut que les tailles soient compatibles pour multiplier des matrices.
Méme si les matrices sont carrées, le produit n’est pas commutatif (sauf si n=11).

Propriété 45 : Bilinéarité, associativité, neutre

(i) Associativité : Soient A€ My, p(K), B M)y 4(K), C e My K). Ax(BxC) = (AxB)xC
(ify Bilinéarité : Soient A€ 4y, p(K), B € 4y 4(K). A— AxB et B— Ax B sont linéaires.
(iify Neutre : Si A€ My p(K), AxI=Ipx A=A

Propriété 46: E; ; x Ey. ¢
Lorsque les tailles sont compatibles,

EjjxEg¢=
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Remarque

R40 — A Les différentes E, . ne vivent pas dans les mémes espaces de matrices (ne sont
pas de mémes tailles.)

Théoréme 7 : Produit par blocs

P q ros
Soit les matrices par blocs M = (4 B) 1121 etN=(EL) %5 ol A,B,C,D,E, F,G, H sont des
matrices de format correspondant. Alors

AE+BG AF+BH
MxN = € Mnp+m,r+sIK).
CE+DG CF+DH

E Transposition

Définition 26 : Transposée
Soit A€y, (IK). On appelle transposée de A la matrice AT e .4, ,(K) felle que

v, pelLplx[Ln] (AT); ;=@

Remarque

R41 - 'A notation frangaise. AT notation anglo-saxonne, donc internationale.

Propriété 47 : de la transposition

MppyK) — My n(K)
Soit T:| P -
A — AT
() Linéarité : Si A,B e 4y, p(K) et 1€ K,
(A+B)T=AT+BT et (AAT=24T
(i T estinvolutif : si A,B € 4y, (K), (AT)T = A,
(iif) Si A€ Mn,pK),B € MpqK), (Ax B)T =BT x AT,

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H

Matrices carrées

n La K-algébre ., (K)
Propriété 48 : Algébre des matrices carrées

(M (K),+, x) est un anneau, ni commutatif ni infegre des que n > 2, d’élément
unité I,. Ainsi, (4, (IK), +, x,-) est une K-algébre de dimension n?.

Propriété 49 : Formules du Bindme et A" — B™

Si A, B € 4, (K) tels que , meN,

(A+Bm= 3 (m)AkBm_k
k=o\k

A™ _B™ — (A— B) (Am‘l + AM2B 4. 4 ABM2 +Bm_1)

Définition 27 : Groupe linéaire

On appelle groupe linéaire le groupe ¥.%,(K) des inversible de I'anneau
(M K), +, x).

Propriété 50

() @£,(K),x) est un groupe.

(i SiA,Be4Ln(K), AxBe4L,(K) et (AxB)"1=B~1xaA™l,
(i) SiAc 4L, (K), Al e gL, (K) et (A1) = A,
(iv) Sont equivalentes :

m A estinversible

m A estinversible & gauche

m A estinversible & droite

m les colonnes de A forment une famille libre
m les lignes de A forment une famille libre

(V) SiAe K\ {0} et Ac 9L, (K), MAe 9L, (K) et WA~ =171471,
(Vi) Ac 92 ,(K) si et seulement si AT € 4. ,(IK) et dans ce cas (AT) ™! = (a~1)T
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Méthode 10 : Calcul pratique

Pour démontrer I'inversibilité d’une matrice et calculer son inverse, on peut :
X1
m Résoudre le systeme A| :

Xn

N
= ( ] ) . i admet une unique solution si et seulement si A
¥

! X1 Y1
: ):A_1 : )
X.n J;n
m Effectuer des opérations élémentaires (pivot de Gauss) :

* soit exclusivement sur les lignes,
* soit exclusivement sur les colonnes,

se ramener A I, et effectuer les mémes opérations simultanément en partant de 1,
qui va devenir A1 si A est inversible.

m Reconnaitre une matrice de passage (cf plus loin).
m Ufiliser la formule de la comatrice si n =2 ou 3 (voir déterminant).

est inversible et alors on obtient

g Voir exercice du TD : 26 a 29, 33

n Matrices carrées particuliéres

Définition 28 : Matrices triangulaires, diagonales, scalaires

= On appelle matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) tfout
matrice M e .4, (K) telle que Vi> j, m; ;=0 (respectivement Vi< j, m;;=0.)
On note 7, (K) (respectivement 7,, (K) ) I'ensemble de ces matrices.
Lorsque les coefficients diagonaux sont également tous nuls, on parle de ma-
trice triangulaire stricte.

m On appelle matrice diagonale tout matrice carrée M € .4, (K) felle que
Vi#j, myj=0.

a  (0)

On note diag(ay, ..., an) =

© anl
On note 2, (K) I'ensemble de ces matrices.

m On appelle matrice scalaire toute matrice de la forme A1, ou 1 € K.

m On dit que S € 4, (K) est symétrique lorsque ST =Sie Vi, je[1,n], s;;=sj;
On note %, (K) = {Se 4, (K) | ST =S}.

m On dit que A e #4,(K) est antisymétrique lorsque AT = -A ie
\4 i,j € [[l,l’l]], aj,,- = —a,-,j. On note .an(]K) = {A€./ﬂn(]K) | AT = —A}.
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f! Voir exercice du TD : 30

Remarque
R42 — La diagonale d'une matrice anfisymétrique est nécessairement nulle.

Propriété 51 : Sous-algébres

2,K). T, XK) et g, (K) sont des sous-algebres de .#,(K) de dimensions
respectives

Remarque
==

0..0 (%)

0 ¢ .o
R43—Si0<£<n,( ) = .
© o
(0) o £
0
Idem avec les matrices triangulaires inférieures strictes.

Propriété 52 : Sous-espaces supplémentaires

 (K) et o, (K) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans 4, (K),
de dimensions respectives

Remarque

R44 — L'inverse d’une matrice (inversible) (anti)symétrique I'est encore, mais c’est faux pour
le produit en général.

c . .
. Trace d’une matrice carrée

Définition 29 : Trace

n
Soit A€ 4, (K). On appelle trace de A le scalaire rA= )" a; ;.
i=1

Propriété 53 : de la trace

(0 Linéarité : Si A,Be 4n(K) et Le K, tr(A+B) =trA+trB et tr(1A) = Atr A.
(i SiAe M, p(K) etBe Mp,n(K), tr(AB) = tr(BA).

/\ tr(ABC) =tr(CAB) = tr(BCA) # tr(BAC) en général. (Permutations circulaires seulement).
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Exemple On place dans les colonnes les coordonnées dans ¢ des images par u des
e21- A=(}9).B=({§)etc=(19). vecteurs de 2.
Lorsque ue £(E) (E =F : endomorphisme) et 8 =€, on note

f! Voir exercice du TD : 31 & 32 e e R

Propriété 54 : Isomorphisme de représentation matricielle

m MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES
LEF —  MnpK)

L'application est un isomorphisme (d’espaces

n u — A=Matg ¢ (1)
Matrice d’une application linéaire dans des bases vectoriels.)
Définition 30 : Matrice d’'une application linéaire
Remarque
m Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0 et 8 = (ey,...,e,) UNE R45 — On refrouve le fait que dim(Z(E, F)) = dim E x dim F.

base de E.

* Sl x=x1e1+...+xpe, € E, de coordonnées (xi,...,x,) dans 2, on appelle
matrice de x dans la base % la matrice colonne

Propriété 55 : Traduction matricielle de I’'évaluation

Soient E,F des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE ef n =dimF,

X1
X =Matg(x) = ( : ) € Mp,1(K) % une base de E et € une base de F et ue £(E,F).
Xn Pour tout x € E,
* Si F = (x1,...,Xp) € EP une famille de p vecteurs de E, 2 = (ey,...,ex) UNE Mate (1(x)) = Matgg ¢ (1) x Matgg (x).
base de E.
Pour tout j € [1, p]. on note (xy j,..., Xy, ;) les coordonnées de x; dans la Autrement dit, y = u(x) se fraduit matriciellement par Y = AX avec des notations évidentes.
JC],]'
base % (ie x; o Xj= (xf _ ) Propriété 56 : Traduction matricielle de la composée
nj
On appelle matrice de la famille & dans la base 2 la matrice rectangu- Soient E, E,G des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE, n = dimF,
laire q = dimG, 8 une base de E, € une base de F, 2 une base de G, uec ¥(E,F) et
Py ~ ve L(FG).
= atgg(XI,...,Xp)—( Xl ‘ Xz ‘ 000 ‘ Xp ] Mat%,ga(you):Math’@(U)XMat%'(g(u).
X1,1 - xlyp
. 3 ) € Mn,p(K) et donc
xn_l xn,p
On place dans les colonnes les coordonnées dans % des vecteurs de . Propriété 57 : Isomorphisme de représentation matricielle d’endomorphismes

m Si E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE et n = dimF,
B = (e1,...,ep) Uune base de E et € = (fi,..., fp) Une base de F et ue L(E,F).
On appelle matrice de I'application linéaire u dans les bases % au départ et ZE) — MK
¢ a l'arrivée la matrice rectangulaire u — Matg(u)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, 2 une base de E. Alors

est un isomorphisme de K-algébres.

A=Matg « (1) = Matg (u(%)) = Matyg (u(er),..., ulep))
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Exercice 5: CCINP 71, 59 sauf 3

fg Voir exercice du TD : 43, 46

E Application linéaire canoniquement associée

Définition 31 : Application linéaire canoniquement associée

Soient A € .y, (K). On appelle application linéaire canoniquement associée
a Al'unique ue L(KP, K" dont la matrice dans les bases canoniques est A.

N X1
Ainsi, écrire (y1,...,yn) = ulxy, ..., xp) revient & écrire =Al : )
Xp

Yn

Les colonnes de A contiennent les images par u des vecteurs de la base canonique de KP”.

Exemple
1 3
E22—- A= E./ﬂz’g(]K).
4 6
K — K2
Application linéaire canoniquement associée : u:
(x,,2) —

Définition 32 : Noyau, image, rang d’'une matrice

Soit A€ p,p(K), ul’application linéaire canoniquement associée & A. On déefi-

nit I'image, le noyau et le rang de A par :
0

Ker A= {Xedﬂpll(m | AX = ( : )} correspondant & Keru = {x € K? | u(x) =0p}
0

ImA={AX; X €., (K} corespondant & Imu = {u(x) ; xe KP}.

rg A=rgu =dim(Im A)

Propriété 58 : Lien avec les colonnes
Soit A€ Mn,pIK)

() ImA=Vect(Cy,...,Cp) OU Ci,...,Cp sont les colonnes de A.
(i) rgA= rg(Cy,...,Cp).
(iify Formule du rang : rg A+ dim(Ker A) = p.

VERSION DU 24 sePTEMBRE 2024

Propriété 59 : CNS d’inversibilité

Sont équivalentes :
() Ae un(K) estinversible

(i Son application linéaire canoniquement associée u est un automorphisme

(iil) Ker A= {(Z)}

(iv) tigA=n

f! Voir exercice du TD : 34, 36, 37, 38, 42

Changement de base

Définition 33 : Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, 2,2’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de 8 a 8’ notée Pg/, la matrice Matg (%8') dont
les colonnes sont les coordonnées dans 2 des vecteurs de %'.

Autrement dit PZ' =Matgg(%8') = Matgy g(idp).

Propriété 60 : Inversibilité

el
Toute matrice de passage est inversible et (Pg ) =pP2.

Remarque
R46 — La réciproque est vraie : toute matrice inversible est une matrice de passage.

P . . , ) 122
R47 — On en déduit une nouvelle méthode d’inversion de matrice : A= (

11 1), ue LR3)
_ B 012
canoniquement associé, # = (e, e, e3), B' = (€], €}, €}) = u(A).

/ — — / / /
e] = e+e el = -—e +2€2—63
e, = 2e1+eytes =>4 e = 20| -2e)+e}

/ / /

e; = 2ej+ex+2es e3 = —eytey

) , -12 0
Donc A est inversible et A™1 = ( 21 32 711).

ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES, MATRICES - PAGE 19 SUR 24



y LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

ST g
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H Eﬂjﬁﬂf&‘u{g
2]
[C1E S

Propriété 61 : Changement de base d’un vecteur

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, %, ' deux bases de E, x € E. n Matrices équivalentes

Si X =Matg(x) et X' = Matgy (x), alors
Définition 34 : Matrices équivalentes

X

Une matrice A de #y,,,(K) est dite équivalente & une aufre matrice B de
i 2—%' Z An,pK) si on peut frouver Ue 9.2, K) et Ve 92, K) telles que A= UBV.
Cela signifie aussi que A et B représentent une méme application linéaire.

_ B’ /
= P@ x X

Cela définit une relation d’équivalence.

Py . Py .

Propriété 62 : Changement de base pour une application linéaire Propriété 63 : Transposées de matrices équivalentes

Soient E, F des KK-espaces vectoriels de dimension finie, %,%' deux bases de E, A et B sont équivalentes si et seulement si AT ef BT le sont.
€,¢' deux bases de F, ue #(E,F).
Soient A=Matg (1) et A" =Matgy i (u). Alors

Théoréeme 8 : Rang et équivalence avec J;,

Une matrice Ae .y, p(K) est de rang r si et seulement si elle est équivalente a

€' B €' B B—B'
' / 7 Iy (0)
c’est-a-dire, si P= P% et Q=P% , r= :
B Q=Pg 0 Op—r,p-r
A'=Q7'AP ie A=QA'P!
Remarque

R48 — Par opérations élémentaires, on peut passer de A & J;.

Les opérations sur les lignes se traduisent par la multiplication & gauche par des ma-
frices inversibles, les opérations sur les colonnes se fraduisent par la multiplication &
droite par des matrices inversibles. On obtient alors explicitement U et V inversibles
Corollaire 9 : Changement de base pour un endomorphisme telles que UAV = J,.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, %,%' deux bases de E,

ue L. Corollaire 10

Soient A=Matg(u) et A’ = Matg (u). Alors ] . . . ]
() Deux matrices de méme format sont équivalentes si et seulement si elles ont

A = PZ x A x pg’ méme rang.
(ify Si A€ My,p(K), rgA=rg(AT).
(i) Le rang d’une matrice est celui de la famille de ses vecteurs lignes.

B' B —B B B—B
7 ~ . . !
c’est-G-dire, si P = P%

A'=p7lAap ie A=pA'P7! . .
e g Voir exercice du TD : 36, 47, 48
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H Matrices semblables

Définition 35 : Matrices semblables

Soient A, B € 4, (IK). A est dite semblable & B lorsqu’on l’'on a P € 9.4, (K) tel que

A=ppp~!

C’est une relatfion d’équivalence. Les classes d’équivalences s’appellent les classes de simi-
litude.

Remarque

R49 — Des matrices semblables sont équivalentes, mais la réciproque est fausse.
En particulier, des matrices semblables ont méme rang.

Propriété 64 : Caractérisation géométrique

A, B e 4, (IK) sont semblables si et seulement si elles représentent un méme en-
domorphisme.

Méthode 11

Pour montrer que deux matrices sont semblables, on peut intfroduire I’'endomorphisme
canoniquement associé & I'une et chercher une base dans laquelle on obtient I'autre.

Propriété 65 : Calculs avec des matrices semblables

Soient A,B e 4, (K) et Pe 4%, (K) telles que A=PBP™1,
() VkelN, Ak=ppkp-1

(i Ainversible ssi B I’est, et si c’est le cas, la formule précédente est valable dans
Z.

VERSION DU 24 sePTEMBRE 2024

Propriété 66 : La trace est un invariant de similitude

Si A et B sont semblables alors tr A= trB. La réciproque est fausse.

Définition 36 : trace d’un endomorphisme

Soit E K-espace vectoriel de dimension finie, u e £(E). On appelle frace de u,
notée tru, la trace de n’‘importe quelle matrice le représentant.

Propriété 67 : de la trace

tr est une forme linéaire sur £ (E) et si u,v e L(E), tr(uov) = tr(vo u).

Propriété 68 : a retenir! Trace d’un projecteur

La frace d’un projecteur est égale & son rang.

Exercice 6
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et py,...,p,, des projecteurs de E

m
dont la somme vaut idg. On note Fy,...,F,, les images de py,..., p;n. Montrer que E= @ F;.
k=1

g Voir exercice du TD : 39, 40, 44

n Rang et matrices extraites

Définition 37 : Matrice extraite

Soit A e y,p(K). On appelle matrice extraite ou sous-matrice de A foute ma-
frice dont les coefficients sont les a; ; pour (i, j) e I x J avec I < [1,n] et J<[1,p].

On notera Alj«; cette matrice, obtenue en supprimant des lignes et des co-
lonnes de A.
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. . -1
Propriété 69 : Caractérisation du rang T3, ;0T 14 = Ty A+ ) done Ty (4 inversiole et (7; () = Ty ;-

Le rang d’une matrice est I'ordre maximum de ses matrices extraites (carrées) Dilatation L; — AL; (respectivement C; — AC;) avec A # 0 se fraduit par la multiplication par une
inversibles. matrice de dilatation D; (1) & gauche (respectivement & droite) avec
1
o
m D;(V) = 1 — i®
OPERATIONS ELEMENTAIRES o -

Il existe 3 types d’opérations élémentaires : . .

i . D;(M)D;(w) = D;(Ap) donc D;(A) inversible et (D; (1)) =D; (A7)
Les permutations (ou plus exactement tfranspositions) L; < L; ou C; — C;. i(WD; ) = Di(Ap) i (1) (A7)
Les transvections L; —L; +AL; QveC k#i0u Cj — C;+AC, avec k# j.

Les dilations L; —AL; ou Cj —AC; avec A #0.

E Propriétés des opérations élémentaires

n Interprétation en termes de produit matriciel Propriété 70 : des opérations élémentaires
Les opérations élémentaires se fraduisent par des multiplications & gauche (pour les lignes) () Une opération élémentaire sur ses lignes ne change pas le noyau d‘une ma-
ou & droite (pour les colonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont la faille est égale aux trice
nombre de lignes respectivement colonnes correspondantes. ’
Permutations L; — L; (respectivement C; — C;) se traduit par la multiplication & gauche (respec- (i Une QDGFOT/O” élémentaire sur ses colonnes ne change pas I'image d’'une
tivement & droite) par la matrice de permutation (et plus précisément fransposition) : matrice.
1 (i) Une opération éléementaire ne change pas le rang d’une matrice.
©
1
[ 1
! :
Pijj= P . P P
: . Matrices échelonnées
1o 0
1
) Définition 38 : Matrice échelonnée
1
iL jL Une matrice M e .y, ,(K) est dite echelonnée en lignes (respectivement en
5 ) ) i colonnes) si chaque ligne (respectivement colonne) débute par un nombre stric-
P; j=1In. P jinversidle et P; ;= P; j. tement croissant de 0 jusqu’a ce qu’elles soient éventuellement nulles.
Transvections L; — L;+AL; (respectivement Cj—Cj +ACy) se traduit par la mulfiplication par une
matrice de fransvection T; (1) & gauche (respectivement Ty, ;(4) & droife : bien remarquer
la logique des indices!) avec Remarque
1
. © R50 — Si elle est carrée, elle est nécessairement triangulaire supérieure (respectivement in-
1 férieure).
T, ;) = A ) - e =In+AE; R51 — Siune ligne (respectivement colonne) est nulle, les suivantes le sont aussi.
©
1
1
je
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Exemple

Lo e H Application & I'inversion de matrice

E2- A=| 7, 1 est échelonnée en lignes. 2,3,-4,6 sont appelés pivots.
Propriété 73 : transformation en I,

@

000 0 00 Par des opérations élémentaires sur des lignes (respectivement des colonnes),
0 00 on peut transformer une matrice inversible de ., (K) en I,,.
2 0 00 A P f
E24- B=| | e est échelonnée en colonnes. —1,-1 sont les pivots.
g & Bt On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opérations exclusivement sur les lignes

ou les colonnes de A.
4 e Surleslignes: PiP_; - PlA=I, = A" =P Pr_;---P11y.
6 « Sur les colonnes : AQ1Q2-+-Q = In = A" = 1,Q1Q2 -+ Q..
8
9

n’est pas échelonnée en lignes (méme si elle est friangulaire).
Corollaire 11 : Famille génératrice de ¥.%,,(KK)

Les matrice d’opérations elémentaires engendrent 4%, (K).

E25—- C=

o o o
(= -

Propriété 71 : Toute matrice peut étre échelonnée n Systemes lineéaires

Toute matrice peut étre transformée en une matrice échelonnée en lignes (res- n ) , . L
pectivement colonnes) par des opérations élémentaires sur les lignes (respective- Traductions d’'un systeme linéaire
ment colonnes.) On considere un systeme linéaire de n équations & p inconnues dans K :

ayj1xytay2xp+---+ al‘pxp = b1
On applique I'algorithme du pivot de Gauss aux lignes (respectivement colonnes) de la S :
matrice. Ap,1 X1+ Ap2Xo +- -+ An,pXp = by

On rappelle que la matrice du systeme linéaire est définie par

n Application au calcul du rang ay) - ayyp
A:( : : )Edﬂn,p(]K)

On ne change pas le rang par opérations élémentaires. Quelle est le rang d’une matrice tn - amp
nl - an,

échelonnée?
et la matrice augmentée est
a1 ... ap by
Propriété 72 : Rang d’une matrice échelonnée M=
Le rang d’une matrice échelonnée en lignes (respectivement colonnes) est le Ay . Anp | bn

nombre de lignes (respectivement colonnes) non nulles. Interprétations :

X1 by
= Maticielle :5i - ;)e’rb:(;),

p by
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m Equation linéaire : si u est I’application linéaire canoniquement associée & A, L'algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systemes a été présenté dans un chapitre de
début de d’année : appliqué aux lignes de la matrice augmentée pourlarendre échelonnée en
‘ (S) = u(x)=b=xecu (b} lignes (& permutation éventuelle des inconnues pres), il permet d’obtenir un systéme équivalent
m Formes linéaires : Soit pour i € [1,n] ¢; la forme linéaire de KP correspondant & la ie (ca- p1%xi; + =
noniquement associée a la i° ligne de A) : P2, + = b
KP — K
@i ,
X = aj1x1++aipXp (S) = prxj, + = b}
1 0 = blr+1
alors| (S) = Vie[Ln], ¢;0)=b;<=xe [\ ¢; (b}
ie[1,n]
0 = b

n ou r =r1g(S), i <...< iy, p1,...,pr NON NUIS, les n—r derniéres équations sont les équations de
Espace des solutions compuatibilité, elle permettent de savoir si s = @.
On tire successivement x;, ., puis x;,_, jusqu’d x;; en fonction des autres inconnues. On re-

Définition 39 : Rang d’un systéme frouve la dimension n—r.

On appelle rang du systéme (S) le nombre r =rgS=rgA=rgu < min(n, p).

Propriété 74 : Structure de I'espace des solutions du systéme homogéne

L’'ensemble &y des solutions du systeme homogéene (H) associé a (S) est un
sous-espace vectoriel de KP de dimension dim %y = p —rg$.

Propriété 75 : Structure de I'espace des solutions du systéme complet

L’ensemble des solution #s est soit vide, soit de la forme Fs = xy + %y ol xg € IKP
est une solution particuliere. C’est donc un sous-espace affine de IKP de direction
Sy

Lorsque s = @, le systeme est dit incompatible. Sinon il est compatible.

Propriété 76 : Rang et nombre de solutions

() Le systéme est dit de Cramer lorsque n = p =1g(S) ie A inversible.
Alors pour fout be K", il y a une unique solution.

(in SirgS=n, le systeme a au moins une solution.
(ziiy SirgS = p. le systeme a au plus une solution.
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