Espaces vectoriels,

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

applications linéaires,
matrices

CAPACITES & COMMENTAIRES

Compléments d’algébre linéaire
Somme, somme directe d’une famille finie de sous-espaces vec-
toriels.
Si F1,...,Fp sonf des sous—e%poces de dimension finie,
dim( Y. ;) < Y- dim(F)
avec égalité si et seulemént si la $omme est directe.

Si Ey,...,Ep sont des sous-espaces de E fels que E = PE; etsi
u; € £(E;, F) pour tout i, alors il existe une et une seule ue £(E,F)
felle que ug; = u; pour fout i.

Matrices définies par blocs.

Opérations par blocs de tailles compatibles (combinaison li-
néaire, produit, fransposition).

Projecteurs associés & une décomposition de E en somme di-
recte.

Base adaptée & une décomposition en somme directe.

Interprétation géométrique des blocs.

La démonstration concernant le produit par blocs n’est pas exi-
gible.
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Dans tout le chapitre, K désigne un sous-corps de C.

“ STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

Il Définition

Définition 1 : K-espace vectoriel

Soit E un ensemble et K un corps. On appelle loi de composition externe sur E toute application

KxE — E
‘ 1x) — A-x
On appelle espace vectoriel sur K ou K-espace vectoriel fout triplet (E, +,-) tel que

m E est un ensemble, + est une loi de composition inferne sur E et - est une loi de composition externe
surE.

(E,+) est un groupe abélien d’élément neutre noté 0g ou 0.
m Pseudo-distributivité & droife :

VALueK, VxeE, A+w-x=A1-x+pu-x.
m Pseudo-distributivité & gauche :
VAeK, Vx,yeE, A-(x+y)=A-x+A-y.

m Pseudo-associativité :
VAueK, YxeE, (Axp-x=A-(u-x).

m Pseudo-élément neufre : Y x€E, 1k-x=x.
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Définition 2 : Famille presque nulle, combinaison linéaire

On appelle famille presque nulle de scalaire tout famille (A;);c; Telle que A; # 0 pour un nombre fini de
vecteurs seulement. On note K I'ensemble des familles de scalaires presque nulles.

Si x1,...,x, sont des vecteurs de E, on appelle combinaison linéaire de x,...,x,, fout vecteur de la
forme A1x;+ -+ 1,,x, OU (Aq,...,4,) € K"

La définition s’étend aux familles infinies de vecteurs en n"ayant qu’un nombre fini de scalaires non
nuls : foute combinaison linéaire est nécessairement finie (d’ou I'intérét des familles presque nulles de
scalaires).

Si F = (xi);e1. les combinaisons linéaires d’'éléments de # sont les ) A;x; ol (A;)ier € K.

iel

Propriété 1 : Produit cartésien de IK-espaces vectoriels

Si (E+) et
E'E

lois coordonnée & coordonnée : siAeK et (x,y),(x,y') € ExF,

F, JE’[:) sont des K-espaces vectoriels alors (E x F,+,-) est un K-espace vectoriel, avec les

A A ’ ’
(5)+(y) = (x4 ¥y 7

A (x,y)= (Aéx,/lﬁy)

Remarque
R1- Se généralise, par récurrence, au produit de n K-espaces vectoriels Ey x --- x Ej,.

Démonstration

Les propriétés sont héritées directement de celles de E et de F . il suffit de les écrire.
On a en particulier 0gxr = (0g,0F). [ |

Propriété 2 : Fonctions a valeurs dans un K-espace vectoriel

Si X est un ensemble non vide et (F, ;, ﬁ) un K-espace vectoriel, alors (FX, +, -) est un K-espace vectoriel
avec les lois habituelles sur les fonctions.

Démonstration

De nouveau, les propriétés sont héritées directement de celles de F : il suffit de les écrire.
On a en particulier 0x est la fonction constamment égale & 0F. [ |
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Propriété 3 : Espaces vectoriels classiques

Sont des IK-espaces vectoriels :

m (K, +, %), m (KP,+,-) pour fout ensemble D,
m (K", +,-) pourtout ne N, r (K[X],+,9),
w (KN +,1), m (K(X),+,9).

(C, +, x) est un R-espace vectoriel, et, plus généralement, si KK est un sous-corps de 1L, alors (IL, +, x) est
un K-espace vectoriel.

E Sous-espace vectoriel

Définition 3 : Sous-espace vectoriel

Soit (E, +,-) un K-espace vectoriel et F une partie de E.
On dit que (F +,-) est un sous-espace vectoriel de E lorsque (F + 2, k< r) €5t un K-espace vectoriel.

Propriété 4 : Caractérisation de sous-espaces vectoriels

F est un sous-espace vectoriel de E
FcE

F#J (0geF)

=
Vx,yeF x+y€eF

VAelK, VxeF AxeF

FcE

F#2 (0g€eF)
==

VAeK, Vx,yeF, x+AyeF

(F stable par combin. linéaires)

Démonstration

Comme pour les sous-groupes et les sous-anneaux : les propriétés sont hérités de celles sur E, seule la stabilité
de F par combinaisons linéaires est nécessaire. [ |

f! Voir exerciceduTD : 1

Intersection de sous-espaces vectoriels

Propriété 5 : Intersection de sev

Soit (F;)ier une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors () F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel
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Démonstration

C’est en effet une partie non vide de E (continent 0g) stable par combinaison linéaire (car les F; le sont). [

Remarque

R2— [Fu G est un sous-espace de Essi Fc G ou Ga F]

Si FUG est un sous-espace de Eetsi F¢ G, alorsona xe Ftelque x¢ G etsi ye G, x+ye FuG car sous-espace
et comme x=(x+y)-y¢G, x+yeGdonc x+yeFety=(x+y)—xeFdonc GcF.

ﬂ Sous-espaces vectoriel engendré par une partie

Définition 4 : Sous-espaces vectoriels engendré par une partie

Soit E un IK-espace vectoriel, AcE.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par A le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant
A

On le note Vect A ou Vect A.
Si F=Vect A, on dit que A engendre F ou que F est une partie génératrice de F.

Propriété 6 : Caractérisation d’un Vect

Soit E un IK-espace vectoriel, A< E. Vect A est I'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de A :

Vect A= {1 X1+ -+ Apxp ;ne N, x1,..., X0 € A Aq,..., A € K}

Démonstration

0] (1 F estbien un sous-espace vectoriel contenant A.
F seX ge E
C.

Réciproquement, si F est un sous-espace vectoriel contenant A alors il contient N F
F seX 9e E
(e

Il s"agit bien du plus petit sus-espace vectoriel contenant A.

(i) On vérifie facilement que {A1x1+--+Apxp; neN*,x1,...,xp € A A1,...,Ap e K} est un sous-espace vectoriel
contenant A par caractérisation.

Réciproquement, tout sous-espace vectoriel contenant A contient nécessairement
{Mxi++Apxn; neN* x1,..., xp € A Ny,..., Ap e K} [

Remarque
R3 - Si Aestfinie, A={xy,...,xp}, alors

14
Vect A = Vect (x1,...,xp) = { Y Aixi; (A1,..sAp) E]KP}
i=1

=Kx;+---+Kxp.

R4— Vect AcFSsev<— AcF<—=VYxeA, xeF.
R5— Si Ac B, alors Vect A c Vect B.

ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES, MATRICES - PAGE 6 SUR 46


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 27 SEPTEMBRE 2024

Méthode 1 : Passer de famille génératrice a équations

Onrésout le systéeme donné par le paramétrage traduisant le caractére générateur de la famille en égalant les
coordonnées : il y a plus d’équations que d’inconnues.

Les premieres servent & déterminer les parameétres du systeme, les autres formes des équations de notre sous-
espace apres élimination des parametres.

Méthode 2 : Passer d’équations & famille génératrice

Pour passer d’une systeme d’équations décrivant un sous-espace vectoriel & une famille génératrice de celui-
ci, on résout le systéme formé par les équations : certaines coordonnées vont alors s’ exprimer en fonction d’autres
qui vont devenir des parameétres et donner une famille génératrice.

N

Méthode 3 : Egalité de Vect
Pour montrer que Vect A = Vect B, on montre que

AcVectB

puis que
B cVect A.

H Familles de vecteurs

Définition 5 : Familles liées, libres, génératrices, bases

Soit E un K-espace vectoriel, ne N*, & = (xy,...,x,) € E".

= La famille & est dite liée (ses vecteurs sont dit linéairement dépendants) lorsqu’il existe une combi-
naison linéaire non triviale de ses vecteurs égale au vecteur nul :

n
A1,..., An) K"\ {(O,...,0)}, ) A;x;=0g
i=1

= La famille & est dite libre (ses vecteurs sont dit linéairement indépendants) lorsqu’elle n‘est pas
liee, c’'est-O-dire que toute combinaison linéaire de ses vecteurs égale au vecteur nul est triviale :
Y (Ay,...,Ap) € KP,

n
Z)L,-xizo};:Vie[[l,n]], Ai=0.
i=1

= La famille & est dite génératrice de E (ou engendre E) lorsque tout vecteur de E est combinaison
linéaire de ces vecteurs :

n
Vx€E, 3An...,.An) €K", x=) A;x;
i=1

c’est-O-dire E = Vect Z.
m La famille &# est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice dans E.

Toutes ces définitions s’'étendent aux familles infinies, les combinaisons linéaires restant toujours finies
(les suites de ceefficients (1;); sont presque nulles).

Remarque

R6 — Les couples de vecteurs liés sont les couples de vecteurs colinéaires, les triplets de vecteurs liés sont les triplets
de vecteurs coplanaires.
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A Non colinéaires deux & deux ne suffit pas!

Par exemple, dans R3, les vecteurs x = (1,0,0), y = (0,1,0) et z = (1,1,0) sont non colinéaires deux & deux et
pourtant, ils sont coplanaires donc linéairement dépendant.

R7 - A Dire que x et y sont colinéaires, c’est dire qu’il existe (A, ) # (0,0) tel que Ax+ uy = 0g, c’est-a-dire qu’il
existe 1e K tel que y=21x OU que x =0g.

R8 — Une famille contenant 0g est toujours liée.

Propriété 7 : Famille de polyndmes & degrés étagés

Toute famille de polynémes non nuls et & degrés étagés (¢ est-a-dire deux & deux distincts) est libre.

Démonstration

Si F = (Py,...,Pp) famille de polyndmes non nuls & degrés étagés, avec degP; < degP;.; et 11,...,1, € K tels que
MPy+--+ APy ZOIK[X]'
Si, par I'absurde, I'un des A; n“est pas nul, soit p =max{i € [1,7] | A; #0}. Alors

—Appp =P+ +/1p_1Pp_1

deg<degP)
avec 1, #0, ce qui est contradictoire. Donc Ay =---= 1, =0 et la famille est libre.
La démonstration s’étend au cas des familles infinies, les combinaisons linéaires étant toujours finies. [ |

Exemple
E1— (X"), o e plus généralement (X -a)"), .y sont libres et méme des bases de K[X].

Méthode 4 : Montrer qu’une famille est liée

m Pour montrer qu’une famille est li€e, on cherche une combinaison linéaire nulle non triviale de ses vecteurs.
m Cela peut parfois se faire par exemple en résolvant un systeme linéaire.

m On raisonne fréquemment par |I'absurde et/ou par récurrence.

m On peut aussi utiliser un argument de dimension (s’il y a plus de vecteurs que la dimension, la famille est liée).

Méthode 5 : Montrer qu’une famille est libre

m Pour montrer qu’une famille est libre, on prend une combinaison linéaire nulle des vecteurs, et on montre
qu’elle est triviale : tous les scalaires sont nuls.

Il suffit aussi de concaténer des familles libres de vecteurs pris dans des sous-espaces en somme directe.
Une famille de polyndmes non nuls & degrés étagés est libre.

On peut aussi, en dimension finie, utiliser un déterminant.

Dans un espace préhilbertien, une famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

On verra dans le cours de réduction qu’une famille de vecteurs propres associés & des valeurs propres dis-
tinctes est automatiquement libre.

Exemple

£2— La famille (1,cos, sin, cos(2-),sin(2-)) est liore dans RE,
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fg Voir exercice duTD : 2

Définition — Propriété 1: Coordonnées

B = (e1,...,e,) €St une base de E si et seulement sivxe E, 3!(xy,...,x,) € K", x=x1e1+---+x,e,. Le triplet
(x1,...,x,) st appelé n-uplet des coordonnées de x dans la base 4.
Cette définition s’étend au cas ou £ est infinie, les famille des coordonnées étant presque nulles.

Remarque
R9 — Unicité = libre, existence = génératrice

Démonstration

Le caractére générateur équivaut & I'existence.
S’ily a unicité, pour x =0g, on frouve que % est libre.
Si, réciproguement, % est libre, et si  (x1,...,x,) et (x],..,x;) conviennent, alors

n
Y. (x; —x)e; =0 donc pour tout i, x; = x; car 2 est libre. [ |
i=1

Définition — Propriété 2 : Bases canonique

On a appelle bases canoniques de K", K[X], K, [X], 4, ,K) les familles
= (0,...,0,1,0,...,0) 1 <k<n-
1

ke
L] (Xn)nE]N:

= (1,X,X%...,X"),

" (Eij)icicn 1<j<p

Remarque

R10 - L'existence et I'unicité de la décomposition en éléments simples des fractions rationnelles fournissent des
bases de R(X) et C(X).

Propriété 8 : Sur-famille et sous-famille

Toute sur-famille d’une famille liee ou génératrice I’est encore.
Toute sous-famille d’une famille libre I’est encore.

Démonstration

= Si & sous-famille de &', alors

* si F estliée, on a une combinaison linéaire non triviale de vecteurs de & donc de &’ égale au vecteur
nul.

* si # est génératrice, tout vecteur de E est combinaison linéaire de vecteurs de & donc de &',
m Si 2 estlibre et £’ est une sous-famille de £, alors si x1,...,x, sont des vecteurs de £,

Mx1+-+Anxp=0g=>A1=---=1,=0
donc en particulier, si x1,...,x, sont des vecteurs de &/,

Alxl+...+/lnxn:0E:>A1:-~-:ﬂ,n:0_ [ |
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Propriété 9 : Complétion d’'une famille libre

Soient E un K-espace vectoriel, ne N*, xy,...,x,, y € E.

, (X1,...,xp) libre
m (x1,...,%n,y) libre = "
y ¢ Vect (xy,...,X,)
m (x1,...,%p) liée si et seulement s’il existe iy € [1,n] tel que x;, € Vect ((xi);z4,)-
Lorsque c’est le cas, on a alors
Vect (x1, ..., Xn) = Vect (X;)j, -

Démonstration

m (=) si(x1,...,x5,¥). qlors la sous-famille (xy,...,x,) I'est aussi et y ¢ Vect (x1,..., x,) sinon la famille serait lie.
(<) si (x1,...,xp) est liore et y ¢ Vect (x1,..., xp), QlOrs 8i A1 x1 + -+ Apxy + uy =0, g =0 siNON y € Vect (x1,..., Xp), PUIS

A =--=Ap=0cCar (x1,...,xy) estlibre. [ |
m S'il existe ig € [1,n] tel que x;, EVect(xi)#l-o, la contraposée de la propriété précédente nous dit que (x1,...,x,)
est liée.

Réciproquement, si (xy,...,x,) est liée, on a une combinaison linéaire non triviale des x; égale & 0g, ce qui
permet d’'écrire I'un des x; comme combinaison linéaire des autres.
Enfin, on a évidemment que Vect (x;); ,;, < Vect(x1,...,x,) €t réciproquement, si on a x;, € Vect (x;); .;, . alors pour

fout i, x; EVect((xl-]#iO) donc Vect (x1, ..., xp) < Vect (x;) 4, -

E Sommes de sous-espaces vectoriels [MPI]

Définition 6 : Sommes de sev

Soit E un K-espace vectoriel, Fy,..., F,, des sous-espaces vectoriels de E. On note

n
Fi+..4+F,=)Y Fi={x1+-+x, | Vi, x;€F;}.
i=1
Ainsi,

Fi—=3(x,...,xp) e F1 x---xFy, xX=Xx1++Xp.

n
X €

i=1

Remarque

R1T- /N Kx+Ky#K (x+y), en général.

R12 - A F+F=F,F-F=F,siGestunsous-espace de F, F+G=F.

R13— SiA#0, AF=F.

R14 - A En général, (F+G)n H+# Fn H+Gn H. Exemple : frois droites coplanaires.

Propriété 10
() Une somme de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
(i Si As,..., A, sont des parties de E, alors

n
=) Vect A.
k=1

Vect

n
U Ak
k=1
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Démonstration

Caractérisation des sous-espaces et vérifications directes. [

Somme directe [MPI]

Définition 7 : Somme directe

Soit E un K-espace vectoriel, F,..., F,, des sous-espaces vectoriels de E.

On dit que Fi,..., F, sont en somme directe lorsque pour tout xe F; +---+ F,,, |'écriture x = x; +---+ x,, oU
Vi, x;€F; estunique.

On note alors

Fi++F,=Fi & oF,=@F:.

Remarque

R15— Comme pour des ensembles disjoints, il Ny a pas de notation pour dire que des sous-espaces sont en somme
directe. La notation désigne la sommme des sous-espaces, en rappelant que celle-ci est directe.

Propriété 11 : Caractérisation

I,...,F, sont en somme directe si et seulement siV (xi,...,x,) € Fy x --- x Fy,

X1+ +xX,=0g=>x1=:--=Xx,=0g.

Démonstration

Le sens = et immédiat (et sans intérét), pour I'autre sens, si xj + -+ +xp = x| +---+x;, Avec pour tout i, x;, x; € F;,

alors (x1 —x})+---+ (xn — x),) =0 donc (x; —x}) =+ = (xn— x},) = 0p. [ |
—_——— —_——
€eF €F,

Propriété 12 : Cas de deux sous-espaces

Deux sous-espaces F et G sont en somme directe si et seulement si FN G = {0g}.
A Le résulfat est faux pour plus de deux sous-espaces.

Démonstration

Si F et G sont en somme directe et sixe FNG, x=x+0p =0g+x€ FoG donc x = 0g par unicité. On a aussi 0g € FNG
car c’est un sous-espace.

Réciproquement, si FnG={0g} etsix+y=0g avec xe Fet ye G, alors x=-ye FnG={0g} donc x=y =0g donc F
et G sont en somme directe. [ |

Exemple

E3— Dans R2, F=R(1,0), G=R(0,1) et H=R(1,1) sont tels que (1,0) + (0,1) — (1,1) = (0,0). La somme n’est pas directe
et pourtant FNG=GNnH=HNF=FnGn H={0}.
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B Sous-espaces supplémentaires [MPI]

Définition 8 : Sous-espaces supplémentaires

Soient F et G des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
F et G sont difs supplémentaires dans E si et seulement si E=Fe G c’est-O-dire

VxeE, 3 (xp,xg)€e FxG, x=Xp+Xxg.

Remarque

R16 — A Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire | Le complémentaire d’un sous-espace vectoriel
n’en est jamais un! (Pourquoi?)

Propriété 13

() F et G sont supplémentaires dans E si et seulement siF+G=E et FNG = {0g}.
@i II'n’y a pas unicité du supplémentaire en général.

@_ Méthode 6 : Montrer que deux sous-espaces sont supplémentaires

m Raisonner par analyse-synthése : sion a une décomposition x = a+b, alors... a = ... et b = ... (unicité sous réserve
d’existence), et réciproquement de tels a et b conviennent (d’ou I’existence).

m Monfrer que FnG =1{0g} (en général plus facile) et F+ G = E (en général moins facile).

m En dimension finie, utiliser des bases (une concaténation de bases de chague sev donne une base de I'es-
pace entier, dite adaptée a la décomposition E = Fe G) ou un argument de dimension dimF + dim G = dim E
et, au choix, soit Fn G ={0g}. soit F+ G = E : voir plus loin.

m Reconnaiire les sous-espaces caractéristiques d’une symétrie ou d’une projection.

m Plus généralement, reconnaitre les sous-espaces propres d’un endomorphisme diagonalisable (voir cours de
réduction).

m Reconnaitre, si F est de dimension finie dans un espace préhilbertien, une décomposition Fe F- = E.

Exemple

E4 - Dans RR les sous-espaces des fonctions paires et impaires sont supplémentaires.
E5— Les sous-espaces BK[X] et Kgegp-1[X] sont supplémentaires dans K[X].

Définition 9 : Sous-espaces supplémentaires

Soient F, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E.
On dit que Fi,..., F, sont supplémentaires dans E lorsque F; & ---& F,, = E c’est-O-dire

VxeE, 3Al(xy,...,xp)€F x---xF,, X=X1++X,.

Exemple
E6— B=(e1,...,en) €t Une base de E si ef seulement si les Ke; sont supplémentaires dans E.
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fg Voir exerciceduTD: 3

m DIMENSION FINIE

Il Espace de dimension finie

Définition 10 : Espace de dimension finie

Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie s’il possede une famille génératrice finie.
Dans le cas contraire, il est dit de dimension infinie.

Exemple
E7 — K[X] n"est pas de dimension finie. Pourquoi ?

E Dimension, bases extraites et incomplétes

Propriété 14 : Existence de bases et leur taille

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}.
m E posséde des bases.
m Joutes les bases de E ont méme nombre d’éléments.

Démonstration

m Un espace de dimension finie possede une famille génératrice finie et donc une base d’aprées le théoréme

précédent.
m Si % et ' sont deux bases de E, de taille n et n’ respectivement, Comme 2 est libre et &' est génératrice, le
lemme nous dit que n < n'. Par symétrie, n=n'. [

Définition 11 : Dimension

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Si E=1{0g}, on pose dimE = 0.
Sinon, on note dim E (ou dimy E) le nombre de vecteurs de toute base de E.

fg Voir exercice duTD : 5, 7

Propriété 15 : Taille des familles libres ou génératrices

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Toute famille génératrice de E posséde au moins n
vecteurs, foute famille libre de E possede au plus n vecteurs.
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Démonstration

Conséguence du lemme en considérant une base comme une famille libre puis comme une famille généro-
frice.

Corollaire 1

Toute famille d’au moins n+1 vecteurs en dimension n est liée.

Théoreme 1 : Caractérisation des bases

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n#0, 8 une famille finie de vecteurs de E.
% est une base de E si et seulement si elle contient n=dimE vecteur et elle est libre ou génératrice.

Démonstration

On pose & = (ey,...,en).

Le sens direct ne pose pas de probleme.

Si % est libre et contient n = dimE vecteurs, elle contient autant de vecteurs gu’une famille génératrice de E
donc est une base d’aprés le lemme.

Si 2 est génératrice et contient n vecteurs, alors si 28 éfait liée, on aurait i fel que e; € Vect (eg) ;.- Alors B = (ex) ;4
serait encore génératrice et posséderait n—1 < dim E vecteurs, ce qui est confradictoire.

Remarque
R17 — Dans la pratique, on montre que le famille est libre et possede le bon nombre de vecteurs.

Théoreme 2 : de la base extraite

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0g}. De foute famille génératrice de E, on peut
extraire une base de E.

Démonstration

Soit 9 = (v1,..., vp) une famille génératrice de E.
m Soit ¢, est libre et c’est une base de E, c’est ferminé.

m Soit ¢ est liee, et on a ip fel que v, EVeCt(v,-)#io. Quitte & réordonner, on suppose iy = n. Soit 1 = (vy,...,vp-1).
Alors E = Vect¥, = Vect¥4;. On peut donc recommencer le raisonnement.

Le procédé s’arréte et on finit toujours par obtenir une base de E.

Théoréme 3 : de la base incompléte

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0. On peut compléter toute famille libre de vecteurs
de E en une base de E.

De plus, les vecteurs pour compléter peuvent étre choisis dans n’importe quelle famille génératrice
de E.

Démonstration
Soit & et ¢ familles libre et génératrice de E respectivement. Soit
A= {taille(&") ; £’ libre obtenue par complétion de £ avec des vecteurs de ¥}

AcN, A# @ (contient la taille de ¥) et majoré par n=dimE. Donc A admet un plus grand élément. Soit 2 une
famille libre obtenue par complétion de ¥ avec des vecteurs de ¢ réalisant ce maximum.
On a Vect% c E = Vect¥.
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Sion a ve¥ tel que v ¢ Vecta, alors la famille £’ obtenue en gjoutant v & & est une famille libre obtenue par
complétion de ¥ avec des vecteurs de ¢ ce qui contfredit la maximalité de 2.
Donc ¢ cVect2 donc E =Vect¥ « 8 < E donc E = Vect % et & est une base de E.

Corollaire 2

Si E un K-espace vectoriel de dimension finie n # 0, ¢ une famille génératrice de E et ¥ une sous-
famille libre de 4.

Alors on peut trouver une base % de E telle que £ soit une sous-famille de % et %8 soit une sous-famille
4.

Dimension d’un produit d’espaces vectoriels

Propriété 16 : Base et dimension d’un produit cartésien

Si Ey,...,E, sont des espaces de dimension finie, E; x ... x E,, I’est encore et
dimE; x...x E, =dimE; +... +dimE,,.

Si E est de dimension finie, E"™ I’est encore et dimE"” = ndimE.

Démonstration
Tout couple (x,y) € E x F s’écrit de maniére unique

x1 (e1,0p) +---+xp (ep,0F) + y1 (0p, fi) +...+ yn (0E, fn) -

ﬂ Dimension des sous-espaces

Propriété 17 : dimension des sous-espaces

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F un sous-espace de E.
Alors F est de dimension finie et dim F < dim E avec égalité si et seulement si F = E.
L’entier dimE — dim F est appelé codimension de F dans E.

Démonstration

Soit F ={0g} et le résultat est direct.

Sinon, soit A= {taille(¥) ; £ famille libre de vecteurs de F}.

AcN, A# @ (contient 1) et majoré par n=dimE. Donc A admet un plus grand élément. Soit 2 une famille libre
de vecteurs de F réalisant ce moximum.

On a VectB cF.

SionaveZ tel que v ¢ VectA, alors la famille & obtenue en gjoutant v & % est une famille libre de vecteurs de
F ce qui confredit la maximalité de 4.

Donc F cVect% donc F =Vect% et 8 est une base de F.

Comme 2 est une famille libre de vecteurs de E, dimF < dimE.

S’ily a égalité, alors % est une base de E, donc F =Vect% =E.

Définition 12 : Droites, plans

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Un sous-espace de dimension 1 est une droite vectorielle de E, un sous-espace de dimension 2 est un
plan vectoriel de E.
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H Rang d’une famille de vecteurs

Définition 13 : Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel, # une famille d’éléments de E.
On appelle rang de & I'entier rg# = dim(Vect &).

Remarque
R18 — Si E est de dimension finie n, alors rg% < n.

Propriété 18 : Rang d’une sous-famille, caractérisation des familles libres

Soit E un K-espace vectoriel, & une famille d’éléments de E.
() SiF' est une sous-famille de &, rigF <1g%.
(i Si & est finie, & est libre si et seulement si elle contient rgF vecteurs.

Démonstration

(i) VectF' cVectZ.

(i) & est libre si et seulement si c’est une base de Vect Z si et seulement si elle contient dim(Vect &) = rg & vecteurs
(car c’est bien sar une famille génératrice). [

Remarque
R19 — En dimension finie, la méthode du pivot de GauB permet de déterminer le rang d’une famille de vecteurs.

ﬂ Somme directe et supplémentaire [MPI]

Propriété 19 : Caractérisation de la supplémentarité avec des bases

Soit E un K-espace vectoriel, Fy, ..., F, des sous-espaces de dimension finie, B, une base de F;, € la
famille obtenue en mettant bout & bout les &g, (concaténation).
On a toujours que € engendre H=F, +---+ F,,, et, de plus,

les F; sont en somme directe si et seulement si € est libre donc une base de H.

On dit alors que la base € de H est adaptée ala décomposition H=F, & --- & Fy,.
n

On a alors dim(Fy &+ @ F,) = )_ dimF;.
i=1

Démonstration

Pour deux sous-espaces, mais valable dans le cas général.
m F+G=Vect%Bg + Vect%Bg = Vect€ donc € engendre H.
m Si F et G sont en somme directe, alors on a déja vu que € est libre : si

M+ +Apfp+ui81+-+1qg8q=0F
€F €G

alors Ay fi+--+Apfp =181+ +1g8q = 0 Car F et G sont en somme directe, donc fous les ceoefficients sont
nuls car Br et B¢ sont libres. Donc € I'est.
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m Si¢ estlibre, alorssi x+y =0 avec x € F et ye G, comme x et y se décomposent dans Br et B¢ respectivement
et comme ¥ est libre, on obtient x = y=0g et F ef G sont en somme directe.

Corollaire 3 : dimension d’une somme

n
Soient F, ..., F, des sous-espaces vectoriels de E de dimension finie, alors )_ F; est de dimension finie

i=1
n
> Fi
i=1

et dim

n
< Z dim F; avec égalité si et seulement si la somme est directe.
i=1

Démonstration

n n
Avec les méme notation que précédemment, € engendre Y F; donc ) F; est de dimension finie et
i=i i=

n n
Y F;i| <faille(6) = ) dimF;.
i=1 i=1
La propriété précédent nous dit qu’il y a égalité si et seulement si la somme est directe.

dim

Corollaire 4 : Sous-espaces supplémentaires en dimension finie

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, Fi,...,F, des sous-espaces de E.
Fy,...,F, sont supplémentaires dans E (ie E=F, &---& Fy,) Si et seulement si deux des frois propriétés
suivantes sont vraies :
l. E=F +--+Fy,
2. La somme est directe.

n
3. dimE=) dimF;.
i=1

Remarque

R20 — En particulier, pour deux sous-espaces, F et G sont supplémentaires dans E (ie E = FaG) si et seulement si deux
des trois propriétés suivantes sont vraies :

1. E=F+G.
2. FnG={0g}
3. dimE =dimF +dimG.

Démonstration

m Si 1 ef 2 sont vrais, c’est la définition.
m Si 1 ef 3 sont vrais, la somme est directe d’apres la propriété précédente.
m Si2 ef 3 sont vrais, F; &---® F,, est un sous-espace de E de méme dimension, donc Fy &---e F, =E.

Corollaire 5 : Existence et dimension des supplémentaires

Tout sous-espaces vectoriel F d’un K-espace vectoriel de dimension finie E admet un supplémentaire
dans E.

De plus, si p = dimF et n = dimE, fout supplémentaire de F est de codimension p, c’est-a-dire de
dimension n—p.
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Démonstration

Il suffit de compléter une base de F (famille libre) en une base de E (Théoreme de la base incompléte). [

Exercice 1
Soient ne N, xy,..., x, € K deux & deux distincts, et pour tout i € [0, n],

Fi={PeKu[X], ¥ je[0,n]\ (i}, P(xj)=0}.

Montrer que les F; sont des sous-espaces vectoriels de KK, [X] tels que K, [X] = @Fi.
i=0

Formule de Grassmann

Propriété 20 : Formule de Grassmann

Soit E un K-espace vectoriel et F, G des sous-espaces de dimension finie.

dim(F + G) =dimF + dim G —dim(F n G).

g Voir exerciceduTD: 6

m APPLICATIONS LINEAIRES
II Généralités
n Définition

Définition 14 : Application linéaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u: E— F.
On dit que u est une application linéaire lorsque

Vx,y€E, u(x+y)=u(x)+u)

{ VxeE, VAeK, u(dx)=A2Au(x)

ce qui s’ écrit aussi
Vx,yeE, YA€K, u(x+Ay)=ux)+Au).

On note Z(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E vers F.
Si u est bijective, on parle d’isomorphisme (d’espaces vectoriels).
m Si E=F, on parle d’endomorphisme et on note £ (E) = Z(E, F).
m Si E=F et u est bijective, on parle d’automorphisme.
Siue Z(E,K), on dit que f est une forme linéaire.
= On note Z(E,K) = E* appelé dual de E I'ensemble des formes linéaires sur E.
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Remarque
R21 — Ne pas confondre E* et E\{0g}.

R22 - Une application linéaire est en particulier un morphisme de groupe de (E, +) sur (F,+).

Exemple
E8 — Dérivation, intégration.

E9 — Homothéties vectorielles

E10 - Morphisme d’évaluation de EP dans E.
E11 — Morphisme des fonctions polynomiales associées aux polynémes.

E12 - La trace sur 5, (K).

E13 - La transposition sur .4, p (K) vers .4y , (K).

n Propriétés

Propriété 21

Soient E, F, G trois IK-espaces vectoriels et ue £ (E, F).
(N u(p)=0F
(/i) Y x1,...,Xp €E, Vﬁl,...,ﬂn e KK,

n n
u (Z itixi) =Y Aiu(xy).
i=1 i=1

(i Si A est une partie de E, u(Vect A) = Vect(u(A)).
(iv) Si E" est un sous-espace vectoriel de E, up € £(E',F) (u induit une application linéaire sur E').
(v) Siu est bijective (isomorphisme) alors u™! € £(F, E).
(Vi) (Z(E,F),+,-) est un K-espace vectforiel.
(Vi) Siue L(E,F) etve L(FG), voue L(E,G).
(viify Si E" est un sous-espace vectoriel de E et F' est un sous-espace vectoriel de F, u(E') est un sous-

espace vectoriel de F et u='(F") est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration

0)
(it)
(iil

(iv)
W

(Vi)
(vii)
(viii)

2u(0g) = u(0g +0g) = u(0g). (Propriété de morphisme de groupes)
Récurrence.

n n
SixeVectA,onaneN, xi,...,xp € A, A1,..., Ane K fels que x= ) A;x; et donc u(x) = Y A;u(x;) € Vect(u(A)).
i=1 i=1

n n
Si yeVect(u(A), onanelN, xi,...,xp € A, Ay,...,Ane K telsque y= )" A;u(x;) et donc y = u(z )L,-x,-) € u(Vect A).
i=1 i=1

Immédiat.

Soit ue £(E, F) bijective, y1,y, e Fet 1€ K.

On a xj,x € E tels que y1 = u(xy) et y2 = u(xo).

Alors u™ (y1 +Ay2) = u™t (w(x1) + Au(x2) = u™Lou(xy + Axz) = x1 +Axp = u~ ! (y1) +Au~! (y2) en utilisant la linéarité de
u.

Sous-espace vectoriel de FE sans difficulté.
Sixj,xpe Eet A eK, vou(x; +Ax2) = v(u(xy) +Au(xz)) = vou(xy) + Avou(xp) par linéarité de u puis de v.

(11 +Avg)ou= vy ou+Avyou est foujours vrai, vo (u; + Aug) = vouy + Ave up provient de la linéarité de v.
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(iX) m wE)<F ulE)#ocarop=u( 0 )eu(E’) etsix;,xpeE et 1eK, alors
—
€E'
u(xy) + Au(x2) = u(xy + Ax2) € u(E.
N—_——
ek’

mu'(F) < E, wl(F) # @ car u(0g) = 0 € F' donc 0g € u'(F)), et si x1,x2 € u'(F) et A € K, alors

w(xy+Ax2) = u(x1) +Au(xz) € F' donc xj + Axz € u”L(F'). [ |
—_—— ——
eF' eF'

Noyau et image

Définition 15 : Noyau et image

Soit ue Z(E,F).

m Le noyau de u est
Keru=u"'({0p}) = {x € E | u(x) =0p} € P(E).
= L'image de u est
Imu=u(E)={u(lx); xe€ E} € 2(F).

Remarque

R23 — L'image de u est en fait I'image de u vu comme simple fonction et le noyau de u est le noyau de u vu comme
un morphisme de groupes additifs.

Propriété 22

Soit ue £ (E,F).
() Imu ef Keru sont des sous-espaces vectoriels de F et E respectivement.
(i u est injective si et seulement si Ker u = {0g}.
(i) u est surjective si et seulement silmu = F.

(iv) Si E" est un sous-espace vectoriel de E, alors Ker (y ) = E' nKer u et Im (') = u(E").

Démonstration

() Image directe et réciproque des sous-groupes E et {0g}.
(i) Déja vu pour les morphismes de groupes : on a foujours 0g € Keru et

m Si u estinjective,

xeKeru=>u(x)=0r=u0p)=>x=0g.
m si Keru={0g} alors
u=u(x)>u(x-x)=0p=>x-x'eKerf=>x=x'
par linéarité de u, donc u est injective.
(i) Toujours vrai : u est surjective si et seulementsivVyeF JIxe€E, u(x)=ysietseulementsivyeF yeu(E)siet
seulement si F c u(E); et u(E) c F est toujours vrai.

(iv) xeKerup < xeE etu(x)=0p et yeImuyjp <=3IxeE, ulx)=y<=yecu(). [

5 Voir exerciceduTD: 13
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n Rang
Propriété 23

Soit ue £ (E,F) avec E ou F de dimension finie.
Alors Imu est de dimension finie au plus min(dim E, dim F).

Démonstration

Si E = Vect(ey, ..., ep), Qlors Imu = u(E) = Vect(u(ey),..., u(ep) de dimension finie < p ef Imu sous-espace vectoriel de

Définition 16 : Rang

™
[ ]

Soit ue £ (E,F), E ou F de dimension finie.
On appelle rang de u I'entier rgu = dim(Im w).
Si 2 est une base de E, alors rgu =rg (u(4)).

Remarque
R24 — On a toujours rg u < min(dim E, dim F).

Propriété 24 : Effet sur le rang de la composition par un isomorphisme

On ne change pas le rang en composant & gauche ou & droite par un isomorphisme.

Démonstration

m Siue Z(E,F) et ve £(F G) bijective. On veut montrer que rg(vou) =rgu.

Si 8 est une base de Imu, v(4) est libre par injectivité de v et engendre v(Im u) = vou(E) = Im(vou). C'est donc
une base de Im(vo u) et

1g (vo u) = taille (v(9)) = taille (AB) =rgu.

m Siue Z(E,F) et ve #(G,E) bijective. On veut montrer que rg(uov) =rgu.
OrImu = u(E) = u(v(G)) =Im(uo v) dONC rgu =rg(uo v).

f! Voir exercice duTD: 19, 20

E Endomorphismes

n Structure d’algébre

Propriété 25

(Z(E),+,0,) est une K-algebre non commurtative et non intégre si dimE > 2.
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Siu,ve L(E),onnote uv=uov, u* =uo---ou pour ne N* et u° =idg.
—_——

n fois

Définition 17 : Polyndme en un endomorphisme

SiP=ag+a X+---+a,X" e K[X], on peut définir P(u) = apidg+au+---+ a,u”.
Lorsque P(u) =0, on dit que P est un polynéme annulateur de u.

Propriété 26

. . . B (K[X],+,X,‘) - (x(E))_i_)O)') B N
Siue £L(E), I'application est un morphisme de KK-algébres.
P —  P(uw)

/\ Enparticulier, (P x Q)(w) = P(u) o Q(u).

Démonstration
La linéarité ne pose pas de probléme, on a bien 1xx;(w) =idg.

SiPQeKIX], (Px Q=Y arbyu*** =Y apuf (Z b, z/) = P(u) o Q(u) par linéarité de u. |
k,¢ k 0

Remarque
R25 — Deux polyndmes en u commutent,

Propriété 27 : Bindbme

Siu,ve L(E) tels que uov=rvou, alors pour touf ne N,

(u+ U)n — Z (n)ukl/n_k-
k=0 k

5 Voir exercice duTD : 14, 15, 18, 21, 22, 23

H Groupe linéaire

Définition 18 : Groupe linéaire

L'ensemble des automorphismes de E est noté ¢ 2 (E) appelé groupe linéaire de E.

Propriété 28 : Structure

(Y£(E),0) est un groupe.

Démonstration

C’est le groupe des inversibles de I'anneau (£ (E), +,0) ou c’est un sous-groupe de (S(E),o). [
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1
@ Méthode 7 : Montrer I'inversibilité et trouver I'inverse avec un polynéme annulateur

Lorsque I'on a un polyndme P annulateur de u ayant un ccefficient constant, on isole le terme idg dans un
membre et on factorise par u dans |’ autre : on obtient alors v € £ (E) tel que uov = vou = idg ce qui donne l'inversibilité,
et I’expression de I'inverse sous forme de polyndme en u.

Exercice 2: CCINP 62 (sauf 2.b)

fg Voir exercice duTD : 12

Projecteurs

Définition 19 : Projection
Soit E un KK-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : Fe G=E.
Tout vecteur x de E se décompose de maniere unique sous la forme x = xg + xg OU xr € F et x5 € G.
On appelle projection (ou projecteur) sur F parallélement & G |'application
E — E

X +— XF

On définit de méme la projection g sur G parallelement & F.
On dit que les projections p et g sont associées.

Propriété 29

Avec les notfations ci-dessus :

*p,qeL(E) o p+q=idg e+ pog=qop=0g@p

Démonstration

Propriété 30 : Caractérisation

p est une projection (vectorielle) sur E si et seulement si p e (E) et p>=pop=p.
Dans ce cas,

() ImpeKerp=E

(i p est la projection sur
F=Imp=Invp=XKer(p—idg)

parallelement & G =Kerp

Démonstration
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Remarque
R26 — A savoir retrouver sur un dessin.

R27 — On retiendra que
xeF=Imp < xeKer(p-idg) < p(x) = x.

Exemple
E14 — Projection sur & (fonctions paires) parallélement & .# (fonctions impaires) ?

? Méthode 8 : Etude d’une projection
Reconnaitre et étudier une projection, c’est
1. vérifier que p e L(E) et pop = p pour un endomorphisme, ou P2 = P pour une matrice.
2. Chercher F =Ker(p—idg) et G=Kerp.

f! Voir exercice duTD : 16, 17

n Symétries

Définition 20 : Symétrie

Soit E un K-espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces supplémentaires : Fe G = E.

Tout vecteur x de E se décompose de maniere unique sous la forme x = xp + xg OU xp € F ef x5 € G.

On appelle symétrie sur F parallelement a G I'application s: ie s=p-q avec les
X — Xfr—Xg

notations précédentes.

Propriété 31

() se L(E)
(in Si p projection sur F parallélement & G, s =2p —idg.

Propriété 32 : Caractérisation

s est une symétrie (vectorielle) sur E si et seulement si se £(E) et s*> = sos=idg.
Le cas échéant,

(i) Ker(s—idg)®Ker(s+idg) =E
(il s est la symétrie par rapport & F = Ker(s —idg) parallélement & G = Ker(s +idg)

Remarque
R28 — Si F={0g}, alors G=E et s=-idg : symétrie centrale.
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! 7
Méthode 9 : Etude d’'une symétrie
Reconnaitre et étudier une symétrie, c’est
1. vérifier que se £(E) et sos=idg pour un endomorphisme, ou S2 = I, pour une matrice.

2. Chercher F =Ker(p—idg) et G=Ker(p +idg).

Détermination d’'une application linéaire

n Image d’une base

Propriété 33 : Linéarité des formes ;¢ coordonnée

Soit E un IK-espace vectoriel et 8 = (e;);e; Une base de E. Pour x € E, on note (x;);c; S€s coordonnées
dans 2.

—_

E K
Alors pour fout i € I, I’'application ¢; : est une forme linéaire (i® coordonnée).

Propriété 34 : Caractérisation par 'image d’une base

Soient E, F deux espaces vectoriels, 2 = (e;);; une base de E et F = (fi),., une famille de vecteurs de
F.
Il existe une unique application linéaire ue £ (E,F) telle que Yie I, u(e;)= f;.

Démonstration

Par analyse synthese.

Corollaire 6 : Applications linéaires coincidant sur une base

Soit 2 une base de E, u,ve L(E,F). Alors u=v si et seulement si u(%) = v(%).

Propriété 35

Soit  une base de E, ue £L(E,F).

m u estinjective si et seulement si u(%) est libre.

m u est surjective si et seulement si u(%8) engendre F.

= u est un isomorphisme si et seulement si u(%8) est une base de F.

Remarque
R29 — ue £L(E,F) est unisomorphisme si et seulement si l'image d’une base de E par u est une base de F.
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n Applications linéaires et dimensions

Propriété 36 : CNS pour que dim E = dim F

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors dimE = dim F < E et F sont isomorphes.

Remarque
R30 — L'éfude de I'espace vectoriel K? se reporte sur fout K-espace vectoriel de dimension p.

Propriété 37

Soient E, F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE =dimF et ue #(E, F).
Alors u est injective < u est surjective < u est bijective.

Remarque
R31 — C’est en particulier le cas pour tout endomorphisme en dimension finie.

Démonstration

Image d’une base.

Exemple : Interpolation de Lagrange

KulX] — K" . . - . N )
E15— u: ou xy, ..., X, SONt deux a deux distinctsest facilement injectif (noyau ré-
P —  (P(x0), P(x1),..., P(xn))
duit & 0 x)) et dimK,[X] = dimK"*! donc c’est un isomorphisme, ce qui redonne le résultat de I'interpolation
de Lagrange.

Exercice 3 : CCINP 55, 87, 90

Propriété 38

Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie tels que dimE = dimF = n ef ue £L(E,F). Les
propriétés suivantes sont équivalents :

() u isomorphisme (iiy u est inversible & droife
(i u estinversible & gauche (iv) rgu=n

ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES, MATRICES - PAGE 26 SUR 46


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 27 SEPTEMBRE 2024

Dimension de #(E, F)

Propriété 39

Soit E et F deux IK-espaces vectoriels de dimension finie.
Alors #(E, F) est de dimension finie et dim £ (E,F) = dimE x dim F.

Démonstration

Isomorphisme u— u(%).

Remarque

R32— A 2L(E) est de dimension (dim E)2.

n Décomposition d’applications linéaires [MPI]

Théoreme 4

p
Si E=@DE; et pour tout i, u; € £(E;, F), alors il existe une unique application linéaire ue £ (E, F) telle que
i=1
pour tout i, wg, = u;.

Démonstration

Analyse-synthése.

ﬂ Théoréeme du rang

Théoréme 5 : et formule du rang

ue £ (E,F) induit un isomorphisme de tout supplémentaire H de Keru sur Im u.
Si, de plus, E est de dimension finie, dim E = dimKer u + rg u.

Remarque

R33- /N En général, Keru et Imu ne sont pas supplémentaires.

Exemple
E16— u:(x,y)— (30)

Corollaire 7

Si E est de dimension finie, u est injective si et seulement sirgu = dimE.
Si F est de dimension finie, u est surjective si et seulement sirgu = dimF.
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Exercice 4 : CCINP 64, 93 : question 1, 60

H Formes linéaires et hyperplans

E désigne un K-espace vectoriel.

Définition 21 : Formes linéaires

On rappelle que les formes linéaires sont les ¢ € Z(E,K) et que (HP) E* = £(E,K) est appelé espace
dual de E.

Remarque
R34 — En dimension finie, dimE* = dimE.

fg Voir exercice du TD : 24, 25

Définition 22 : Hyperplan

On appelle hyperplan de E tout sous-espace de E égal au noyau d’une forme linéaire non nulle de

Théoreme 6 : Caractérisation des hyperplans

Soit H un sous-espace vectoriel de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
() H estun hyperplan (noyau d’une forme linéaire non nulle : 3¢p € E*\{0g+}, H =Kerg.)
(i H est un supplémentaire de foute droite D ¢ H.
(i H est un supplémentaire d’une droite D ¢ H.

Corollaire 8

Soient ¢y, ¢, € E*\ {0p+}.
Kerg; =Kerg, <= 3INLe K", ¢; = Ag,.

Démonstration

_ ¢1(xp) -

Si xo ¢ H, Kxg est un supplémentaire de H et ¢, 2.
¥2(xp)

Propriété 40 : Cas de la dimension finie

En dimension finie, les hyperplans de E sont exactement les sous-espaces de dimension n—1.

Remarque : Equqtion d’un hyperplan

R35— Si B =(ey,...,en) €5t Une base de E et H =Kerg un hyperplan.
Pourtout xe E, x=x1e1 +---+ xpe, donc

@) =x19(e1) +---+xpplen).
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Si on note a; = p(e;). on obtient
xeH<aix1+---+apxy=0.

Réciproquement, foute équation de H donne une felle forme linéaire .
La propriété précédente nous dit que toutes les équations de H sont colinéaires.

Démonstration

Par récurrence sur m avec la formule de Grassmann. [ |

Propriété 41 : Systéeme d’équations d’un sous-espace

Si F est un sous-espace vectoriel de E avec dimE = n ef dimF = p tels que p < n, alors F est I'infersection
de n— p hyperplans distincts.

Démonstration

On compléete une base de F en une base de E et on s’intéresse & la base duale. [ |

Remarque
R36 — Cela fraduit le fait que le sous-espace puisse étre décrit par un systéeme de n— p équations indépendantes.

H Solutions des problémes linéaires

Définition 23 : Probléeme linéaire

Un probléme linéaire est un probléme conduisant & une égquation du type u(x) = b ol ue ZL(E,F) et
be F un vecteur fixé, I'inconnue x étant un vecteur de E.

Propriété 42 : Structure de I’ensemble des solutions

L’ensemble des solution de cette équation est
m SOit vide (i b ¢ Tm u)
m SOit un sous-espace affine de E de direction Keru, donc de la forme

X0 + Keru

ou xo est une solution particuliere et Keru est I’'espace vectoriel des solutions de I'équation homo-
géne u(x) =0g.

Démonstration
S’il'y a une solution xq, alors

u(x) =b=u(xg) < u(x—xp) =0p < x—x9 € Keru < x € xo + Keru.
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Exemple
E17 — Equations différentielles linéaires
E18 — Suites arithmético-géométriques.

E19 — Systémes linéaires.
K[X] _ Kﬂ+1

E20 — Interpolation de Lagrange u:
P —  (P(x0),...,P(xn))

Connaissant une solution Py, I'ensemble des solutions est Py + Ker u.

m CALCUL MATRICIEL

KK désighe un sous-corps de C.
Sauf mention contraire, n, p, q, 1, s désignent des entiers naturels non nuls.

I'.l Espaces de matrices

Propriété 43 : Espace vectoriel de matrices

0..0
() (Ay,p(K),+,) a une structure de K-espace vectoriel, d’élément nul 0 4, ,ax) = ( )
0..0

(i dim.#y,,(K) =nx p.

Remarque
R37 — dim.#,(K) = n? (et non n!)

Définition 24 : Base canonique
On appelle base canonique (E, 1, E 2,...,Ep ) OU

0..0\
Ei,j=(£ 1 5)“’
0..0

miy1 mi,p
M= ( Do ) s’écrit de maniére unique ) m; ;E; ;.
—

Mp1 ... Mpp

.. . o1 2

Propriété 44 : Coefficients des matrices élémentaires

Vi ke [[l,n]], Vijle [[l,p]], (Ei,j)k'[ :5i,k5j,é-

On définit
Moy (K) x My g(K)  — My, 4(K)
(A, B) — C=AxB

p
avec Vie [[l,l’l]], Vje [[l,q]], Ci,j = Z al-,kbk_j.
k=1
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Remarque

R38 — SiLy,...,Ly sont les lignes de A et Cy,...,Cq les colonnes de B :
[ | Ci,j:LiXCj-
m Leslignesde AxBsont Ly xB,...,L, x B.
m Les colonnes de Ax B sont Ax Cy,...,Ax Cy.

R39 — On retiendra que la multiplication & gauche agit sur les lignes, et la mulfiplication & droite sur les colonnes
(comme les indices).

R40 — A Il faut que les tailles soient compatibles pour multiplier des matrices.
Méme si les matrices sont carrées, le produit n’est pas commutatif (sauf si n=11).

Propriété 45 : Bilinéarité, associativité, neutre

(i) Associativité : Soient Ae .y, p(K), B € MpqK), Ce Mg,K). Ax(BxC)=(AxB)xC
(ify Bilinéarité : Soient A€ ty,,(K), B e M), 4(K). A— Ax B et B— Ax B sont linéaires.
(iiy Neutre : Si A€ My p(K), AxI,=1I,xA=A.

Propriété 46: E; ; x Ey,

Lorsque les tailles sont compatibles,
Ej jxEre=0jkEir¢

Remarque

R41 — A Les différentes E, . ne vivent pas dans les mémes espaces de matrices (ne sont pas de mémes tailles.)

Démonstration

= Premiére méthode : poser le produit.
= Deuxiéme méthode : N étant le nombre de colonnes de E; ; et de lignes de Ey ¢,

N N N
(Ei,j % Exe]p,q = 21 (Eij] pm Ex.elm,q = Zl6i,p5j,m6k,m6[,q = ( Zl5j,m5k,m)5i,p5/,q
m= m= m=

N
= (mz::l 6j,m6k,m) [Ei/]p,q

N
avec ) 8 mbim=0slj#ket1sij=k D'oulerésultat.
m=1

Théoréme 7 : Produit par blocs

P q r s
Soit les matrices par blocs M = (4 8) II:; etN=(EL) %Z ou A,B,C,D,E,F,G,H sont des matrices de format
correspondant. Alors

AE+BG AF+BH
Mx N = € Mytm,r+sIK).
CE+DG CF+DH
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E Transposition

Définition 26 : Transposée

Soit Ae .y, ,(K). On appelle transposée de A la matrice AT € .4, ,(K) telle que

Vi, pellp]l < [Lna], (A7), ;=(A),

Remarque

R42 - ‘A notation frangaise. AT notation anglo-saxonne, donc internationale.

Propriété 47 : de la transposition

'/%n,p (]K) - '/%p,n(]K)
A — AT

Soit T :

(i) Linéarité : Si A,Be y,(K) et LeK,
(A+B)T=AT+BT et (AAT=2AT

(i T estinvolutif : si A,Be .y, ,(K), (AT)T = A,
(iity Si A€ Mp,p(K),B€ Mpy(K), (Ax B)T =BT x AT.

Matrices carrées

n La K-algébre .4, (K)

Propriété 48 : Algébre des matrices carrées

(n(K),+,x) est un anneau, ni commutatif ni infegre dés que n > 2, d’élément unité I,. Ainsi,
(M,(K),+,x,-) est une K-algébre de dimension n?.

Démonstration

m K-espace vectoriel : ok.
= Anneau:

*

(M (K),+) est un groupe abélien.

* x est une Ici sur 4, (K).

* x est associative.

* x est distributive sur + (par bilinéarité).
* I est neutre pour x.

m SidueKet M,Ne t,(K), A(Mx N)=(AM) x N=M x (AN) par bilinéarité.

I oo 1 -1 I oo I =1 o0 =l
-1 -1

u x (0) = 7 (0) x = non commutatif,
(0) (0) (0) (0)
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. (0) x| (0) =[ (O non intégre. m

Propriété 49 : Formules du Bindme et A — B™

Si A,Be.4,(K) tels que[Ax B=Bx A], meN,

(A+B)m=2(m

AkBm—k
k=0 k

A" —B™=(A-B)(A" '+ A" ?B+---+ AB"*+ B")

Définition 27 : Groupe linéaire

On appelle groupe linéaire le groupe ¥.#,,(K) des inversible de I'anneau (4, (KK), +, x).

Propriété 50

() @<£,K),x) est un groupe.
(i SiABe9%,K), AxBe9%,K) et (AxB)'=B1xA™L,
(i) SiAc9L,(K), A e 9L, (K) et (A1) = A,
(iv) Sont equivalentes :
m A estinversible
m A estinversible & gauche
m A estinversible & droite
m les colonnes de A forment une famille libre
m les lignes de A forment une famille libre
(V) SireK\ {0k} et Ae 9L, (K), MAe 9% ,(K) et WA t=21"1A"1,
(Vi) Ae92,(K) si et seulement si AT e 4% ,(K) et dans ce cas (AT)™' = (A™1)T

Démonstration

(i) Groupe des inversibles.
(i), (iii) et (v) Facile voire connu.
(iv) Admis provisoirement. [

_?_ Méthode 10 : Calcul pratique

Pour démontrer I'inversibilité d’une matrice et calculer son inverse, on peut :
X1 N
m Résoudre le systeme A( : ) = » il admet une unique solution si et seulement si A est inversible et alors on

Xn

x1 y”
ob’rien’r( ; ):A—l

Xn

N
y:Il
m Effectuer des opérations élémentaires (pivot de Gauss) :

* soit exclusivement sur les lignes,
* soit exclusivement sur les colonnes,

se ramener A I, et effectuer les mémes opérations simultanément en partant de 1, qui va devenir A7 si A
est inversible.

m Reconnaitre une matrice de passage (cf plus loin).
m Ufiliser la formule de la comatrice si n =2 ou 3 (voir déterminant).
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fg Voir exercice du TD : 26 a 29, 33

u Matrices carrées particuliéres

Définition 28 : Matrices triangulaires, diagonales, scalaires

= On appelle matrice triangulaire supérieure (respectivement inférieure) tout matrice M e .4, (K) telle
que Vi>j, m; ;=0 (respectivement Vi<j, m;;=0.)
On note 7, (K) (respectivement 7, (K) ) I'ensemble de ces matrices.
Lorsque les coefficients diagonaux sont également fous nuls, on parle de matrice triangulaire stricte.

= On appelle matrice diagonale tout matrice carrée M e .4, (K) telle que Vi # j, m; ;=0.

a 0)
On note diag(al,...,an)z( )
(0) an

On note 9,,(K) I'ensemble de ces matrices.
= On appelle matrice scalaire toute matrice de la forme AL, ou A € K.

m On dit que S € #,(K) est symétrique lorsque ST = S ie Vi, j € [L,n], s;; = sj;. On note
Fn(K) ={Se M) | ST = S}.

m On dit que A e .4,(K) est antisymétrique lorsque AT = -A ie Vi,j € [1,n], aj; = —a;j. On note
oy (K) ={Ac My(K) | AT=-A}.

ﬁ Voir exercice du TD : 30

Remarque
R43 — La diagonale d’une matrice antisymétrique est nécessairement nulle.

Propriété 51 : Sous-algébres

2,(K), 7,1 (K) et 7,7 (K) sont des sous-algébres de .4, (K) de dimensions respectives

Remarque

0..0 (%)

0 M\ .
R44—- Si0< < n, ) = 0
0) 0
0) o 3§
0
Idem avec les matrices triangulaires inférieures strictes.

Propriété 52 : Sous-espaces supplémentaires

“(K) ef «,(IK) sont des sous-espaces vectoriels suppléementaires dans .4, (K), de dimensions respec-
tives
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Démonstration

m Preuve 1. .%,(K) et o, (K) sont des parties non vides de ., (K) stables par combinaisons linéaires, donc des
sous-espaces vectoriels de ., (K).

« Analyse : Si M = S+ A avec des nofations évidentes, MT = S - A donc
S=3(M+MT)et A=1(M-MT).
« Synthése : On a bien M = F(M+MT)+ }(M-MT), (F(M+MT))T = L(M+MT) ef

-
(3 (=mT))" = (M- M),
D’ou I'existence et I'unicité.
= Preuve 2 :

* FpIK) :Vect({Ei,i ;1<i<nfu {Ei,j +Ej;i; 1<i<j< n}) la famille correspondante étant facilement libre,

donc %, (K) sous-espace vectoriel de ., (K) de dimension n(n2+ 1) .

* oIy(K) = Vect|E; i—E;;| . . . la famille correspondante étant facilement libre, donc «f,(K) sous-
L] It 1<i<j<n
nn-1)

espace vectoriel de 4, (K) de dimension 7
* Ainsi dim.%;, (K) + dim <, (IK) = dim ., (IK).
* De plus, 5, (K) nen(K) = {0_4, 1)}

Remarque
R45 — L'inverse d’une matrice (inversible) (anti)symétrique I'est encore, mais ¢’est faux pour le produit en général.

Trace d’une matrice carrée

Définition 29 : Trace

n
Soit Ae 4, (K). On appelle trace de A le scalaire trA=)_ a; ;.
i=1

Propriété 53 : de la trace

() Linéarité : Si A,Be #,(K) et A e K, tr(A+B) =tr A+trB ef tr(1A) = Atr A.
(ify Si A€ My,pK) et Be tp,(K), tr(AB) = tr(BA).

/\ W(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA) # tr(BAC) en général. (Permutations circulaires seulement).

Exemple
e21- a=(39). B=(33) et C=(}9).

fg Voir exercice duTD : 31 a 32
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m MATRICES ET APPLICATIONS LINEAIRES

Il Matrice d’une application linéaire dans des bases

Définition 30 : Matrice d’une application linéaire

m Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n#0 et 8 = (ey,...,e,) Une base de E.

* Si x=x1e; +...+ xpe, € E, de coordonnées (xi,...,x,) dans %, on appelle matrice de x dans la

base % |la matrice colonne .
1

X = Matg(x) = ( :

Xn

) € Jﬂn,l (]K)

* Sl F = (x1,...,%p) € EP une famille de p vecteurs de E, % = (e, ..., e,) Une base de E.
Pour fout j € [1,p]. on note (xj,...,x,;) les coordonnées de x; dans la base % (ie

xl,j
%?%{JJ

Xn,j

On appelle matrice de la famille & dans la base 2 |la matrice rectangulaire

AZMatQB(Xl,...,Xp):( Xy ‘ Xy ‘ ‘ Xp )
X1,1 - X1p
:( )Eﬂn,p(K)
Xn,1 - xn,p

On place dans les colonnes les coordonnées dans % des vecteurs de .

m Si E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, p =dimE et n=dimF, 2 = (ey,..., ep) Uune base de
Eet€¢=(fi,....fy) une base de F et ue £L(E,F).

On appelle matrice de I'application linéaire © dans les bases 2 au départ et € alI'arrivée la matrice
rectangulaire
A =Matg ¢ (u) = Matg (u(%B)) = Matg (u(ey),..., ulep))

On place dans les colonnes les coordonnées dans € des images par u des vecteurs de 4.
Lorsque ue £(E) (E=F : endomorphisme) et 8 =%, on note

A =Matg(u) =Matgyg (u(AB)) € 4, (IK).

Propriété 54 : Isomorphisme de représentation matricielle

p L ZL(E,F) — My pK) , . , .
L'application est un isomorphisme (d’espaces vectoriels.)
u — A=Matg¢(u)

Remarque
R46 — On refrouve le fait que dim(Z(E, F)) = dimE x dim F.

Propriété 55 : Traduction matricielle de I’évaluation

Soient E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE ef n=dimF, 8 une base de E et €
une base de F et ue #(E,F).
Pour fouf x€ E,
Mate (1(x)) = Matg « (u) x Matgg(x).
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Autrement dit, y = u(x) se fraduit matriciellement par Y = AX avec des notations évidentes.

Propriété 56 : Traduction matricielle de la composée

Soient E,F,G des K-espaces vectoriels de dimension finie, p = dimE, n =dimF, g = dimG, 8 une base
de E, € une base de F, 2 une base de G, ue 4(E,F) et ve Z(FG).

Maty (v o u) = Matg o (v) x Matg « (u).

et donc

Propriété 57 : Isomorphisme de représentation matricielle d’endomorphismes

, , , S ZL(E) — MyK)
Soient E un IKK-espace vectoriel de dimension finie n, % une base de E. Alors est

u —  Matg(u)
un isomorphisme de K-algébres.

Exercice 5: CCINP 71, 59 sauf 3
fg Voir exercice du TD : 43, 46

E Application linéaire canoniquement associée

Définition 31 : Application linéaire canoniquement associée

Soient A e .#,,,(K). On appelle application linéaire canoniquement associée & Al'unique u e Z(K”,K")
dont la matrice dans les bases canoniques est A.

n
Ainsi, écrire (y1,...,yn) = ulxy, ..., xp) revient & écrire ( : :
Yn Xp
Les colonnes de A contiennent les images par u des vecteurs de la base canonique de KP.

X1
=A

Exemple
1 2 3

E22— A= € > 3(K).
4 5 6

K2 — K?
Application linéaire canoniquement associée : u :

(x,,2) +— (x+2y+3z,4x+5y+62)

Définition 32 : Noyau, image, rang d’'une matrice

Soit Ae 4, ,(K), u I’application linéaire canoniquement associeée a A. On définit I'image, le noyau et

le rang de A par:
0

Ker A = {Xe Mp1K) | AX = ()} correspondant & Keru = {x € K” | u(x) =0kp}
0

ImA={AX; X € 4y, (K)} correspondant & Imu = {u(x) ; x € KP}.

rgA=rgu=dim(Im A)
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Propriété 58 : Lien avec les colonnes

Soit A€ iy, p(K)
() ImA=Vect(Cy,...,Cp) OU Cy,...,C,, SONt les colonnes de A.
(in rgA=rg(Cy,...,Cp).
(il Formule du rang : rg A+ dim(Ker A) = p.

Propriété 59 : CNS d’inversibilité

Sont équivalentes :
() Ae ., (K) estinversible

(i Son application linéaire canoniquement associée u est un automorphisme

s

(iv) 1gA=n

5 Voir exercice du TD : 34, 36, 37, 38, 42

Changement de base

Définition 33 : Matrice de passage

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, 8, %’ deux bases de E.

On appelle matrice de passage de % a %' notée P;;j”, la matrice Matg(98’) dont les colonnes sont les
coordonnées dans % des vecteurs de %',

Autrement dit P%' = Matg(%') = Matg 5 (idE).

Propriété 60 : Inversibilité

Toute matrice de passage est inversible et (ng')*l = ng,.

Remarque
R47 — La réciproque est vraie : toute matrice inversible est une matrice de passage.

- . . . ) 122 , .
R48 — On en déduit une nouvelle méthode d’inversion de matrice : A= ((1) % %) ue £(R3) canoniguement associé,

B = (e1,e2,€3), B' = (€], e}, €)= u(%B).

= 4 !
e; = erte el = 2 +2e2 eg
e, = 2e+exte3 =4 e = 2 -2e,+é}
/ ! !
ey = 2e1+ep+2e3 e3 = —eytey

, . -12 0
Donc A est inversible et A™! = ( 2 712 711).
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Propriété 61 : Changement de base d’un vecteur

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, %,%' deux bases de E, x € E.
Si X = Matg(x) ef X' = Matg (x), alors

_ B /
X = P% x X

B B—B' B'

Propriété 62 : Changement de base pour une application linéaire

Soient E, F des K-espaces vectoriels de dimension finie, 98,9’ deux bases de E, €,€' deux bases de
F,ue 4(E,F).
Soient A=Matg ¢ (u) et A' =Matgy 4 (u). Alors

!
A’ = Pg, X A X Pg
€'\ B €'—¢ €, B B—B'

c’est-a-dire, siP=P% et Q=P ,
A=Q'AP ie A=QAP!

Corollaire 9 : Changement de base pour un endomorphisme

Soient E un KK-espace vectoriel de dimension finie, 8,%' deux bases de E, ue £ (E).
Soient A=Matg(u) et A’ = Matg (u). Alors

I _ pRB B
A—Pga,xAng3

B’ B'—B B B—B'
c’est-a-dire, si P = P%
A'=P'AP je A=PAP!
ﬂ Matrices équivalentes

Définition 34 : Matrices équivalentes

Une matrice A de ., ,(K) est dite équivalente & une autre matrice B de ., ,(K) si on peut trouver
Ue¥%,K) et Ved¥,(K) tellesque A=UBV.
Cela signifie aussi que A et B représentent une méme application linéaire.

Cela définit une relation d’équivalence.

Propriété 63 : Transposées de matrices équivalentes

A et B sont équivalentes si et seulement si AT et BT le sont.

Théoréme 8 : Rang et équivalence avec J,

1 (0)
Une matrice A€ ., ,(K) est de rang r si et seulement si elle est équivalente @ J, = ( ' )
0 Op—rp-r
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Remarque

R49 — Par opérations élémentaires, on peut passer de A 4 J;.
Les opérations sur les lignes se fraduisent par la multiplication & gauche par des matrices inversibles, les opé-
rations sur les colonnes se tfraduisent par la multiplication & droite par des matrices inversibles. On obtient alors
explicitement U et v inversibles telles que UAV = J,.

Corollaire 10
() Deux matrices de méme format sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

(i Si A€ My,pK), 1g A=rg(AT).
(i Le rang d'une matrice est celui de la famille de ses vecteurs lignes.

fg Voir exercice du TD : 36, 47, 48

E Matrices semblables

Définition 35 : Matrices semblables
Soient A,Be 4, (K). A est dite semblable & B lorsqu’on 'on a Pe 92, (K) tel que

A=PBp!
C’est une relation d’équivalence. Les classes d’équivalences s’ appellent les classes de similitude.

Remarque
R50 — Des matrices semblables sont équivalentes, mais la réciproque est fausse.
En particulier, des matrices semblables ont méme rang.

Propriété 64 : Caractérisation géométrique

A, B e U, (K) sont semblables si et seulement si elles représentent un méme endomorphisme.

',
™

Méthode 11
Pour montrer que deux matrices sont semblables, on peut introduire I'endomorphisme canoniquement associé

a l'une et chercher une base dans laquelle on obtient I'autre.

Propriété 65 : Calculs avec des matrices semblables
Soient A,Be 4, K) et Pe 9%, (K) telles que A= PBP~ ",

() VkeN, Ak=pBkp-!
(i Ainversible ssi B I'est, et si c’est le cas, la formule précédente est valable dans Z..
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Propriété 66 : La trace est un invariant de similitude

Si A et B sont semblables alors tr A= trB. La réciproque est fausse.

Définition 36 : frace d’'un endomorphisme

Soit E K-espace vectoriel de dimension finie, ue £ (E). On appelle trace de u, notée tru, la frace de
n‘importe quelle matrice le représentant.

Propriété 67 : de la trace

tr est une forme linéaire sur £ (E) et si u,v e L (E), tr(uov) =tr(vo u).

Propriété 68 : a retenir! Trace d’un projecteur

La frace d’un projecteur est égale & son rang.

Exercice 6
Soient E un k-espace vectoriel de dimension finie et py,..., p;,;, des projecteurs de E dont la somme vaut idg. On
m

note Fy,...,F;, lesimages de p;,..., p;;,- Montrer que E= @ F,.
k=1

fg Voir exercice du TD : 39, 40, 44

H Rang et matrices extraites

Définition 37 : Matrice extraite

Soit Ae ., ,(K). On appelle matrice extraite ou sous-matrice de A toute matrice dont les coefficients
sont les a; ; pour (i, j)e I x Javec I < [1,n] et J< [1,p].
On notera Al;«; cette matrice, obtenue en supprimant des lignes et des colonnes de A.

Propriété 69 : Caractérisation du rang

Le rang d’une matrice est I'ordre maximum de ses matrices extraites (carrées) inversibles.

m OPERATIONS ELEMENTAIRES

Il existe 3 types d’opérations élémentaires :

Les permutations (ou plus exactement franspositions) L; < Lj ou C; < C;.
Les transvections L; —L;+AL; avec k#iou Cj— Cj+AC, QvecC k# j.
Les dilations L; —AL; ou Cj —AC; avec A #0.

Il Interprétation en termes de produit matriciel

Les opérations élémentaires se traduisent par des multiplications & gauche (pour les lignes) ou & droite (pour les
colonnes) par des matrices (carrées) inversibles dont la faille est égale aux nombre de lignes respectivement colonnes
correspondantes.
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Permutations L; — L; (respectivement C; — C;) se traduit par la multiplication & gauche (respectivement & droite) par
la matrice de permutation (et plus précisément transposition) :

1

. 0)
1
0......1
1 :
Pij= o
1:
1 .. 0
1
(0) ..
1
! !
;e e

2 o i -1_p. .
Py =1In. Pi; inversible et P =Pij.

Transvections L; — L;+ALy (respectivement C; — C;+ACy) se fraduit par la multiplication par une matrice de transvection
T; k(1) & gauche (respectivement Ty ;(1) & droite : bien remarquer la logique des indices!) avec

1
(0)

Tj,j(A): Lo :In"’AEi,j
A1 — i°®

-1
T; ;N Ty, () = T jA+ ) donc T; ;(A) inversible et (Tl-,j(/l)) =T} (D).

Dilatation L; — AL; (respectivement C; — AC;) avec A # 0 se fraduit par la multiplication par une matrice de dilatation
D; (1) & gauche (respectivement & droite) avec
. o)
1
D;A) = A — i®

©)

D;(A)D;(w) = D;(Aw) donc D;(A) inversible et (D;(1)) ' = D; (A71).

E Propriétés des opérations élémentaires

Propriété 70 : des opérations élémentaires

() Une opération élémentaire sur ses lignes ne change pas le noyau d’une matrice.
(i Une opération élémentaire sur ses colonnes ne change pas I'image d’une matrice.
(i Une opération élémentaire ne change pas le rang d’une matrice.

Démonstration

(@) Si Pinversible, AX =0« (PA)X =0.
(i) Si Pinversible, AX = (AP)(P~1X) et (AP)X = A(PX).
(i) Une opération élémentaire donne une matrice équivalente.

Matrices échelonnées
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Définition 38 : Matrice échelonnée

Une matrice M € .4, ,(K) est dite echelonnée en lignes (respectivement en colonnes) si chaque ligne
(respectivement colonne) débute par un nombre strictement croissant de 0 jusqu’d ce qu’elles soient
éventuellement nulles.

Remarque
R51 — Si elle est carrée, elle est nécessairement triangulaire supérieure (respectivement inférieure).
R52 — Siune ligne (respectivement colonne) est nulle, les suivantes le sont aussi.

Exemple
-10 1 -5 1
o[3]1 4 33
E23 - A= 0 00 N est échelonnée en lignes. 2,3,-4,6 sont appelés pivots.
0 00 0 0 @
0 00 0 0 0
2 0 00 . . ,
E24—- B= - est échelonnée en colonnes. —1,-1 sont les pivots.
1 |-1|o00
4 00
1 -5 00
1 2 3 4
0 0 5 6] | . . R . ) .
E25 - C= n’est pas échelonnée en lignes (méme si elle est friangulaire).
0O 0 7 8
0O 0 0 9

Propriété 71 : Toute matrice peut étre échelonnée

Toute matrice peut éfre fransformée en une matrice échelonnée en lignes (respectivement colonnes)
par des opérations élémentaires sur les lignes (respectivement colonnes.)

On applique I'algorithme du pivot de Gauss aux lignes (respectivement colonnes) de la matrice.

Démonstration

1. Sila matrice est nulle, elle est échelonnée.

2. Sinon, soit jy le numéro de la premiéere colonne non nulle au moins un de ses coefficients n’est pas nul, disons
ajy j, = p#0, ce sera un pivot : le mettre dans la premiére ligne grace a Ly < L.

3. On annule ensuite fous les coefficients de la premiére colonne avec les opérations L; — L; — %Ll. On obtient
une matrice de la forme :
0 ... 0 @ oL %
: P00

A
0 ... 0 O

4, Onrecommence alors & I'étape 1 avec A’, ce quirevient & agir sur les n—1 derniére lignes. Les opérations sur
ces lignes ne changent pas la premiére. [ |
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ﬂ Application au calcul du rang

On ne change pas le rang par opérations élémentaires. Quelle est le rang d’une matrice échelonnée ?

Propriété 72 : Rang d’'une matrice échelonnée

Le rang d’une matrice échelonnée en lignes (respectivement colonnes) est le nombre de lignes (res-
pectivement colonnes) non nulles.

Démonstration

Sur les colonnes, si Cr41,...,Cp sont les colonnes nulles, alors Cy, ..., Cy sont facilement libres grace aux pivots et
le rang vaut r.

E Application a I'inversion de matrice

Propriété 73 : transformation en I,

Par des opérations élémentaires sur des lignes (respectivement des colonnes), on peut transformer
une matrice inversible de #,(K) en I,,.

Démonstration

Sur les lignes, par exemple. Par pivot de Gauss, on se raméne & une matrice échelonnée en lignes, donc tfrian-
gulaire supérieure, et inversible donc les coefficients diagonaux sont fous non nuls :

mi,1 (%)
M:
(0) - Mp,n
1 : 0
Par L; — m_i,,-Li' on obtient :
1 (%)
M =
0) 1
puis parVi=1..n-1, L;«—L;—m] Lp, ONarrive &
0
!
M Ml
0
0 ... 0 1

Ou M; alaméme forme que M'. Il suffit de ré-appliquer I'étape suivante & M;, par récurrence (finie.)

On en déduit la méthode d’inversion de matrice par opérations exclusivement sur les lignes ou les colonnes de A.
o Surleslignes: PiPy_;---P1A=1I,= A"l = PLPp_y - P11
« Surles colonnes : AQ1Q2++-Qp=In= A" =1,01Q2--- Q.

Corollaire 11 : Famille génératrice de ¥.%,,(K)

Les matrice d’opérations élémentaires engendrent 4.%£,,(K).
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H Systémes linéaires

n Traductions d’un systéme linéaire

On considéere un systeme linéaire de n équations & p inconnues dans K :

ap1xXy+appxp+--+ al,pxp = b1
(S) :

an1 X1+ ap2X2 +-++ an,pXp = by

On rappelle que la matrice du systeme linéaire est définie par

al,l al,p
ap,1 ... a,,,p
et la matrice augmentée est
a1 aip | b
M= :
an) ... anp | bn

Interprétations :

X1 b
[ ] Mqtricielle:six:( : )e’rb:( : ) (S) = Ax=b
Xp bn

n Equation linéaire : si u est I'application linéaire canoniquement associée & A,

‘ ()= ux)=bexecu! {bhH

m Formes linéaires : Soit pour i € [1, 1] ¢; la forme linéaire de K? correspondant & la i¢ (canoniguement associée &
la i® ligne de A) :
KPF — K

i
X —  aji1X1+--+ajpXp

alors| (S) == VYie[l,n], p;x)=bj<=xe (] ¢; (b}
ie1,n]

H Espace des solutions

Définition 39 : Rang d’un systéme

On appelle rang du systeme (S) le nombre r =rgS=rgA=rgu < min(n, p).

Propriété 74 : Structure de I'espace des solutions du systéeme homogéne

L’'ensemble &y des solutions du systeme homogéne (H) associé a (S) est un sous-espace vectoriel de
K? de dimension dim %y = p —1g8.

Démonstration

S =Keru =Ker A. |
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Propriété 75 : Structure de I'espace des solutions du systeme complet

L’ensemble des solution .#s est soit vide, soit de la forme Fs = xo + %y OU xy € IKP est une solution parti-
culiere. C’est donc un sous-espace affine de KKP de direction #y.
Lorsque s = @, le systéme est dit incompatible. Sinon il est compatible.

Démonstration

C’est une équation linéaire u(x) = b.

Propriété 76 : Rang et nombre de solutions
() Le systéme est dit de Cramer lorsque n = p =rg(S) ie A inversible.
Alors pour fout be K", il y a une unique solution.
(i SirgS=n, le systeme a au moins une solution.
(i SirgS = p, le systeme a au plus une solution.

Démonstration

(i) Imu = K" donc u est surjective.
(iil) dimKeru=p—-r =0 donc S5 =@ OU Fs = {x(o)}.

L'algorithme du pivot de Gauss appliqué aux systémes a été présenté dans un chapitre de début de d’année :
appliqgué aux lignes de la matrice augmentée pour la rendre échelonnée en lignes (O permutation éventuelle des
inconnues pres), il permet d’obtenir un systéme équivalent

pixp+ = b

Pt -

(S)@ prxir+ e = b;,
0 = b,r+1

0 = b,

oUr=rgls),i1<...<ir, p1,..., pr NON NUIS, les n—r derniéres équations sont les équations de compatibilité, elle permettent
de savoir si Fs = 2.
On tire successivement x; , puis x; _, jusqu’d x;, en fonction des autres inconnues. On retrouve la dimension n—-r.
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