Suites et séries de fonctions (1™ partie)

KK désigne R ou C, I est unintervalle de R contenant au moins deux points, X une
partie non vide R.

Définition 2 : Convergence uniforme

Soit f: X — KK et (f)» une suite de fonctions appartenant & KX,
On dit que (f,,), converge uniformément sur X vers f lorsqué,

VEve, INEIN Va3V, Yaex, | by (] £ &
\ﬂa‘__‘_‘_‘_ I

n CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

n Convergence simple

p LU _ :
On note dilors ,{!H L 5 {
Définition 1: Convergence simple Ne d 4 o f%:‘ J \ . '6[-31,] » . 6,.]{'31-} ¢ { /0 £

Soit f: X — K et (fn) une suite de fonctions appartenant & KX, Remarque 7= ot / ' '
On dit que (f»)» converge simplement sur X vers f lorsque R3 — Graphiquement, & partir d’un certain rang, la courbe de f; se situe dans la bande
\ 2 ] (jf) — ((};) délimitée par les courbes f—e¢ et f +e.
\ X € X} o h =4 o0 - La différence avec la convergence simple est que cette fois, le rang ne dépend que

‘G de ¢, plus de x.
On note alors Ql _L_-_; 3

/ lq ~3fta )

Remarque V€%

- , e \ I,T';: . So 3 I:._.\: é D\"I n v _n {'\b} . {x)] g Ifi If{'l )( fgqh‘} . é{u}} —20
R1- Clestadn ;é ! ; Vor 14 6 ¢ ’ NGl Propriété 1:CU = CS

R2— Ecrire@(x) f(x) n"a absolument aucun sens.
La convergence uniforme implique la convergence simple.

n—+oo

C it C

Exemple Propriété 2 : CU par majoration uniforme

. n+x o : 14
E1- fa:xeRi— S’il existe une suite (ay) e felle que

X)
I

.

1+nx
E2— gn:x€[0,1] —x" H1 Olhn—5 ¢
e3 - Une fonction triangulaire hy, nulle en 0 et prés de 1 et d’intégrale égale & 1 sur [0, 11. H2 . |
\ - .y I ! '._ I_\ i r\q‘r F
S U aie” |

a PL« éu.t;&il t y GJ’LJL‘

E Convergence uniforme elei
C1 (f») converge uniformément vers f.

n Définition
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Propriété 3 : Transmission du caractére borné par CU

On suppose que
H1
H2

alors
C1

H Norme infinie

Définition 3 : Norme

On appelle norme sur un KK-espace vectoriel E toute application N: E— R
vérifiant )
Défini-positivité : \ 2w & & , N () 2o
) aAN4 1) == =0
Homogénéité :

voe k, Ve €, N(A)= AL N ()

Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) :

'\-.-—"-'_.x-f_ y € E, N (" + ‘j> < NG+ NI tJ)

Propriété 4 : Utilisable directement

Si A est une partie non vide de R et A e R", alors sup(1A) = Asup(A).

Définition 4 : Norme infinie

On définit, pour f € E=%(X,K),

£l = fé‘i ( {M |

Propriété 5 : La norme infinie est une norme

Il s’agit d’une norme sur (X, KK).
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Remarque

R4 — La preuve est a savoir faire.

c . .
. Lien avec la convergence uniforme

Propriété 6 : CU et norme infinie

Cu

n—-+oo

Soit f: X — K et (fu)n une suite de fonctions appartenant & KX, f;,
et seulement si

fsi

Remarque
R5— Mais rien n’'indique que les f;,; soient bornées & priori.

Exemple

1
E4— fp:x—e*+—
fn .

Zl\\\ Cas p at. el .

‘

Propriété 7 : Cas des fonctions bornées
Si les fonctions f,: X — K et f: X — K sont bornées, alors

Cu

n—+oo

In

f=

Propriété 8 : Non convergence uniforme

CS

n—+oo

Si' fn

f et s’il existe

alors la convergence de (f,) n‘est pas uniforme.
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Méthode 1 : Etudier la convergence uniforme de (f,,),,
m On étudie la convergence simple et on note f la limite.
m Puis pour prouver qu’il y a convergence uniforme :

* Soit on cherche & déterminer | f, - f|, Par exemple en étudiant les variations,
puis on montre que | fu - £l — 0.

* Soit on majore uniformément les | f,, (x) - f(x)|, c’est-a-dire qu’on cherche a;, — 0
indépendant de x tel que Vxe X, |fu(x) - f(0)] < an.

m Ou, pour prouver gu’il n'y a pas convergence uniforme :
* Soit les (f), sont bornées mais pas f. .
+ Soit frouver (xu), telle que fu(xn) = flxn) #~0. 1] ..., (,é a")r{,-'s
|

Exemple : On reprend les mémes exemples
n+x
1+nx
E6— gpn:x— x"sur(o,1]
E7— hy Sur[0,1].

sur Ry,

E5— fpix—

Exercice 1:CCINP 11

Convergence uniforme locale

On suppose que X est une réunion d’intervalles.

/K
E’U'ML;G &
Remarque N Lk GJWJ
. R6 — Soif f: X — K, (fn)n une suite de fonctions appartenant ]Ki, X0 eY.L’{

\Jor e La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de xq lors-
de b qu’il existe un voisinage de xq sur lequel (f,), converge uniformément vers f, soit, de
maniere equivalente, s'il existe n > 0 tel que (f,), converge uniformément vers f sur

Xnlxo =1, X0 +nl—
Bien sar, si (fu)n converge uniformément vers f sur X, elle converge uniformément vers
f au voisinage de tout point de X, mais, malheureusement, la réciproque est fausse.

R7 — Lorsque X n’est pas majoré, la suite de fonctions (f;), converge uniformément vers f
au voisinage de +oo lorsqu’il existe un voisinage de +oo sur lequel (f,), converge uni-
formément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il existe a > 0 tel que (f,), converge
uniformément vers f su@j

Propriété 9 : CU sur tfout segment = au v. de chaque point de x

Si la suite (fn)n converge uniformément vers f sur fout segment inclus dans X,
alors : . | \ /
[ "J'l. ) WhA '[\ CON A ( |l__l‘l L|' \( -\.[il-_k ll: Uhng, A J.’"\\

Ii'.-L I'\I \ i.

V. dee 0 - 5o X030 ) @ belks
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Remarque

R8 — La convergence uniforme sur fout segment n‘implique pas non plus la convergence
uniforme sur X, ni la convergence au voisinage des bornes ouvertes de X.

De plus, la convergence uniforme sur tout segment n‘implique pas la convergence
uniforme au voisinage de +oo.

Exemple

E8— gn:x— x"" converge uniformément vers la fonction nulle sur tout segment de [0,1[,
mais pas sur [0,1] comme déjd vu.

m CONTINUITE ET LIMITE
/

Ve

!
o ppet” Snfft
n Continuité
/
Théoréme 1 : Limite uniforme de fonctions continues en un point

Soit f: -1, %) » Une suite de fonctions appartenant d KI, xy € 1. On suppose
que A

HI /" & /N [ A 4t Coni it On Yk
\.
f | /
H2 7 | g ) { (%% /I \CLg { ¥ .
Alors ( ' -

II. I' / i ’ o
/ =0 - UV AL LN ) <

Soit f:1—1K, (fx), Une suite de fonctions appartenant & K!. On suppose que

MLV e N gal 6°(T)
! /
j [
H2 (| AL \ ol 14w A Ih L |Ilg |
Alors | U7 !
rd /
Cl1 f."’ & Y ( /.I
[
v
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S Exemple
Méthode 2 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme... E10- gpn:x—x"ena=1

Il suffit que les f;, soient continues mais pas f.

Exemple

E9— gn:x— x""sur(o,1]. Méthode 3 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...

Il suffit d’avoir a tel qu’on n’ait pas J%Lnlu(nl—i}}—loofn(x)) = nl—i>Too (}Ln}lfn(x)) alors que ces
limites existent.

Exercice 2:CCINP 9

m APPROXIMATIONS UNIFORMES
E Théoreme de la double limite

n Par des polynémes
Théoréme 2 : de la double limite
Soit f:1—1K, (fn)n une suite de fonctions appartenant d K, (by), e KN et ae T Théoréme 3 : de WeierstraB

éventueliement infini. On suppose que On donne trois énoncés équivalents :

H1 O

H2
Alors on a be K fel que

Cl1

C2
Autrement dit, les limites existant bien :

i Do ool i [ i) -
P-’l_gm ~ hon 2% 6'\. Cﬁ'/\
Remarque

R9- A\ Lorsque a est une borne ouverte de I, une convergence uniforme sur tout seg-
ment ne suffit pas!

(Mais lorsque a € I, c’est simplement la confinuité en a.)

Ao
!‘)C-f’ l‘{j (% CG it Séﬁh\wc

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS (1%€ PARTIE) - PAGE 4 SUR 9


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 16 SEPTEMBRE 2024

R&m\ﬂ W Q?(\ 9\@'& C,{} T_D L(',’ ”p {“ &

Remarque
R10— Le résultat ne tient plus sur un intervalle non borné.

Exercice 3

Montrer que si une fonction polynomiale est bornée sur un intervalle qui ne I'est pas,
elle est constante, puis qu’une limite uniforme de fonctions polynomiales sur un intervalle
non borné est polynomiale.

E Par des fonctions en escalier

Théoréme 4 : Approximation uniforme d’une fonction CPM sur un segment par des

fonctions en escalier

i 6@« Awon Conlmng '?W MO Cealvy [M

¢ L@ i forne A'une guile e {p\qcéfons o ey

AW~ L Wm@w't |

Remarque
R11 - On montre que pour fout ¢ >0, on peut trouver ¢ en escalier telle que ¢ - f|, <&

1 ) , .
Alors, en posant ¢ = — on obtient ¢, en escalier telle que (), converge unifor-
n
mément vers f.

m SERIES DE FONCTIONS

Soit (f) ;e UNne suite de fonctions de KX.
n
Pour tout ne IN, on pose S, = Y fi. la somme partielle au rang n de la série de fonctions
k=0
2 fn

On souhaite étudier la suite de fonctions (Sp) pew €n étudiant (f,) ey (Sur le méme schéma
que les séries numériques.)

n Convergence simple

Définition 5 : Convergence simple

On dit que la série de fonctions Y f;, converge simplement sur X si

(5»1 )n Ccnwﬂrc it Iﬂnwwi“ w X e \1 £ X / Z{n[x) Cc-m\t—r_fé

Lorsque c’est le cas,

+00
B f:xeX— ) fulx) est appelée somme de la série de fonctions Y f, et est
n=0

+00
notée f= 3 fu.
n=0

+00
mSinelN.R,=f-Sp= ) frestlereste d’ordre nde lasérie de fonctions ) f,.
k=n+1

L( aln de 1eX-
Remarque
R12- A\ f désigne icila somme de la série de fonctions ) f,, et non la limite simple de

la suite de fonctions (f3,).

R13— Ainsi, la serie de fonctions ) f,, converge simplement si e‘r seulemenf si la suite de

an 6/

R14- Lorsque la série Y f,, converge simplement, la suite (f,), converge simplement vers

fonctions (S;,) converge simplement, et dans ce cas, Sn

la fonction nulle, et la réciproque est fausse.

R15— La somme d’une série de fonction (et le reste si elle converge simplement) sont des
fonctions.
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Exemple : Etudier la convergence simple de Y f, Propriété 11 : CU par majoration uniforme

Ell— fy:x—e V¥ Si on a une suite réelle (an), telle que
E12— fpix— COS(;”; HI Ol ——=io
1+ ncx
1 , :
B13 = fuix— oy H2 Tae ), VaeX, l S"(/HOJ*%(%)) < Ohy
Lorsque cela a un sens, on appelle fonction ¢ de Riemann la fonction ( o MR e ) — i
== w L
A i alors
= Pl ¢:ix Z n*’
¥ €71, [ = C1 Y fu converge uniformément sur X vers f.
E r ; + s S — e 7
Convergence uniforme \25} : gé =) & done £—Sn :_&2‘, +e = R wte Aonde 1y
A =+ |
Définition 6 : Convergence uniforme Propriété 12 : CU par CU des restes vers la fonction nulle
On dit que la série de fonctions Y f, converge uniformément sur X lorsque Soit ) fn une série de fonctions convergeant simplement sur X, Ry le reste

( Sn) (onge UM{‘M’W g X clorels

f ‘ _ 7 oy
c’est-a-dire lorsqu’il existe f: X — K tel que Zén CV (/Umé(iff\f\ﬂrﬂ\ﬁ"«f <€, («{3,,,1) C/U A v
" [ |9§.»...« ( e jk > Pt < | ,6 O

" “ Sn - { [L(J‘ X 1]—“;_}—0_? © Séne dh éﬂ Sube ol ACé

Exercice 4: CCINP 8

Remarque

R16 — On définit aussi de méme la convergence uniforme au voisinage d’un point (fini ou
non) de la série de fonction comme convergence uniforme locale de (Sy). D . B .
CiL = CS Propriété 13 : Condtion nécessaire de CU

Propriété 10:7. % - i Si la série de fonction y_ f, converge uniformément sur X, alors
_ l _
o oA YW )\

"5“ Zﬂéw Conv ?ﬁ /i/Wi . '{iw’& ,&{( ‘é’o“M“ (‘6‘“)“1 (4 H"ﬁf/ wmﬂpmﬁmﬁf N
&LQ@V'S (/wk Oy Ptlf 9{ g%, Mwnwt @, /Q O 'll& oa P’W "IIN {amm,
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Méthode 4 : Pour montrer que )_ f;, ne converge pas uniformément

On peut rechercher (ay,) € XN telle que f(an) 4 0.

Exercice 5: CCINP 17

@ Méthode 5 : Montrer directement une convergence uniforme de série de
fonctions

Ce n’est pas simple en général. On commence par la convergence simple de Y f

vers f. Puis on peut tenter
m de majorer uniformément (en x) directement |R,| =S, —f|,PﬁV‘ oln—> 0.
m de calculer le reste (séries géométriques, télescopiques),
m d'utiliser le critere sur les séries alternées,
m d’effectuer une comparaison série-intégrale.

En réalité, la plupart du femps, il y a plus simple : la convergence normale.

Exemple
E14— Fonction ¢ sur 1, +oo|

Convergence normale

Définition 7 : Convergence normale

\J
On dit que la série ) f, converge normalement sur X lorsque les f;, sont foutes

bornées et la série numérique )_ || fx||,, converge.

(l '

. \t-‘ o
il
P! \Ww \

MY ot '
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Propriété 14 :La convergence normale implique la convergence uniforme et la
convergence absolue

Lorsque la série ) f, converge normalement sur X,

m elle converge uniformément,

m pour tout x € I, la série numérique _. f(x) converge absolument.

Remarque
R17 — On a le diagramme

CV uniforme

7 N

CV normale CV simple

N 7

CV absolue

Les réciproques sont fausses.

R18 — En cas de convergence normale locale / sur tout segment, on en fire une conver-
gence uniforme du méme type.

Exemple
E15— Pour la fonction ¢, il n'y a pas convergence normale sur 11, +oo[, Mais sur tout [a, +ool.
On retrouve la convergence uniforme.

2 q .
El6— ) n“xe”"* converge normalement sur R* si et seulement si a <1.
Sinon, convergence normale sur [a, +ool.

Méthode 6 : Convergence normale par domination
Pour montrer que Zf,, converge normalement sur X, on peut rechercher (ay), € RN
felle que

m Pour fout ne N et fout xe X, |f,,(x)| < an.

akors Ve W, llfallos L,
B ) a, converge.

oy T 114

Al

oo (sraf
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Exemple

E17— fu(x)= Sln(ZX)
n

Propriété 15 : Critére séquentiel de non convergence normale

S usle (an), Al gc

Z‘é/\(ﬁ-q) he OV pos &‘"L»S et ol
Z 6"‘ ne OV pfo WFMA&W_

Exemple

E18— fh(x)= xef"zx2 sur R*.
Exercice 6: CCINP 15

n Continuité

Soit (fn)n Une suite de fonctions appartenant & IK!. On suppose que
HIY/ |l e TN | »6\4 6%0 (I)
w2 T VL veseg e e T
Alors +49 \’C-
c {:qu e G(F)
I hso

Exemple
E19 — ( est contfinue sur 11, +ool.
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Exercice 7 : CCINP 18

H Double limite

Théoréme 6 : de la double limite

Soit (fu)n Une suite de fonctions appartenant & K1, (by), € KN et ae T éventuel-
lement infini. On suppose que

-

= [ € QVK :én(%\ *——‘% IQ‘_‘)'V\
/ ) -u—gﬂ

" i%q A W éorqwf'nwf,— A ’UULSJ-’VL&‘X de a_

Alors

D -
c2 -*’II(X) i} Zé“ (%-)

Aufrement dit, les limites existant bien :

10
5 ) 4,

N “ﬂﬂ h=2

+00 +00
%lf}zgof”(x) = Igogl_lglfn(xl

Remarque

R19- A\ Lorsque a est une borne ouverte de I, une convergence uniforme sur fout seg-
ment ne suffit pas!
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Exemple Exercice 11 : Fonctions { de Riemann et n de Dirichlet
E20— { en +oo. +oo +00 (1)1
On pose {(x) = Z — et nx) = Z =
n=1 n=1
1. Pour quelles valeurs de x peut-on définir ¢ (x) ?
2. Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?
Exercice 8 3. Etudier les variations de ¢.
On pose f,: x— ﬁ 4. Calculer la limite en +co.
. 5. Calculer la limite en 1. Le théoréme de la double-limite s’applique-t-il? Que peut-on
1. Etudier la convergence simple de ) f;,. en déduire ?
2. Montrer que la somme [ de la série de fonctions est continue sur R . 6. Donner un équivalent de ¢ en 1 par comparaison série-intégrale.
3. Montrer qu’il n’y a pas de convergence normale sur R . 7. Tracé le graphe de (.
4

. Calculer la limite de f en +oo. 8. Pour quelles valeurs de x peut-on définir n(x)? Sur quel type d’intervalles a-t-on
convergence normale ? uniforme ?

9. Montrer que si x> 1, 7(x) = (2! 7% - 1){(x). Retrouver I'équivalent de ¢ en 1.

Exercice 9 : CCINP 53

Exercice 10 : Contre-exemple en 0 sur tout segment
X

(1+x2)"

1. Etudier la convergence simple puis calculer la somme [ de la série de fonctions > fa-
2. Montrer qu’il y a convergence normale sur fout segment de R .

3. Que penser de la double-limite en 0+ ?

Soit fi,: x—

T\

Méthode 7 : Pour montrer une absence de convergence uniforme...

... on peut utiliser la contraposée du théoreme de la double limite.
Typiguement, lorsque la série des limites en a est divergente, ou lorsque les deux limites
finales ne sont pas égales, c’est qu’il y a un défaut de convergence uniforme au point a.
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