Suites et séries de

Extrait du programme officiel :

CONTENUS

fonctions (1" partie)

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Convergence simple, convergence uniforme

Convergence simple d’une suite de fonctions. Convergence
uniforme. La convergence uniforme entfraine la convergence
simple.

Pour des fonctions bornées, interprétation en fermes de norme.

b) Continuité, double limite

Si les u, sont confinues en a et si (u,;) converge uniformément
vers u sur A, alors u est continue en a. En particulier, toute limite
uniforme de fonctions continues sur A est continue sur A.

Théoréme de la double limite : soit (u;) une suite de fonctions
de A dans F convergeant uniformément vers u sur A, et soit a un
point adhérent & A; si, pour tout n, u;, admet une limite ¢, en a,
alors (¢;,) admet une limite ¢ et u(x) xj’a['

Le théoréme s’applique dans le cas ou I’'hypothése de conver-
gence uniforme est satisfaite de fagon locale, en particulier sur
fout segment. En pratique, on vérifie la convergence uniforme
sur des infervalles adaptés & la situation.

La démonstration est hors programme.
Adaptation, si AcR, Aux cas ol a = +oco €t a = —co.

e) Séries de fonctions

Convergence simple, convergence uniforme.

Une série de fonctions converge uniformément si et seulement
si elle converge simplement et si la suite de ses restes converge
uniformément vers 0.

Adaptation des résultats des paragraphes précédents au cas
des séries de fonctions.

Convergence normale d’une série de fonctions. La conver-
gence normale implique la convergence uniforme.

La convergence normale implique la convergence absolue en
tout point.

Exemples d’'études de fonctions définies comme sommes de sé-
ries : régularité, étude asymptotique, utilisation de la comparai-
son série-intégrale.

f) Approximation uniforme

Approximation uniforme d’une fonction contfinue par morceaux
sur un segment par des fonctions en escalier.

Théoreme de Weierstrass : foute fonction continue sur un seg-
ment S et & valeurs dans K est limite uniforme sur S de fonctions
polynomiales & coefficients dans K.

La démonstration n’est pas exigible.
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KK désigne R ou C, I est un intervalle de R contenant au moins deux points, X une partie non vide R.

n CONVERGENCES SIMPLE ET UNIFORME

Il Convergence simple

Définition 1: Convergence simple

Soit f: X — K et (f,,),, une suite de fonctions appartenant & KX,
On dit que (f,), converge simplement sur X vers f lorsque pour fout x € X, f,(x) P f(x).

On note alors f,

Remarque

CS

n—+oo

7.

R1- C'est-O-direVxeX, Ve>0, INyeN, Vn>Nye, |fn(x)—f(x)|<e Nye dépend alafois de x et de e.

R2 - Ecrire f,,(x)

CS

f(x) n"a absolument aucun sens.
n—+oo
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Exemple

+X

n
El— fu:xeRi~— i

On remarque que les f;; sont bornées mais pas f.

. 1
converge simplement vers f: x— Pt

E2- gu:x€(0,1] — x" converge simplement vers g =1y;.
On remarque que les g, sont continues mais pas g.

s ) 1 2
E3 — On considére pour n > 2, h, aoffine par morceaux telle que h;,(0) =0, hy, (—) =neth,(x)=0si —<x<1.
n n

1
La courbe a une forme de triangle afin de remarquer que f hp(de=1.
0

CS

n—+oo

Alors hy,

1 1
0 et on remarque quef hn(t)dt%—f 0dt=0.
0 n—+oo Jo

E Convergence uniforme
n Définition

Définition 2 : Convergence uniforme

Soit f: X — K et (f,), une suite de fonctions appartenant & KX,
On dit que (f»), converge uniformément sur X vers f lorsqu‘on peut choisir le N, . de la définition
précédente indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN, €N, Vn> N, VxeX, |fux)-f)|<e.

CU 1.

n—+oo

On note alors f,

Remarque

R3 — Graphiquement, & partir d’un certain rang, la courbe de f;, se situe dans la bande délimitée par les courbes
f-eet f+e

La différence avec la convergence simple est que cette fois, le rang ne dépend que de ¢, plus de x.

Propriété 1:CU = CS

La convergence uniforme implique la convergence simple.

Démonstration

Sion a un N qui convient pour tous les x, alors pour tout x , on a un N qui convient. [ |

Propriété 2 : CU par majoration uniforme
S’il existe une suite (ay) e felle que
H1 a,—0

H2 pour tout n e N et pour fout x € X, |f»(x) - f(x)| < an (Majoration uniforme, c’est-a-dire que a, ne
dépend pas de x € X),

alors
C1 (f,) converge uniformément vers f.
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Remarque
R4 — |l suffit d"avoir la majoration uniforme & partir d’un certain rang seulement pour pouvoir conclure.
Démonstration
Soit £ >0. On a un rang N & partir duguel | f»(x) - f(x)| < an < &, ce qui conclut. [

Propriété 3 : Transmission du caractére borné par CU

On suppose que

H1 les f, sonf bornées

H2 elles convergent uniformément vers f
alors

C1 f est bornée.

Démonstration

Avec e=1,0onaunrang NeN & partir duquel Vxe X, [f(x)|-|fn)]| < |fax) - fx)] <1.
En particulier, pour fout x € X, | f(x)| < |fv ()| + 1. [ |

H Norme infinie

Définition 3 : Norme
On appelle norme sur un KK-espace vectoriel E foute application N: E— R vérifiant
Défini-positivité : Pour tout xe E, N(x) >0 et N(x) =0p = x=0p.
Homogénéité : Pour tout x e E et pour fout 1 € K, N(Ax) = |A| N(x).
Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) : Pour tout x,y € E, N(x + y) < N(x) + N(y).

Propriété 4 : Utilisable directement

Si A est une partie non vide de R et A e R*, alors sup(AA) = Asup(A).

Démonstration

On a déja que Asup(A) majore 1A et on peut trouver une suite (ap),en € AN telle que a, — supA. Alors
Aan € AA— Asup A ce qui permet de conclure. [ |

Définition 4 : Norme infinie
On définit, pour fe E=%(X,K),

1 7lloc = sup £ ).
xeX

Propriété 5 : La norme infinie est une norme

Il s’agit d’une norme sur B(X,1K).
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Démonstration

Pour f e #(X,K), | f| est majorée donc | /|, est bien définie.
Défini-positivité : On a bien || f|,, >0 et si || f]|, =0 alors pour tout xe X, 0 < | f(x)| < || f]l o, =0 donc f=0.
Homogénéité : Pour fout f e 8(X,K) et pour tout 1€ K, |Af], =IAl]|f]o Qvec la propriété précédente (et [1] > 0).
Inégalité triangulaire (ou sous-additivité) :Pour toutes f,ge B(X,K), et tout x e X,

[f+g@| < |f@)]+|g@] <[ flloo+ €lloo

ce qui donne un majorant de | f +g| et permet de conclure || f+g|l oo <[ flloo * 1€l oo

Remarque
R5 — La preuve est & savoir faire.

Lien avec la convergence uniforme

Propriété 6 : CU et norme infinie

Soit f: X — K et (f,),, une suite de fonctions appartenant & KX, f, nijoo

d’un certain rang les fonctions f,, - f sont bornées sur X et | f, - f| ., — 0.

f si et seulement si & partir

Remarque
R6 — Mais rien n‘indique que les f;, soient bornées a priori.

Exemple

1 . . . , a
E4— f,:x—e¥+— converge uniformément vers exp et aucune de ces fonctions n’est bornée.
n

Démonstration

On suppose que la suite de fonctions (f;;) converge uniformément vers f. Soit € >0. On a un rang N 4 partir
duquel Yx e X, |fux)-f(x)|<e donc, & partir de ce rang, f, - f est bornée et | f - f|, <& ce qui permet de
conclure.

Dans le sens réciproque, c’est une application de la propriété précédente avec ay, = || fu — f| -

Propriété 7 : Cas des fonctions bornées

Si les fonctions f,: X — K et f: X — K sont bornées, alors

CuU

n—+oo

f=fn=Flloo s O

® p—+00

Jn

Démonstration

C’est bien la méme définition, les f,;, — f étant bien bornées.
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Propriété 8 : Non convergence uniforme

Si fn nffoo f et s’il existe (xp), € XN telle que f,(x,) - f(x,) # 0,alors la convergence de (f,) n’est pas
uniforme.

Démonstration

Par contraposée : si la convergence est uniforme, alors les f, — f sont bornées & partir d'un certain rang, et
If2= Flloo = 0. OF | fr(xn) = £ em)| < | frr = f |l oo- IONC fir(xn) = £ (xn) = 0.

Ou bien, directement, si ¢ >0, on a un rang N & partir duquel pour tout x € X, | fn(x) - f(x)| <e.

En particulier, pour x = x,, on obtient vrn> N, |fn(xn) —f(xn)| < &, ce qui prouve bien que f;;(x,) — f(x,) — 0.

T\

Méthode 1 : Etudier la convergence uniforme de (),
m On étudie la convergence simple et on note f la limite.
m Puis pour prouver gqu’il y a convergence uniforme :

= Soit on cherche & déterminer ||f,, - f| ., Par exemple en étudiant les variations, puis on montre que

|fn=flloo =0

* Soit on majore uniformément les |fn(x) —f(x)|, c’est-a-dire qu’on cherche a;, — 0 indépendant de x fel
queVxeX, |fax)-f)|<an.

m Ou, pour prouver qu’il N’y a pas convergence uniforme :

* Soit les (f), sont bornées mais pas f.
* Soit frouver (x,), telle que fi,(xn) — f(xn) /0.

Exemple : On reprend les mémes exemples

E5 — Pour le premier, il Ny a pas convergence uniforme car f n’est pas bornée alors que les f, le sont.

E6— gn:x— x". Alors ||gn - g|l, =1 ou bien g, (1 = %) —g(l = %) —e 1 #0.lIn'y a pas convergence uniforme.

E7 — hn[%)—h[%]:nﬁo.

Exercice 1:CCINP 11

1. Soit X une partie de R, () une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction f.

On suppose qu’il existe une suite (x,),cn d’éléments de X telle que la suite (f;(xn) - f (x1)) .y NE tende pas
vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (f,;) ne converge pas uniformément vers f sur X.

sin (nx)

1+n2x2’

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,).

(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (fn) sur [a, +oo[ (@vec a > 0), puis sur ]0, +ool.

2. Pour tout x € R, on pose f;(x) =

1. Voir preuve précédente.

2. (@) fm0)=0—0etsix#0, fr(x) p—— 0 comme produit d’une suite bornée par une suite convergeant vers
0. Donc (f,) converge simplement vers la fonction nulle.

(b) Soit a> 0. Alors pour tout x € [a, +ool, | fn(x) -0 < ﬁ maijoration uniforme en x par une suite fendant
vers 0, donc (f,) converge uniformément sur [a, +ool.

Mais il y a un probléme au voisinage de 0 comme la disjonction de cas de la question précédente
nous le laisse déja penser. En effet, en utilisant la premiere question au voisinage de 0, on remarque que

fn (%) -0= % # 0 donc (f,) ne converge pas uniformément au voisinage de 0.
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Convergence uniforme locale

On suppose que X est une réunion d’intervalles.
Soit f: X — K, (fu)n une suite de fonctions appartenant & K, xy e X.

La suite de fonctions (f,),, converge uniformément vers f au voisinage de x, lorsqu’il existe un voisinage de xg
sur lequel (f)n converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il existe n > 0 tel que (f,), converge
uniformément vers f sur Xnlxg —n, xo + 7l

Bien sar, si (f,), converge uniformément vers f sur X, elle converge uniformément vers f au voisinage de tout point
de X, mais, malheureusement, la réciproque est fausse.

Lorsque X n’est pas majoré, la suite de fonctions (f;,), converge uniformément vers f au voisinage de +oo lorsqu’il
existe un voisinage de +oo sur lequel (f,), converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s’il existe a >0
fel que (fn)n converge uniformément vers f sur X n[a, +ool.

De méme, lorsque X n’est pas minoré, la suite de fonctions (f;,), converge uniformément vers f au voisinage de
—oo lorsqu’il existe un voisinage de —oo sur lequel (f;,), converge uniformément vers f, soit, de maniére équivalente, s'il
existe b >0 tel que (f,), converge uniformément vers f sur Xn] — oo, bl.

Propriété 9 : CU sur tout segment = au v. de chaque point de x

Si'la suite (f,), converge uniformément vers f sur fout segment inclus dans X, alors elle converge
uniformément vers f au voisinage de fout point de X.

Démonstration

On peut toujours inclure un voisinage Xnlxy —n, xo + 7l de xg € X dans un segment quitte & réduire 7.

Remarque

R7 — La convergence uniforme sur fout segment n‘implique pas non plus la convergence uniforme sur X, ni la
convergence au voisinage des bornes ouvertes de X.

De plus, la convergence uniforme sur tout segment n‘implique pas la convergence uniforme au voisinage
de +oo.

R8 — 'A noter aussi qu’on ne prouve pas une convergence uniforme en découpant X : c’est une convergence
globale qui ne peut s’obtenir en réunissant des convergences uniforme sur des parties de X, contrairement
& la convergence simple qui, elle, est ponctuelle.

Exemple

E8 — gn:x— x" converge uniformément vers la fonction nulle sur tout segment de [0, 1[, mais pas sur [0,1[ comme
déja vu.

m CONTINUITE ET LIMITE

Il Continuité

Théoréme 1 : Limite uniforme de fonctions continues en un point

Soit f:1—K, (fu)» une suite de fonctions appartenant & K, x, € I. On suppose que
H1 Pour tout n, f, est continue en xy.
H2 La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f au voisinage de xg.
Alors
C1 f est continue en xy.
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Démonstration

Soit >0 tel que (f), converge uniformément vers f sur Injxy —n,xo +n[= V.

Alors, sixe Itel que [x—xgl <npet nelN, |f(x) - fxo)| < |f(0) = fu@)|+|fnx) = fulxo)| + | fnlx0) — f(x0)].

Soit € > 0. La convergence uniforme de (f,), Vers f au voisinage de xy fournit un rang N 4 partir duquel, pour
tout xe V., | f(x) = fu(x)| < g C’est donc le cas pour x = xo.

En prenant n= N, la continuité de fy, fournit un 6 >0 tel que sur In]xg — 8, x0 + 6L, | fiv(x) — v (x0)| <

Ainsi, si |x - xol < min(n,8), | f(x) - f(xp)| <.
Cela prouve bien que f(x) £ (x0).

&
3

X— X0

Corollaire 1 : Limite uniforme de fonctions continues sur un intervalle

Soit f:1—K, (fu), une suite de fonctions appartenant & K!. On suppose que
H1 Pour tout n, f, est continue sur I.

H2 La suite de fonctions (f,,), converge uniformément vers f au voisinage de chaque point de I (donc
sur fout segment inclus dans I suffit).

Alors
C1 f est confinue sur I.

Méthode 2 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...
Il suffit que les f;, soient continues mais pas f.

Exemple
E9— gn:x+— x"sur(0,1].

Exercice 2: CCINP 9
1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.

n+2
n+1

2. On pose f;(x) = e~ nx’ cos (y/nx).

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,).

(b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +co[ ?

(c) Soit a> 0. La suite de fonctions (f;) converge-t-elle uniformément sur [a, +oco[ ?
(d) La suite de fonctions (f,;) converge-t-elle uniformément sur 10, +oco[ ?

Solution :
1. Voir preuve précédente.

2. (@) fr=1—1etsix#0, f(x) —0 comme produit d’une suite bornée et d’une suite tendant vers o.
Donc (fn) converge simplement vers f =1q.

(b) Comme toutes les (f,,) sont continues en 0 mais pas f, il Ny a pas convergence uniforme sur [0, +ool.

(c) Soit a>0. Pour tout x € [a,+ool, | fr(x) — f(x)| < Z—i?e‘”“z qui est une majoration uniforme en x et qui fend
vers 0, donc (f,) converge uniformément sur [a, +ool.

(d) On voit bien que le probléme se situe au voisinage de 0.

On considére alors f; (\/Lﬁ) ‘f(L] - Z_i

vn
sur 10, +ool.

1 cosl \ , .
e ' cosl - —— #0, ce qui contredit la convergence uniforme
@
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E Théoreme de la double limite

Théoréeme 2 : de la double limite

Soit f:1—K, (fu), Une suite de fonctions appartenant & K!, (b,), € KN et a e T éventuellement infini.
On suppose que

H1 (f,), converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour tout ne N, f,(x) — b;,.

Alors on a be K tel que
Cl1 b, b
n—-+oo

C2 f(x)E»b

Autfrement dit, les limites existant bien :

a0l e i )

Remarque

RY — A Lorsque a est une borne ouverte de I, une convergence uniforme sur fout segment ne suffit pas!
(Mais lorsque a € I, c’est simplement la continuité en a.)

Démonstration

Hors programme. On traite le cas ou a est fini.

Si ae I, on est ramené au théoreme de continuité.

Sinon, I'idée est de prolonger par continuité les f, en a en posant f,(a) = b, pour voir appliquer le théoreme
précédent. Pour cela, on va commencer par montrer que (b,) converge. On commence par montrer qu’elle est
bornée pour appliquer le théoréme de Bolzano-WeierstraR.

Soit vV un voisinage de a sur lequel (f), converge uniformément.

SinelNetxelInV, |bul<|bn— fu@)]|+|fnx) - @] +|fx)].

On aunrang N & partir duquel | f(x) - f(x)| < 1.

On suppose dorénavant que n> N.

On a aussi un voisinage Wy, de a sur lequel | by, — fr(x)| < 1.

En prenant x, € InV n Wy, on tire |byl <2+ | f(xp)|.

Mais comme les f,, convergent en a, elle sont bornées au voisinage de a donc par convergence uniforme, f
est aussi bornée (disons, par M) au voisinage de a.

On obtient donc, pour n> N, |by| <2+ M et donc (b,) est bornée.

Par théoréme de Bolezano-WeierstraB, on en extrait une suite convergente : by, — b.

On montre alors que by, — b.

OrpournelN et xel,

Ibp =Bl < | b = fn ()| + | fn(0) = FQ)| +| £ = oy O] + | oy 0 = Bipmy | + [Bp(y = B -
Soit £ > 0.
On a un voisinage V' de a sur lequel, & partir d'un rang N, | fn(x) - f(x)] <

|fom@® - f0] < £
Puis des voisinages Wy, et W, de a sur lesquel |by, — fu(x)| <

£ .
= Comme ¢(n) > n, on a alors aussi
et |Boin) — )] < £ respectivement
. 5 p(n) f(p(n) X)| s 5 9 .

Puis un rang N’ & partir duquel | by, - b| < 5

Finalement, en prenant n > max(N,N') et xe InV' nW},nW,!, alors tire |b, - bl < &.

On prolonge les f;, par continuité en a en posant fy,(a) = by, €t on pose f(a) = b. Les f; qinsi prolongées sont
continues en a et convergent uniformément vers f (pas de probléme en a car b, — b), qui est aussi continue a,
donc f(x) — b.
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Méthode 3 : Pour montrer qu’on n’a pas convergence uniforme...

Il suffit d’avoir a tel qu’on n’ait pas ;ig}l(nﬁrgoofn(x)) = lim (%LH}lfn(x)) alors que ces limites existent.

n—+oo

Exemple

E10— gn:x—x" ena=1:lerésultat ne tient pas malgré la convergence uniforme sur tout segment, et on retrouve
I’absence de convergence uniforme sur [0, 1].

m APPROXIMATIONS UNIFORMES

Il Par des polynbmes

Théoréeme 3 : de WeierstraB

On donne ftrois enonceés équivalents :

m Toute fonction continue sur un segment & valeurs dans K est limite uniforme sur ce segment d’une
suite de fonctions polynomiales.

m Soit f continue sur le segment [a, b. Il existe une suite fonction (p,), de fonctions polynomiales telle

que p, nffoo fsur la,bl, c’est-a-dire ||p, - f| ., — 0.
m Soit f continue sur le segment [a,b]. Pour tout ¢ > 0, il existe une fonction polynomiale p felle que
lp-Flo<e

Démonstration

Non exigible. Preuve classique par les polyndmes de Bernstein en TD.

Remarque
R10 — Le résultat ne tient plus sur un intervalle non borné.

Exercice 3

Montrer que si une fonction polynomiale est bornée sur un intervalle qui ne I'est pas, elle est constante, puis
qu’une limite uniforme de fonctions polynomiales sur un intervalle non borné est polynomiale.

Solution : En effet, commencons par remarquer quitte & prendre une limite en une borne infinie que si une
fonction polynomiale est bornée sur un intervalle qui ne I'est pas, elle est constante.

On confond le polynédme et la fonction polynomiale associée.

Supposons alors qu’une fonction f est limite uniforme de la suite de fonctions polynomiales (Py) e SUr un infer-
valle nonborné 1. Onaunrang Ne N felque sin > N, P, — f est bornée. Mais alors, sin > N, P,—Pn = (Pn— )+ (f —Pn)
est bornée sur I qui ne I'est pas et polynomiale, donc est constante.

On adonc ¢, € K tel que Py, = Py + ¢, = Py — Pn(a) + Pyr(a) oU a est un point quelconque de 1.

En faisant fendre n vers +oo, on obtient pour fout x € I, f(x) = Py(x)— Py(a) + f(a) donc f est une fonction polyno-
miale.
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E Par des fonctions en escalier

Théoréme 4 : Approximation uniforme d’une fonction CPM sur un segment par des fonctions en escalier

Toute fonction continue par morceau sur un segment est limite uniforme sur ce segment d’une suite
de fonctions en escalier.

Remarque
R11 - On montre que pour fout £ >0, on peut trouver ¢ en escalier felle que [l - f||, <e.

1 , . . .
Alors, en posant € = — on obtient ¢, en escalier telle que (¢,), converge uniformément vers f.
n

Démonstration
Cas continu Soit € > 0. Par théoréme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b]. On a donc n >0 tel que
Vx,yelabl, |x-y|<n=|fx)-fp)|<e.

On choisit une subdivision o = (ay, ..., an) de [a, b] de pas h= o Jnax l(akﬂ —ay) <.
IexN-

flap)  sixelag, ag|
fb) six=b
Alors, si x € [a,b[, on d k tel que x € [ag, ag41| e |x— ag| <|ags1 — ax| <n donc | f(x) — )| = | f(x) - flap)| < &, soit
x=bet|f(b)-pb)|=0<e.
On a donc bien | f-¢| ., <&
Cas continu par morceaux Soit o = (ay, ..., a,) de [a, b] adaptée & f.
Chaqgue f|]ak,ak+1[ se prolonge par continuité en une fonction f;. continue sur [ag, ai41] : ON A @i € E([a, b)) telle

On définit alors ¢ : x— { une fonction en escalier.

ave 1wy <.

Pr(x) s xe]ag, ape|

flap) Six=ay

On pose alors ¢ : x+— { une fonction en escalier.

Alors, si x € [a,b], soit on a k tel que x €lay, ary1[ et |p(x) - f(0)| = |pp(x) - fr(x)| < e soit on a k tel que x = a;, et

lplap) - flap)| =0<e.
On a donc bien | f-¢| ., <e.
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m SERIES DE FONCTIONS

Soit (fn) ey UNE suite de fonctions de KX.
n

Pour tout ne N, on pose S, = ) fi, la somme partielle au rang n de la série de fonctions ) fy.
k=0

On souhaite étudier la suite de fonctions (Su) e en étudiant (fy) oy (Surle méme schéma que les séries numériques.)

Il Convergence simple

Définition 5 : Convergence simple

On dit que la série de fonctions ) f,, converge simplement sur X si pour tout x € X, la série ) f,(x)

converge.Lorsque c’est le cas,

+00 oo
B f:xeX— ) fu(x) est appelée somme de la série de fonctions ) f, et est notée f=3_ f,.
n=0 n=0

+00
mSinelN,R,=f-S,= ) fiestlereste d’ordre n de la série de fonctions }_ f,.
k=n+1

Remarque

R12 — A f désigne ici la somme de Ia série de fonctions ) f,, et non la limite simple de la suite de fonctions (f;,).

R13 — Ainsi, la serie de fonctions ) f, converge simplement si et seulement si la suite de fonctions (S,) converge

+00

-
0

simplement, et dans ce cas, S,

n—+00
- n

R14 - Lorsque la série ) f,, converge simplement, la suite (fz), converge simplement vers la fonction nulle, et la
réciproque est fausse.
R15— La somme d’une série de fonction (et le reste si elle converge simplement) sont des fonctions.

Exemple : Etudier la convergence simple de }_ f;,

ENl— fpix—e VX
cos(nx)
T 1+ n2a2
1
E13— fr:x— s
Lorsque cela a un sens, on appelle fonction ¢ de Riemann la fonction

E12— fi:x
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E Convergence uniforme

Définition 6 : Convergence uniforme

On dit que la série de fonctions ) f, converge uniformément sur X lorsque la suite de fonctions (S,),
converge uniformément sur X, c’est-a-dire lorsqu’il existe f: X — K tel que

m 4 partir d’un certain rang, S, — f bornée sur X,

= |Sn—f] 0.

®© n—+o00

Remarque

R16 — On définit aussi de méme la convergence uniforme au voisinage d’un point (fini ou non) de la série de
fonction comme convergence uniforme locale de (S).

Propriété 10: CU = CS

Si’)_ fn converge uniformément sur X vers f, alors elle converge simplement vers f.

Propriété 11 : CU par majoration uniforme
Si on a une suite réelle (a,), telle que
H1 a,—0
H2 VxeX, [S,(x)-fx)|<a, aumoins & partir d’un certain rang
alors
C1 )_ fx converge uniformément sur X vers f.

Démonstration

Héritée des suites de fonctions. [ |

Propriété 12: CU par CU des restes vers la fonction nulle
Soit Y f, une série de fonctions convergeant simplement sur X, Ry, le reste d’ordre n.

La série de fonctions )_ f, converge uniformément sur X si et seulement si la suite de fonctions (R,),

converge uniformément sur X vers la fonction nulle.

Démonstration

Conséguence immédiate de la définition. [

Exercice 4 : CCINP 8

N (_Dnefnx
Onpose:VneN*, VxeR, fr(x)= ————

1. Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Y fa-
n>1
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2. Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions Y fa
n>1

Corrigé :

(_l)ne—nx e_nx

Onpose:VxeR, VneN*, f(x) = —— . Onaadlors VrneN*, f,(x) = (—1)"u,(x) avec uny(x) =
n

1. Soit xeR. Si x <0, alors nlirlloolfn(x)| =+oo,donc ) fu(x) diverge grossierement.
- n>1
Si x>0, alors (un(x))en €5T positive, décroissante et HETOO un(x)=0.
Donc d’apres 1.(a), ¥ fn(x) converge.
n>1

Donc Z fn converge simplement sur [0, +ool.
n>1

Remarque : pour x >0, on a aussi convergence absolue de Y. f,(x).
1

nz

En effet, pour tout réel x>0, n? | f,,(x)| = ne™"* T, 0 done, au voisinage de +oo, | fn(x)| = o(iz).
- n

+o00o
2. Comme ) f, converge simplement sur [0, +oo[, on peut poser V x € [0, +oo[, Rp(x) = Y. fi(x).
n>1 k=n+1

Alors, comme, V x € [0, +ool, (un(x)) nen €5t positive, décroissante et ngr}rloo un(x) =0, on en déduit, d’apres 1.(b),

que .
—(n+1)x
Vx€[0,+o00[, |[Ry(x)| < =

1 . S
Et donc V x € [0, +ool, |R; (x)] < " (majoration indépendante de x)
1 . .
Et comme lim =0, alors (R,) converge uniformément vers 0 sur [0, +ool.

n—toon+1

C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur [0, +ool.
n>1

Propriété 13 : Condtion nécessaire de CU

Si la série de fonction Y_ f,, converge uniformément sur X, alors la suite de fonctions (f,), converge

uniformément vers 0 sur X, ¢’est-a-dire qu’a partir d’un certain rang les f, sont bornées et | fu| ., — 0.

Démonstration

(Rn)n converge uniformément vers 0 donc (f,) = (Rn—Rp—1) QUSSi Car | f(x)| < 1Rn = Rp-1lleo < I Rnlloo=1Rn-1lloo — 0
avec une majoration indépendante de x.

S

Méthode 4 : Pour montrer que ) f,, ne converge pas uniformément

On peut rechercher (xy) € xN telle que f,(xp) £~ 0.

Exercice 5: CCINP 17
Onpose:VneN, Vxe[0;+ool, fr(x)= nxle W1,
1. Prouver que Y f;, converge simplement sur [0; +ool.
2. Y fu converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[ ? Justifier.

Corrigé :

1. Onpose:VneN, Vxe[0;+ool, fn(x)= nxle XV,
Soit x € [0; +ool.
Six=0,¥neN, fr(0)=0donc Y f»(0) converge.
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Six#0: lim n?f,(x)=0, donc au voisinage de +oo, f;(x) = o(iz).
n—+oo n

1 s N
Or ) — converge absolument donc, par critére de domination, ) fa(x) converge absolument.
n>1 n
On en déduit que )_ f, converge simplement sur [0; +ool.

2. YneN*, f, est continue sur [0; +oo[ et xliT fn(x) =0, donc f, est bornée sur [0; +ool.
—+00

Comme fy est bornée (fy =0), on en déduit que VneN, f, est bornée.
De plus, la suite de fonctions (f;;) converge simplement vers la fonction nulle.
En effet, si x=0 alors f,,(0) =0 et si x #0, nliTmf"(x) =0.

1
OnOVneN*,fn(ﬁ)ze‘l.

* ]' _
Or,vneN 'fn(\/ﬁ)_
Ainsi, sup |fu(l - O.

te[0;+00( =8
On en déduit que (f) ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0; +ool.
Donc Y f» ne converge pas uniformément sur [0; +ool.

1
fn(—)‘g sup |fu(0)|;donc  sup |[fu()]=el.
VIl te0;ool 1€[0;+ool

=

Méthode 5 : Montrer directement une convergence uniforme de série de fonctions
Ce n’est pas simple en général. On commence par la convergence simple de Y_ f;, vers f. Puis on peut tenter

de majorer uniformément (en x) directement |R,| =[S, - f].
de calculer le reste (séries géométriques, télescopiques),

|
|
m d’utiliser le critére sur les séries alternées,

m d’effectuer une comparaison série-intégrale.

En réalité, la plupart du temps, il y a plus simple : la convergence normale.

Exemple

. 1 . . Y .
E14 — Fonction ¢ sur ]1,+oo[ : Ry (x) < ) par comparaison & une intégrale. Convergence uniforme sur fout
x—=1n
[a,+oco[ OU a>1.

Convergence normale

Définition 7 : Convergence normale

On dit que la série )_ f, converge normalement sur X lorsque les f, sont foutes bornées et la série

numérique )_ | |, converge.

Propriété 14 : La convergence normale implique la convergence uniforme et la convergence absolue

Lorsque la série Y _ f, converge normalement sur X,
m pour fout x € I, la série numérique )_ f,(x) converge absolument,

= ) fx converge uniformément.
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Démonstration
m Pourtout xe I, | fn(| < | fiull oo
+00
B RIS Y | fallo—0 i
k=n+1

Remarque
R17 - On ale diagramme

Convergence uniforme

7 \

Convergence normale Convergence simple
Convergence absolue

Les réciproques sont fausses.

R18 — En cas de convergence normale locale / sur tout segment, on en tire une convergence uniforme du méme
type.

Exemple

E15 — Pour la fonction ¢, il Ny a pas convergence normale sur 11, +oo[, Mais sur fout [a, +ool.
On retrouve la convergence uniforme.

2 . .
E16— ) n%xe”"* converge normalement sur R* si et seulement si a < 1.
Sinon, convergence normale sur [a, +ool.

Méthode 6 : Convergence normale par domination
Pour montrer que an converge normalement sur X, on peut rechercher (ay,), € RN telle que

m Pour fout ne N et tout xe X, | fn ()| < an.

® ) ay, converge.

Exemple

E17 = fu(x) = sm’;ZX)'

Propriété 15 : Critére séquentiel de non convergence normale

S’il existe une suite (a,), € XN telle que la série Z fnlay) ne converge pas absolument, alors Z fn ne
n=0
converge pas nhormalement sur X.

Exemple

2 2
E18— fr(x)=xe "% surR*.
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Exercice 6: CCINP 15
Soit X une partie de R ou C.

1. Soit )  f, une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.
Rappeler la définition de la convergence normale de ), sur X, puis celle de la convergence uniforme de

)" fnsur X.

2. Démontrer que toute série de fonctions, & valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est uniformé-
ment convergente sur X.

2
P - n . < . <
3. Lasérie de fonctions ) — 2" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
n:

ReR}?
1. Voir Cours.
2. Voir Cours
2 n2 n2
3. SilzI<R, —'z" =— lz|" < — IR|"™ qui ne dépend pas de z.

2 2
n p n 1 ] Acfrmm
Donc fy:z— Ez” estbornée sur D¢ (0,R) et || f» ||00'Df(01m S— IRI"=0 (ﬁ) Par comparaison de séries & termes

généraux positifs dans le cas de convergence et par critére de Riemann, ) f, converge normalement donc
uniformément sur D¢ (0,R).

ﬂ Continuité
Théoréme 5 : Transfert de continuité

Soit (f,)n Une suite de fonctions appartenant & IK!. On suppose que
H1 Pour tout n, f, est continue sur I.

H2 La série de fonctions Y_ f, converge uniformément au voisinage de chaque point de I (sur fout
segment suffit).

Alors

+00
Cl1 f=)_ fa est continue sur I.

n=0

Exemple
E19 — { est continue sur |1, +ool.

H Double limite
Théoreme 6 : de la double limite

Soit (f»)» Une suite de fonctions appartenant AIK!, (b,), e KN et a e T éventuellement infini. On suppose
que

H1 ) f, converge uniformément vers f au voisinage de a.
H2 Pour tout ne NN, f,(x) — b,,.

Alors
C1 Y b, converge.

+00
C2 f) — ) bn.
k=0
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Autfrement dit, les limites existant bien :

+00 +00o
}Cgr;l];)fn(x) = ];);gfn(x).

Remarque

R19 — A Lorsque a est une borne ouverte de I, une convergence uniforme sur tout segment ne suffit pas!

Exemple
E20 — { en +oo tend vers 1.

Exercice 7
1

On pose [ :x— ———.
P Jn 1+ n2x?

1. Etudier la convergence simple de > fue
2. Montrer que la somme [ de la série de fonctions est continue sur R?.
3. Montrer qu’il n’y a pas de convergence normale sur R7.

4. Calculer la limite de f en +oco.

Exercice 8 : CCINP 53

On considére, pour tout entier naturel » non nul, la fonction f,, définie sur R par f;,(x) = T i
+n*x

1. (a) Prouverque ) f, converge simplement sur R.
n=1

+00
On pose alors : VxeR, f(x)= Y fa(x).
n=1

(b) Soit (a,b) eR?> avec 0< a< b.

)" fu converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +oo[ ?
n>1

(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo[ ?
n>1

2. Prouver que f est continue sur R*.
3. Déterminer lim f(x).
X—+00

Corrigé

1. (a) Soit xeR.

Si x=0, alors f,(0)=0etdonc Y f,(0) converge.
n>1

Six#0, fr(x) o4

Or ¥ — est une série de Riemann convergente donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes
n>1n
de signe constant, )  f,(x) converge.
n>1

Conclusion : ¥ f,, converge simplement sur R.
n=1

(b) Soit (a,b) eR? tel que 0 < a<b.
« Prouvons que ) f, converge normalement sur [a, b].

n>1
Vx€la,bl. |fu)I< —— (majoration indépendante de x).
n*a
1 . .
De plus, ). —; converge (série de Riemann convergente).
n

n>1
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Donc ) f, converge normalement sur [a, b].
n>1
« Prouvons que ) f, converge normalement sur [a, +ool.
n>1

_r o
nixt T ndx3 T ndad

Vx € [a,+ool, | frn(x)] < (majoration indépendante de x).

1 . .
De plus, )’ —; converge (série de Riemann convergente).
n=1 n

Donc ) f» converge normalement sur [a, +ool.
n=1
(c) Onremarque que f; est continue sur le compact [0,1], donc f;, est bornée sur [0,1].
De plus, d’apres 1.(b). Vx e [1,+ool, | frn(x)]| < L4, donc f; est bornée sur [1,+ool.
n

On en déduit que f; est bornée sur [0, +oo[ et que  sup | f(x)| existe.
x€(0,+o00]

1 1

VneN*, sup |fp(X)|>fu(=)=—.

x€[0,+00] n. 2n

1, . ,
Or ) — diverge (série harmonique).
n=1 2
Donc, par critére de minoration des séries & termes positifs, Y~ sup  |f,(x)| diverge.
n>1 x€[0,+00]
Donc Z fn Ne converge pas normalement sur [0, +ool.
n=1

Autre méthode :

* - , 1-3n*x*
vYneN*, f, est dérivable sur 0, +oo €t Yx €10, +ool, fp(x) = ————.
(1+n%x4)
On en déduit que f,, est croissante sur |0, —— | et décroissante sur | ——, +oo|.
34n 34n
fn étant positive sur R, on en déduit que f;, est bornée.
3
, 1 31
Donc  sup |[fp(x)| existe et sup |fr(x)|=fu(——)=—
x€[0,+00] x€[0,+00] 3ip 4n
1 . . .
Or ) — diverge (série harmonique), donc ) sup [fx(x)| diverge.
n>1 i n>1 x€[0,+00]
Donc Y fu ne converge pas normalement sur [0, +ool.

n>1
2. VneN*, f,, est continue sur 10, +ocol. (1)

)" fn converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans 10, +ool.  (2)
n>1

Donc, d'aprés (1) et (2), f est continue sur 10, +ool.

Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur |—oo,0[.

Conclusion : f est continue sur R*.

* . _ ] -~
3. ¥YneN*, im f,(x) =0 car, au voisinage de +oo, fu(x)

o n4g3"
D’'apres 1.(b), ¥ fn converge normalement, donc uniformément, sur [1, +ool.
n>1
. o . 400 +00
Donc, d'aprés le cours, f admet une limite finie en +oo et ngoof(x) = XEIPOO nglfn(x) = n; xgrpoofn (x)=0.

Conclusion: lim f(x)=0.
X—+00

Exercice 9 : Contre-exemple en 0 sur tout segment
X

(1+x2)"

1. Etudier la convergence simple puis calculer la somme f de la série de fonctions > fu-
2. Montrer qu’il y a convergence normale sur fout segment de R .

3. Que penser de la double-limite en 0% ?

Soit fi, : x—
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Méthode 7 : Pour montrer une absence de convergence uniforme...

... on peut utiliser la contraposée du théoreme de la double limite.
Typiguement, lorsque la série des limites en a est divergente, ou lorsque les deux limites finales ne sont pas égales,
c’est qu’il y a un défaut de convergence uniforme au point a.

Exercice 10: CCINP 18 (modifié)
o =D"x" . - .
Onpose:VneN*, VxeR, u,(x) = — On considére la série de fonctions ) uy,.
n=1
1. Etudier la convergence simple de cette série.
On note D I’ensemble des x ol cette série converge et S(x) la somme de cette série pour x € D.

2. (a) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(b) Sur quel type d’intervalle y a-t-il convergence normale? Montrer qu’il y a convergence uniforme sur

[0, 1].

(c) Lafonction S est-elle continue sur D?
Solution :

. . x| 1
1. Silx|<1,ily a convergence absolue car — =o =

n n

, . . N |x]"
Si x| >1, il y a divergence grossiére car — ~ teo.

Si x = -1, la série harmonique diverge, si x = 1, la série harmonique alternée converge (par exemple par le
TSSA).
Finalement, la série de fonctions converge simplement sur D =] -1, 1].

1 1l =
2. (9) llupliooj-1,1 = — donciln’y a pas de convergence normale sur D=]-1,1].
n

Comme up(x) = % qui est un ferme général de série divergente, le théoréme de la double limite

x—-1
ne s’applique pas et donc il Ny a pas de convergence uniforme sur D =] —1,1].
n

(b) Par contre, sur tout intervalle de la forme | —a,al oU 0 < a <1, lluploo)-1,1] = A |un(a)l qui est un terme
général de série convergence, donc il y a convergence normale sur [—a, al .n
On a donc aussi convergence uniforme sur ce type d’intervalle.
Reste a savoir s'il y a convergence uniforme au voisinage de 1.
Or, le théoréeme spécial s’appliquant pour x € [0,1], la majoration du reste donne

1
Vxel0,1], [Rpr1 ()< lupr1(0)I<——=
n+1

qui ne dépend pas de x et fend vers 0.
Il'y a donc bien convergence uniforme sur [0,1].
(c) Comme
H1 les u, sont toutes continues sur | —1,1] et comme, d’aprés la question précédente,
H2 ) u, converge uniformément au voisinage de tout point de D=]-1,1],

S est continue sur D.

H Grand classique incontournable (mais HP)

Exercice 11 : Fonctions { de Riemann et , de Dirichlet

+00 1 +00 (_l)n
Onpose((x)=) —etnw=) —
n=1" n=1 1

Pour quelles valeurs de x peut-on définir ¢ (x) ?

Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ?

Etudier les variations de ¢.

Calculer la limite en +oo.

Calculer la limite en 1. Le théoréme de la double-limite s’applique-t-il ? Que peut-on en déduire ?

o DN~
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6. Donner un équivalent de ¢ en 1 par comparaison série-intégrale.
7. Tracé le graphe de (.

8. Pour quelles valeurs de x peut-on définir n(x) ? Sur quel type d’intervalles a-t-on convergence normale ? uni-
forme ?

9. Montrer que si x> 1, n(x) = (21*’“ —1){(x). Retrouver I'équivalent de ¢ en 1.

1. 11, +o00[
2. [a,+oo[OU a>1.
3. ( est décroissante car les f;, le sont.
4. 1 par double limite.
5. Tre solution : comparer & une intégrale, cf question suivante.

2e solutfion : on a envie de comparer { pres de 1 a la série harmonique.

Soit ne N, Comme { st décroissante, elle a une limite ¢ finie ou +oo en 1.

n
1
Orona?¢> — —.
Z kx x—=1 ok
Donc ¢ = +oo
1 w1 . N
ou encore Z —— ) —>Ad&partird’'unrang N.
kX x—1 ok
V|
Pour n=N, on a V voisinage de 1 tel que sur V, {(x) > Z k_
Donc ¢ tend vers +co en 1.
1

6, ——

x-1

8. CSsur R} par TSSA.
CN sur [a,+oo[, a>1.
CU sur [a, +oo[, a >0 par majoration du reste TSSA.

9. TSSA apcr : CU sur [a, +oo[ pour a >0 de toutes les dérivées.
10. Simplifier ¢(x) + {(x).
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