ﬂ GROUPES ET SOUS-GROUPES

Il Structure de groupe (MP2I)

Définition 1 : Groupe

On appelle groupe tout couple (G, x) ou G est
un ensemble tel que

(i) * est une loi de composition interne sur G
(i) » est associative
(iiiy G admet un élément neutre pour *

(iv) Tout élément de G admet un symétrique
dans G pour *.

Si, de plus, » est commutative, on dit que
(G, %) est un groupe commutatif ou groupe abé-
lien.

E Puissances ou itérées d’un
élément (MP2I)

Définition 2 : Itérées d’un élément

Soir E un ensemble muni d’une loi de compo-
sition inferne x (notée multiplicativement) asso-
ciative et possédant un élément neutre e.

Pour tout x € E et fout n e IN, on définit récursi-
vement

e {e sin=0
" Lxx sinon.

Propriété 1 : des exposants

Soient x,ye E et n,meN.

() x"M = x"%x™ = x"*xx". (iv) Six estinversible,
(i (x™™=x"" = (x™", x" est inversible
in S _ et M= (x"1"
iy Si- x %y y * X,
(xxy)" =x"*y".

Notation 1 : Exposant négatif

Si x € E inversible et n e N, on note x " |'élé-
ment (x~1)" = (x")~1.

Structures algébriques

Régularité

Soit ! E un ensemble muni d’une loi de composition
inferne associative x et possédant un élément neutre e.

Définition 3 : Régularité

Soit x € E. On dit que x est régulier (ou simpli-
fiable)

= a gauche lorsque

YabeE, xxa=x*xb—a=»>b
= 4 droite lorsque

YabeE, axx=bxx—a=>b

On dit que x est régulier lorsqu’il I'est &
gauche et & droite.

Propriété 2 : Régularité d’un inversible

Tout éléement inversible de (E, ) est regulier.

Corollaire 1

: Régularité dans un groupe

Si (G, ) est un groupe, alors fout élément de
G est régulier.

Corollaire 2 : Bijectivité des translations

Si (G, %) est une groupe et ac G fixé,

) ) G — G
Les applications ¢, : et
X — ax X

G —
Va (appelées franslations &
X — X%xa

gauche et a droite) sont bijectives.

Corollaire 3
Si (G, %) est une groupe et ac G fixé.

G={axx, xeGl={x*a, xe G}.

1. On dit que (E, x) est un monoide.
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HcG

ﬂ Groupe produit (MP2I) (i)  H#@ (ege H)

Vx,yeH, xxy leH
Propriété 3 : Groupe produit

Soit (G, ) et (H,A) des groupes. n
Pour tout (g, h) et (g',h'") dans G x H, on pose Intersection et réunion (MPI)
A NAY / /A
(&MWT (g W)= (gxg" hal'). Propriété 7 : Intersection de sous-groupes
Alors' (GxH,T)a ung structure de groupe. ' Soit (G, *) un groupe et (H)ie; une famille de
Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, sous-groupes de (G,x). Alors (| H; est un sous-
alors T I’est. iel

groupe de (G, %).

H Sous-groupes Sous-groupes de (Z, +) (MPI)

n Définition et caractérisation (MP2I) Pour tout a € Z, on note aZ = {ak, ke 7}

Définition 4 : Sous-groupe

Propriété 8 : Sous-groupes de (Z, +)

Soit (G, x) groupe. On note x|z la restriction

& H? de laloi . Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement
On dit que H est un sous-groupe de (G, ) Si les aZ pour a €N,
Hc G et (H,x|;2) est un groupe. De plus, si G # {0}, a = min(GNIN*),

H Morphismes (MP2I)

Propriété 4 : Sous-groupes triviaux

Soit (G,*) groupe. G et {eg} sont des sous- n S
groupes de (G, x) appelés sous-groupes triviaux. Définition

Définition 5 : Morphisme de groupe

” Soient (G, x) et (G/,+) deux groupes.
Propriété 5 f: (G* — (G,s) est un morphisme de
groupes si et seulement si

Soit H un sous-groupe de (G, ).

() (H,*) posséde le méme élément neutfre V(x, ) €G? flxxy)=fx)efy)
que (G, %).

(i Si x € H, alors x a méme inverse dans (H, *)
et dans (G, ).

Lorsque (G,x) = (G,s), on parle
d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est Dbijective, on parle
d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G/,
on dit que G et G’ sont isomorphes.

Lorsque f est bijective et G = G, on parle

Soit (G, *) un groupe (multiplicatif). Les propo- d’automorphisme.
sitions suivantes sont équivalentes :

Propriété 6 : caractérisation des sous-groupes

() H est un sous-groupe de (G, )

Propriété 9 : Image du neutre et du symétrique

HcG par un morphisme de groupes
, H#2& (egeH) Si f:(Gx) — (G,e) est un morphisme de
(in groupes, alors fleg) = eq et pour fout x € G,

H est stable par x : ¥V x,y€ H, H
par nye xxye f (sym(x)) = sym(f (x)).
H est stable parinverse : YxeH, x ‘e H
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Propriété 10:Image d’une itérée Corollaire 4: Cas particulier du noyau et de

limage
En notation multiplicative, si f : (G, %) — (G, )
est un morphisme de groupes, pour tout xe G et Soit f : (Gx) — (G';+) un morphisme de
pour tout ke Z, f(x*) = fo*. groupes.
Alors Ker f est un sous-groupe de (G, x) etIm f
est un sous-groupe de (G, ).

Propriété 11 : Composée de morphismes Isomorphismes
i

Si f:(G*) — (G,e) et g:(G,+) — (G",A) sont
des morphismes de groupes, alors go f en est
encore un.

Propriété 14 : Réciproque d’un isomorphisme

Soit f: (G,*) — (G',*) un isomorphisme de
groupes.
Alors f~! est un isomorphisme du groupe

! o )
H Noyau et image (G',+) surie groupe (G,+)

Définition 6 : Image et noyau d’un morphisme

Soit f : (G,x) — (G,+) un morphisme de Groupes monogénes (MP|)
groupes.

= On appelle noyau de f I'ensemble El Sous-groupes engendré par une partie

Kerf=f"Y(leg) ={xeG | f(x) =eg} cG. o . :
Définition 7 : Groupe engendré par une partie

Alnsi, x e Ker f <= f(x) = ec. Soit (G, *) un groupe, A partie non vide de G.

= On appelle image de f I'ensemble On appelle sous-groupe engendré par A le
plus petit (au sens de I'inclusion) sous-groupe de
Imf=f(G=1{f(x), xeGcG. G contenant A, noté (A).
On dit alors que A est une partie génératrice
Ainsi, yelm f < 3xeG, y=f(x). de (A).

Propriété 15 : Eléments de (A)

Propriété 12 : Caractérisations de I'injectivité et

de la surjectivité Les éléments de (A) sont exactement les pro-

duits (pour ) d’éléments de A ou de AL,
Autrement dit, x € (A) si et seulement s’il existe

keN, (ai,...,ax) € A* ef (e1,...,ex) € {-1,1}* tel que

Soit f : (G,x) — (G',¢) un morphisme de
groupe.

m [ estinjectif si et seulement si Ker f = {eg}.

m f est surjectif si et seulement silm f =G’ x=aj' okt
o . ,_ u Groupes monogenes et cycliques
Propriété 13 :Images directe et réciproque
d’un sous-groupe o a
Propriété 16 : Sous-groupe engendré par un

Soit f : (G,*x) — (G',s) un morphisme de élément

groupes. Soit a € G. Le sous-groupe engendré par a

() Si H est un sous-groupe de (G, x), alors f(H) noté (ay plutdt que ({a}) est
est un sous-groupe de (G, »)

(i Si H' est un sous-groupe de (G',+), fCV(H")
est un sous-groupe de (G, x).

(ay = {ak, ke Z}

On dit que a en est un générateur.
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Définition 8 : Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogéne s’il est engen-
dré par un seul élément, c’est-a-dire s’il existe
a€ G tel que G =(a).

Un groupe G est dite cyclique si et seulement
s'il est monogeéne et fini.

Ordre d’un élément dans un groupe

(G, *) est un groupe d’élément neutre e.

Définition 9 : Ordre d’un élément

On dit que a € G est d’ordre fini s’il existe k € IN*
tel que aF =e.

Dans ce cas, on appelle ordre de a le plus
petit ke IN* tel que a* =e.

Propriété 17 : de I'ordre d’'un élément

Soit a un élément de G d’ordre fini m.

m SikeZ, a* = e si et seulement si k € mZ ie m
divise k.

m (a)={a ke[0o,m~-1]} et Ka)| = m.

Propriété 18 : Morphie des groupes mono-

génes

Tout groupe monogene infini est isomorphe
a (Z,+).

Tout groupe monogéne fini (donc cyclique)
de cardinal n est isomorphe & (U, +)

Propriété 19 : de l'ordre

Soit (G, %) un groupe fini de neutre e.
() Tout élément de G est d’ordre fini.

(i L'ordre de fout élément de G divise le cardi-
nal de G.

(iiy Pour tout ae G, al®' = e.

m ANNEAUX ET CORPS

Il Anneaux (MP2I)

Définition 10 : Distributivité

Soit Eun ensemble et x et T deux lois de com-
position interne sur E, on dit que  est distributive
sur T lorsque V (x, y, 2) € ES,

Xk (YTz)=(xxpy)T(x*2z),
T2 *xx=(y*xx)T(z%X).

[Elggse il
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Définition 11 : Anneau

On dit que (4, +, x) est un anneau lorsque

@) (A, +) est un groupe abélien. L'élément
neutre est noté 04.

(i) x estune loi de composition interne associa-
five admettant un élément neutre appelé
unité de A, noté 14.

(i) x est distributive sur +.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit
que (4, +, x) est un anneau commutatif.

E Groupe des inversibles (MP2I)

Définition 12 : Inversibles d’un anneau

Soit (4,+, x) un anneau.

a € A est dit inversible si et seulement s’il est
symétrisable pour x.

Son symétrique est appelé inverse de a, noté
al.
On note U4 ou U(A) ou A* I"'ensemble des in-
versibles de A.

Propriété 20 : Groupe des inversibles

Si (A, +, x) anneau, alors (Uy, x) est un groupe
appelé groupe des inversibles de A.

Calculs dans un anneau
(MP2I)

Propriété 21 : Calculs dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,be Aeftne N,

mSiaxb=bxa,

(ab)" =a"b".
m Formule du binébme de Newfon : Si
axb=bxa,
" (n
(a+b)"=Y | |a*p k.
k=0 k

m Factorisation® de a"—b" :Siaxb=bxa
a®-b"=(a-b) (a”fl +a" %b+...+ab" %+ b”fl)
n—1
=(a-b) Z akp"17k,
k=0
= Somme géomeétrique : En particulier, pour
tout xe A;

n-1
1ag—x"=(0Q4—x) % Z x*
k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 4 sur 10


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2024

ﬂ Corps (MP2I) H Anneau produit (MPI)
Définition 13 : Corps Propriété 25 : Anneau produit
Soit K un ensemble, +, x deux lois de compo- Soit (A, +,%) et (B,®,®) des anneaux.
sition internes sur K. On dit que (KK, +,x) est un Pour tout (a, b) et (a',b") dans Ax B, on pose

corps lorsque
(a,b)+(d',b') = (a+d,bo D)

s (K, +, x) est un anneau commutatif, J _ .
(a,b) x (a',b') = (axa',be D)

m K\ {0k} est non vide et tous ses éléments
sont inversibles (c’est-O-dire K # {0k} et

Ug = K* =K\ {0k} ) Alors (Ax B,+,x) @ une structure d’anneau.
ou, de maniére équivalente, Si, de plus, les lois x et ® sont commurtatives,

s (K,+) est un groupe abélien, alors x F'est.
= (K\ {0k}, x) est un groupe,

= x est commutative et distributive sur +. Propriété 26 : Inversion dans un anneau produit

Si (A, +, x) ef (B, +, x) sont deux anneaux, alors
Uaxp=Uxs x Up.

H Intégriié (M P2|) De plus, si (a,b) € Uaxpg, QlOrs

(a,b)'=(a"',b7").

Définition 14 : Anneau intégre

Un anneau (A, +, x) est dit intégre si

= A est commutatif, Sous-anneau et sous-corps
m A#{04) C’est-O-dire 1, #04, (MP2|)
= A n‘admet aucun diviseur de zéro, c’est-0-
aire
Va,beA axb=04=— a=040ub=0y Soit (4, +,x) un anneau. On dit que B est un
sous-anneau de (A4, +, x) lorsque
m BcA

= Important: 1, € B

Propriété 22 : Généralisation
m (B, +lg2, x|52) €st un anneau.

Soit (A,+,x) un anneau intégre, n € IN* ef
(aq,...,a,) € A",

Si pour fout k € [1,n], ar # 04, alors
alx---xan;éOA.

Propriété 27 : Caractérisation des sous-
anneaux

B est un sous-anneau de (A,+, x) si et seule-

ment si
Propriété 23 : Régularité dans un anneau in-
tegre Bc A
Soit (A,+, x) un anneau intégre. (B, +) est un sous-groupe de (A, +)
. 'Touf élément non nul de A est réegulier (ie sim- B est stable par x : Yx,y€B, xxyeB
plifiable) pour x

1,€B

ou, de maniere équivalente,

Propriété 24 : Intégrité d’un corps

BcA
Tout corps est un anneau commutatif in-

fégre. La réciproque est fausse. LA

Vx,y€B, x+y€B, —x€B et xxy€eB
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Oou encore

Bc A
140€B

Vx,yeB, x—yeB et xxy€eB

Définition 16 : Sous-corps

Soit (KK,+,x) un corps. On dit que (L, +, x)
est un sous-corps de (KK, +, x) lorsque IL ¢ K et
(L, +I2, xIy2) est un corps.

Propriété 28 : Caractérisation des sous-corps
(L, +,x) est un sous-corps de (IK,+,x) si ef
seulement si
LcK
(IL, +) est un sous-groupe de (IK, +)

(L\ {0}, x) est un sous-groupe de (K \ {0k}, x)
ou, de maniére équivalente,

LcK

Lok} #9 (kel)
Vx,yelL, x—-yel
Vx,yeL\{0k}, xylel

H Morphismes
(MP2I)

d’anneaux

Définition 17 : Morphisme d’anneaux

Soient (A, +, x) ef (A, 8,®) deux anneaux.
f:(A+,x)— (A, e,®) est un morphisme d’an-
neaux si et seulement si
() V(a,b)e A%, fla+b)=f(a)e® f(b)
(ie f:(A+) — (4,®) morphisme de groupes)
(i) V(a,b)e A%, flaxb)=f(a)® f(b)
(i) f1a)=1u
On parle Qaussi, d’endomorphisme,

d’isomorphisme et d’automorphisme d’‘an-
Neaux.

Kerf = fCV({04) = {ac Al fla)=04} est le
noyau de f.

Im f = f(A) ={f(x), xe A} est |'image de f.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

Propriété 29 : des morphismes d’anneaux

Soit f: (A+,x) — (B,®,®) est un morphisme
d’anneaux.

() Siaestinversible dans A, alors f(a) I’est dans
Betf(a™)=(f@) "

@(n S f est un isomorphisme  alors
f': (B®® — (A+x) est aussi un iso-
morphisme d’‘anneau.

(ziiiy Si- g (B,®,® — (C,+,%x) est aussi
un morphisme d’‘anneau, alors
gof:(A+ x)—(C,+, %) I'est encore.

Définition 18 : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K',®,®) deux corps.

f: K, +,x) - (K',e,®) est un morphisme de
corps si et seulement s'il s’agit d’'un morphisme
d’anneadux.

m IDEAL D’UN ANNEAU COMMU-

TATIF (MPI)

Il Généralités

Définition 19 : Idéal
Soit (4, +, x) un anneau commutatif et 1 c A
On dit que I est un idéal de (4, +, x) lorsque
(i) I estun sous-groupe de (A,+)
(i) Vae A, Yxel, axel.

Propriété 30 : Idéaux triviaux

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. {04} et A
sont des idéaux (triviaux) de (A, +, x).

Ce sont les seuls idéaux si de plus (A, +, x) est
un corps.

Propriété 31:Noyau d'un morphisme d’an-

neaux

Soit f: (A, +,x) — (A, ®,®) un morphisme d’an-
neaux. Alors Ker f est un idéal de (A, +, x).

E Somme et
d’idéaux

Soit (4, +, x) un anneau commutatif,

intersection
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Propriété 32: Somme et intersection d’idéaux

() Soient n,...,I, des idéaux de (A,+,x). On
note

L+-+={x1+--+x5, Vje[L,n], xjelj}

Il s’agit d’un idéal de (A, +, ).
Il s’agit plus précisement du plus petit ideal
de (A +,x) (au sens de l'inclusion) conte-
nant fous les ideaux I; pour 1< j < n.

(i Soient (I))je; une famille d’ideaux de
(A, +,%).
Alors (] I; est un idéal de (A, +, x).

jel

Il s’agit du plus grand idéal de (A, +,x) (au
sens de I'inclusion) contenu dans les idéaux
Iet].

Idéal principal

Soit (A, +, x) un anneau commutatif.

Propriété 33 : Idéal engendré par un élément

Soit x e A. On note
(x)=xA={xa,ac A}.

C’est un idéal de A, appelé idéal engendré
par x.

Définition 20 : Idéal et anneau principal (HP)

= Tout idéal de la forme xA (donc engendré
par un seul élément) est dit principail.

® Un anneau commutatif est dit principal
lorsque

(i) C’est un anneau intégre.
(i) Tous ses idéaux sont principaux.

Théoréme 1 : Principalité de Z

L'anneau 7 est principal.

ﬂ Divisibilité dans un anneau in-
tegre

Soit (4, +, x) un anneau commutatif intégre.

Définition 21 : Divisibilité

Soient a,b € A.

On dit que b divise a ou que a est multiple de
b lorsqu’il existe g € A tel que a = bg. On note bla.

a et b sont dit associés lorsque alb et ba.

VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2024

Propriété 34 : Caractérisation avec les idéaux

Soient a,b € A.
b divise a si et seulement si a € bA si et seule-
ment si aAc bA.

Propriété 35 : Eléments associés

On rappelle que (A, +, x) est un anneau com-
mutatif intégre. Soient a,b € A.

a et b sont associés si et seulement si aA=bA
si et seulement s’il existe ue U, tel que b = ua.

m ARITHMETIQUE SUR Z (MP2I)

n PGCD

Définition 22 : PGCD

Soient a,be Z.

I=(a)+(b)=aZ+bZ ={au+bv, u,veZ}estun
idéal non réduit & {0} de (Z,+,x) qui est un an-
neau principal.

Son unique générateur positif est appelé
pgcd de a et b, noté an b.

On a donc, par définition, aZ + bZ. = (a A b)Z.

Propriété 36 : Relation de Bézout

Si a,b € 7, on peut frouver a,b € 7Z tels que
au+bv=aAnb.

Propriété 37 : Caractérisation

Soit (a, b) € Z2.

delN
dlaetd|b
YceZ, (claetclb)= c|ld

d=aNb<—

Il s’agit donc du plus grand diviseur positif au
sens de la division.

Par conséquent, les diviseurs de an b sont
exactement les diviseurs communs de a et de

Propriété 38 : Propriété d’Euclide

Sia,b,qeZ, anb=(a—bqg)Ab (pas nécessaire-
ment une division euclidienne).
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Définition 23 : Nombre entiers premiers entre Propriété 39 : du PPCM
eux

) . () lls’agit du plus petit mulfiple positif commun
a,b € Z sont dits premiers entre eux lorsque a aetdbausens de la division.
anb =1, c’est-O-dire lorsque les seuls diviseurs
communs +1.

Nombres premiers

Soit a,beZ.

(i On a toujours que |abl = (aAb)(aV b).

anb=1<=3u,veZ, au+bv=1 Définition 25 : Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel p > 2
dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.

Corollaire 5 On notera £ |'ensemble des nombres pre-

miers.
Soient a,b,ceZ.
() anbc=1<=anb=anrc=1

(i Sid=anb, on aad,b e tels que a =dd,
b=db eta nb =1.

Théoréme 3 :Lemme de GauB

Soient a,b,ce€Z. Si albc et anb=1, alors alc.

Propriété 40 : d’Euclide

L’ensemble des nombres premiers est infini.

Propriété 41 : Diviseur premier ou non

Sipe2 et neZ,alors pln ou (exclusify pan=1.

_@- Méthode 1 : résolution des équations
diophantiennes ax+ by =c

ou a, b,c € Z* sont fixés, on cherche les solufions Corollaire 6 : Nombre premier divisant un pro-

entieres. duit
On a facilement qu’il y a des solutions si et seule- Soient pe @ et ay,...,an € Z.
ment i
Lorsque c’est le cas, on peut frouver une solution pl(ayx---xay) si et seulement si p divise I'un des ay.
particuliere (x, yp) avec I'algorithme d’Euclide par
exemple.

Alors, si (x,y) solution , ax + by = axo + byg puis
a(x — xg) = b(yp—y) donc a’(x—xg) = b'(yp — y) avec
a Ab' =1 en divisant par d.

Parlemme de GauB,ona ke Ztelque x = xg+b'k
puis en réinjectant y = yo — a’k.

On Vérifie enfin que la réciproque étant vraie. En-
semble des solutfions :

Théoreme 4 : fondamental de I'arithmétique -

Décomposition primaire

Soit n € Z*. On peut trouver k € N, pa,..., px
premiers deux & deux distincts, ay,...,a € IN* fels

que a @ a
n:ipllpzz...pkk

appelée décomposition primaire de n.
De plus, cette écriture est unique & I‘ordre
des facteurs pres.

{(xo+b'k,yo—d'k), keZ}.

E p1,..., pr Sont les diviseurs premiers de n.
PPCM
Définition 24 : PPCM Définition 26 : Valuation p-adique
Le PPCM de deux entiers a, b est I'unique gé- Soit p e @ et ne Z*. On appelle valuation p-
nérateur pOSITIf av b de l'idéal aZ n bZ des mul- adique de n I'entier
fiples communs & a et & b.
Onadonc aZnbZ = (aV b)Z. vp(n) = max {ielN| pi divise n}.
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Propriété 42 : des valuations p-adiques

Solent n,meZ*, pe . m STRUCTURE D’ALGEBRE (MPI)

(N vp(n) #0 < pln

(i vp(nxm)=wv,(n)+v,(m)
(i) nim <Y peP, vyn) < vy(m) Il Algébre et sous-algébre
(V) vp(nAm)=min(vy(n),v,(m))
vp(nV m) = max(v,(n), v, (m)) Définition 28 : Structure d’algébre
On dit que («,+,x,:) est une K-algébre
lorsque
n Congruences m (o, +,-) est une K-espace vectoriel,
m (o/,+,x) est un anneau,
m Pseudo-associafivité : VAeIK, Vx,yeo,

Soit n e N*. On dit que a, b € Z sont congrus
modulo n et on note a=b [n] lorsque n|(a-b) ie
lorsqu’il existe ke Z tel que a=b+ kn.

Axx)=A-x)xy=xx(A-y).

Propriété 47 : Caractérisation des SOus-

Propriété 43 : Relation d’équivalence algébres

Soit (o, +, x,-) est une K-algebre. % est une
sous-algébre de («,+, x,-) lorsque

() Bcod
(Ii) lpe%B
(i Vx,ye B, VAeK, x+AyecaB

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété 44 : Nombre d’entiers modulo »

VaeZ, Alre0,n—1], a=r [n]. r estle reste
de la division euclidienne de k par n. (V) Vx,ye®B, VAeK, xxyecR
Ainsi, la relation d’équivalence - = - [n] poOs-

sede exactement n classes d’équivalences.
Définition 29 : Polyndme en un élément d’une

algébre

Propriété 45 : Compatibilité de + et x

SiP=ay+a1 X+--+a,X"e K[X] et xe &, ON
Soient ne N* ef a,b,c,d € Z tels que a=b [n] pose
efc=d [n]. Alorsa+c=b+d [n] etaxc=bxd [n].

2NA ; m — j,m n
Plus genéralement, sime N, a™ =b™ [n]. P =Y apxk=agly +arx++anx”.

k=0

Aftention & ne pas oublier I'unité de «f |

Propriété 46 : Petit théoréme de Fermat

Si p est premier et a € Z* non divisible par p,

alors E . s
@ l=1 [p]. Morphismes d’algebres
Dans tous les cas (que a soit divisible ou non o . s
par p), Définition 30 : Morphisme d’algebre

al=a [p]. Soit (£, +,%,. (B,+,x,7) et f:a — B. On dit
que f est un morphisme d’algébres lorsque

@) f estlinéaire ie

Théoréme 5 : de Fermat-Wiles, ou grand théo-

reme de Fermat Vx,yedd, YAeK, fx+Ay)=fx)+Af(y)

Sine N fel que n >3, alors I’équation () Yxyest, flxy)=F)x Q)

x"+yt=2z" (i) fQy)=1g.

n’‘admet aucune solution dans IN3.
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Propriété 48 : Morphisme d’évaluation polyno-
miale
Soit (o, +, x,-) une K-algébre et xe o .

KX] — «

Alors I'application f est

P —  P(x)
un morphisme de K-algébres.

m CoMmPLEMENT (HP) :
SOUS-GROUPES DE (R, +)

Théoréme 6 : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de
la forme aZ.).
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