Extrait du programme officiel :

CONTENUS

Structures algébriques

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Compléments sur les groupes

Intersection de sous-groupes.

Sous-groupe engendré par une partie. Partie génératrice d’un
groupe.

Sous-groupes du groupe (Z, +).

Groupe monogeéne, groupe cyclique.

Tout groupe monogeéne infini est isomorphe & (Z, +).
Ordre d’un élément d'un groupe.

Si x est d'ordre fini d et si e désigne le neutre de G, alors, pour fout
nez,x"=e<=din.

Lordre d'un élément d'un groupe fini divise le cardinal du
groupe.

Groupe des racines n-iemes de |'unité.

L'ordre de x est le cardinal du sous-groupe de G engendré par x.

La démonstration n’est exigible que pour G commutatif.

b) Compléments sur les anneaux

Produit fini d’anneaux.
Idéal d’un anneau commutatif.
ldéal engendré par un élément.

Divisibilité dans un anneau commutatif integre.

Noyau d’un morphisme d’anneaux commutatifs.
Notation xA.

Interprétation en termes d’idéaux.

c) ldéaux de Z

Idéaux de Z.

Définition du PGCD de n > 2 entiers relatifs en tfermes d’idéaux,

relation de Bézout.

Lien avec le programme de premiére année.

f) Algébres

Algebre.

Sous-algebre.
Morphisme d’algébres.

Les algebres sont unitaires.
Exemples : K[X], L(E), 4nK), F(X,K).
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VI Complément (HP) : sous-groupes de (R, +)

n GROUPES ET SOUS-GROUPES

Il Structure de groupe (MP2I)

Remarque : Quelques rappels

ExE — E
R1-— m Loi de composition interne sur un ensemble E : foute application * :
(x,y) — xxy

m Elle est dite

* associative lorsque
v (x,y,2) € B3, (x*kY)*z=x*(y*2)

(que I'on peut alors noter x x y x z.)

* commutative lorsque
Y(x,y) € E?, Xky=ykX.

m On dit que e est élément neutre pour x si pour fout xe E, xxe=exx = x.

Exercice 1
S’il existe, I'élément neutre est unique.

* Notation additive : 0x = e avec e souvent noté 0 ou 0 appelé élément nul.
* Notation multiplicative : x° = e avec e souvent noté 1 ou 1 appelé élément unité.

m Un élément x de E est dit symétrisable pour x siona ye Etelque xxy=y*xx=e.

Exercice 2
S’il existe, y est unique.

* Notation additive : on parle d’opposé, noté —x. Pour x+ (-y), on note x-y.
* Notation multiplicative : on parle d’inverse, noté x~1.
/\ % n'apasde sens en général : cela désigne xxy~! ou y 1 xx?

Exemple
E1-— L'élément neutre e (lorsqu’il existe) est toujours symétrisable, de symétrique lui-méme.

Etre symétrisable & gauche ou & droite ne suffit pas.

Exemple
E2 - Sur EE pour o, I'élément neutre est idg.
* (3geEE, fog=gof=idg) < f bijective (ie inversible pour o).
* (3geEF, fog=idp) < f surective.
* (3geEF, gof=idg) < f injective.

m Soit x une loi de composition interne associative sur E notée multiplicativement.
Si x et y sont symétrisables, alors

*x x*y |'est aussi. De plus, (x* )7L =y~ Lxx71,

1 f —11-1
* x~!I'est aussi et (x71)7 =x.
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Définition 1: Groupe

On appelle groupe tout couple (G, x) ou G est un ensemble tel que
(i) * est une loi de composition interne sur G

y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

(iiy » est associative
(i) G admet un élément neutre pour *
(iv) Tout élément de G admet un symétrique dans G pour *.

Si, de plus, x est commutative, on dit que (G, x) est un groupe commutatif ou groupe abélien.

Remarque
R2 — En parficulier, un groupe n’est jamais vide.

Exemple

E3— (Z,4), (Q,+), R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs de neutre 0.

E4— Si D est un ensemble non vide, (RP,+) et (CP,+) et en particulier (]R]N, +) et (C]N, +) sont des groupes commu-
tatifs, de neutre la fonction / suite nulle.

E5— (Q*, %), (Q%, %), (R*,x), (R%,x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs de neutre 1.

E6— Si E est un ensemble non vide, on note G(E) I'ensemble des permutations de E (bijection de E sur E). Alors
(&(E),0) est un groupe d’élément neutre idg.
Si |E| >3, ce groupe n’est pas commutatif.
SineIN\{0,1}, et E=[1,n], on note &, =G ([1,n]).
(&5,0) est appelé groupe symétrique d’ordre n (et contient n! éléments).

fg Voir exercice duTD: 6, 13

E Puissances ou itérées d’un élément (MP2I)

Définition 2 : ltérées d’un élément
Soir E un ensemble muni d’une loi de composition interne x (notée multiplicativement) associative et

possédant un élément neutre e.
Pour tout x € E et tout ne N, on définit récursivement

. e sin=0
X = .
x"1xx sinon.

Remarque

n
R3 - Autrement dit, x" = [ x=x*---x x.
2 D
n fois
R4 — En notation additive,

0 Sin=0
n-x= .
(n=1)-x+x sinon.
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Propriété 1 : des exposants

Soient x,ye E et n,me .

() x™M = x™ % x™ = x™ % x", (v) Si x est inversible, x™ est inversible et
(i) ™)™ = x"" = (™", )7t = (="

(i) Six*y=yxx, (x*y)"=x"%y"

Démonstration

(i) Parrécurrence sur m (par exemple) a n fixé et par associativité.
(i) Parrécurrence sur m Q n fixé.
(i) Parrécurrence sur n.
(iv) On calcule avec la propriété précédente x" x (x1)" = (xxx~1)" = e et de méme (x 1) xx" =e.

Notation 1 : Exposant négatif

Si xe E inversible et ne N, on note x~" I'élément (x1)" = (x™ 7.

Remarque
R5 — Les propriétés (i) a (ii) restent vraies pour n, m € Z lorsque x et y sont inversibles.

Réegularité
Soit ! E un ensemble muni d’une loi de composition intferne associative x et possédant un élément neutre e.

Définition 3 : Régularité

Soit x € E. On dit que x est régulier (ou simplifiable)

= & gauche lorsque
VYabeE, xxa=x* b=—=a=Db

= & droite lorsque
YabeE, axx=bxx—=>a=»b

On dit que x est régulier lorsqu’il I'est & gauche et & droite.

g Voir exerciceduTD: 5

Propriété 2 : Régularité d’un inversible

Tout élément inversible de (E, %) est regulier.

Démonstration

Si x est inversible et si x x a= xx b, alors

a=(x_l*x)*a=x_1*(x*a)=x_1*(x*b)=(x_1*x)*b=b

1. On dit que (E, x) est un monoide.
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par associativité.

Corollaire 1 : Régularité dans un groupe

Si (G, %) est un groupe, alors tout élément de G est régulier.

Corollaire 2 : Bijectivité des translations

Si (G, *) est une groupe et ac G fixé.

G — G G — G
Les applications ¢, : efyy,: (appelées translations & gauche et & droite)
X — axx X — X%xa

sont bijectives.

Démonstration

On vérifie que pgzop -1 =@, -109a=idg €t yaoy -1 =y 10w, =1dg.

Corollaire 3

Si (G, %) est une groupe et ac G fixé.

G={axx, xeG}={x*xa, xe G}.

Démonstration

Il s’agit de la surjectivité des deux applications précédentes.

Remarque

R6 — Cela signifie que dans la table de la loi x du groupe G, chaque élément de G apparait une et une seule fois
sur chague ligne et sur chaque colonne.

Exemple
E7 - Si on considére le groupe des racines cubique de I'unité : Us = {1,j,j?} muni de la loi x, on a la table
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ﬂ Groupe produit (MP2I)

Propriété 3 : Groupe produit
Soit (G, x) et (H,A) des groupes.
Pour fout (g, h) ef (g', ") dans G x H, on pose
(& WT (g, h)=(g*g hAl).

Alors (G x H,T) a une structure de groupe.
Si, de plus, les lois x et A sont commutatives, alors T I’est.

Démonstration

m Le fait que T soit une loi de composition interne sur G x H provient du fait que x et A le sont sur G et H respec-
tivement.
m Un calcul facile mais pénible & écrire permet de vérifier que les associativités de x et A donnent celle de T.

m Sieg et ey sont les éléments neutres de G et H, alors (eg, exy) est bien neutre sur G x H.
m SigeGethe Hd'inverses g1 et k™1, alors (g71, h~1) est I'inverse de (g, h).

Remarque

R7 - Cela se généralise & un nombre de groupes quelconque (GI’T)"“'(G”’?) avec pour tout (xg,...,xp) et
(y1,-.-,¥p) dANS Gy x -+ x Gp,

(x1,--, xp) T(Y1,..,¥p) = (xl Tyl,...,xl;;yp).

E Sous-groupes

n Définition et caractérisation (MP2I)

Définition 4 : Sous-groupe

Soit (G, x) groupe. On note x| la restriction & H? de la loi x.
On dit que H est un sous-groupe de (G, ) si Hc G et (H, x|2) est un groupe.

Propriété 4 : Sous-groupes triviaux

Soit (G, x) groupe. G et {eg} sont des sous-groupes de (G, *x) appelés sous-groupes triviaux.

Propriété 5
Soit H un sous-groupe de (G, x).
() (H,*) possede le méme élément neutre que (G, ).
(in Si xe H, alors x a méme inverse dans (H,*) et dans (G, *).
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Démonstration

(i) Soient ey et eg les éléments neutres respectifs. Alors ey x eg = ey = ey x ey Car ey € G et eg neutre sur G d'une
part, et ey neutre sur H d’autre part. Puis, par régularité & gauche de ey dans G, eg = ey.

(i) Sixe H, alors x a un symétrique symy(x) € Hc G tel que x % symg(x) = symp(x) x x = ey = eg €f donc par unicité,
x inversible dans G et sym (x) = symg(x).

5 Voir exerciceduTD : 7

Propriété 6 : caractérisation des sous-groupes

Soit (G, x) un groupe (multiplicatif). Les propositions suivantes sont équivalentes :
() H est un sous-groupe de (G, )
HcG
, H#& (ege H)
(i) <
H eststable par x : Vx,ye H, xxyeH

H est stable parinverse : VxeH, x ‘e H

HcG
(i) § H#@ (ege H)

Vx,yeH, xxy leH

Remarque

HcG

. " ; . H#2 (0geH) .
R8— En notfafion additive, (i) devient et (i) devient

H eststable par x : Yx,ye H, x+yeH
H est stable par opposé : Vxe H, —-xe H
HcG, H#@ (0geH)
{ Vx,yeH, x—-yeH

Démonstration
m ()= (ii):SIH< G, Hc G, H# @, H stable par * (Ici) et, d’aprés la propriété précédente, H est bien stable par
inverse.
m (i) = (iii) : facile.
m (ii))= (i) : sion a (iii), alors H < G. La loi x est associative sur G donc a fortiori, elle I'est aussi sur H.

Comme H est non vide, on a xe H avec xxx~! = eg € H. Alors pour tout xe H, e * x~! =x1 € H. e est neutre
pour x sur G donc I'est aussi sur H.

Linverse x~! d’un élément de x € H dans G est dans H, donc fout élément de H est symétrisable dans H.
Donc H est bien un sous-groupe de (G, ).

Remarque
R9 — Un sous-groupe d’un groupe abélien est facilement encore commutatif.
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Exemple
E8 — Z. Q. R sont des sous-groupes (additifs et abéliens) de (C, +).
E9— RP oU D # @ est un sous-groupe additif abélien de (CP,+).
E10- Q*, Q. R*, R%, U, U, pour ne IN* sont des sous-groupes multiplicatifs abéliens de (C*, x). (On rappelle que

U={zeC, |zl=1} et pour ne N*, U, ={z€C, z”:l}:{e%, ke[[O,n—lﬂ}.)

fg Voir exerciceduTD: 9, 10, 12

Exercice 3:Théoréme de Lagrange
Soit (G, ) un groupe d’ordre (c’est-a-dire de cardinal) fini, 7 un sous-groupe de G.
1. Montrer que la relation définie par xZy < x~!  y € H est une relation d’équivalence sur G.
2. Vérifier que les classes d’équivalence ont toutes le méme cardinal.

3. Démontrer le théoréme de Lagrange : |H| divise |G|.

H Intersection et réunion (MPI)

Propriété 7 : Intersection de sous-groupes

Soit (G,*) un groupe et (H;);e; une famille de sous-groupes de (G, ). Alors (| H; est un sous-groupe de

iel

(G, *%).

Démonstration
B (Hyje cGearViel, H;cG.
B (H)jer#@Ccarviel, egeH;.
m Six,ye(Hjer alorsViel, xxy leH; donc x*xy L eNjer H;.

Exercice 4 :Réunion de sous-groupes
Soit (G, x) un groupe, H, K sont des sous groupes de (G, x), alors

HUK sous-groupe de G« Hc KouK c H.

m < .0k
® = : Si HUK sous- groupe de G et H ¢ K, on va monirer que K c H.

Onahe H\K.

Soit ke K. Alors kx he Hu K par stabilité de x sur HuG.
Sikxhek,alors h=k~1 % (k% h) € K, ce quin’est pas possible.
C’estdonc que kxhe Hetdonc k= (kxh)xh™leH.
Finalement, on a bien K< H.

Sous-groupes de (Z,+) (MPI)

Pour tout a€ Z, on note aZ = {ak, ke 7.
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Remarque
R10 - On vérifie avec la caractérisation que aZ est un sous-groupe de (7, +).

Avec aZ ={...,-2a,—a,0,a,2a,...}, il s’agit du plus petit sous-groupe (au sens de I'inclusion) contenant a. On dit
qu’il est engendré par a (sur le méme principe que les Vect en algebre linéaire.)

Propriété 8 : Sous-groupes de (Z, +)

Les sous-groupes G de (Z,+) sont exactement les aZ pour a€ N,
De plus, si G # {0}, a=min(GnIN*).

Démonstration

m On a déja que, si ae N, az est un sous-groupe de (Z,+) par la caractérisation.
m Réciproquement, considérons G un sous-groupe de (Z, +).
* Soit G=1{0} et alors G=aZ avec a=0.
* Soit G # {0} et on peut frouver p e G\ {0}. Soit p>0 et alors pe GNIN* # &, soit p<0 et alors —pe GNIN* £ .
On peut donc introduire a = min(GNIN*).
Montrons que G = aZ par double inclusion.

o a€ G, puis par stabilité et récurrence, pour tfout ne N, na e G et par stabilité par passage & I'opposé,
—ane€ G. Finalement, aZ c G.

o Réciproguement, si x € G c Z, par division euclidienne, on a (q,r) € Z2 tel que x=ag+r et 0< r < a.

Or x € G et aq € aZ < G donc, comme on a un sous-groupe r = x—aq € GnIN. Mais comme
r<a=min(GNIN*), r¢ N* et donc r =0.

Finalement, x = aq € aZ.
On a donc bien G = aZ.

H Morphismes (MP2I)
n Définition

Soient (G, x) et (G/,+) deux groupes.
f:(G,%x) — (G',+) est un morphisme de groupes si ef seulement si

V(x,y)€G?, flxxy)=f(x)e f()

Lorsque (G, %) = (G', ), on parle d’endomorphisme de groupes.

Lorsque f est bijective, on parle d’isomorphisme.

Lorsqu’il existe un isomorphisme entre G et G', on dit que G et G’ sont isomorphes.
Lorsque f est bijective et G =G’, on parle d’automorphisme.

Exemple
E11 - In: (R}, x) — (R, +) isomorphisme de groupes.
E12- exp: (R,+) — (R%, x) isomorphisme de groupes.

®,+) — (U,x)

E13— morphisme de groupes (non injectif).

0 — e
E14- SinelN*, 0 e &,, e(o) sa signature 9, alors & : (&,,0) — ({—1,1}, x) est un morphisme de groupes, c’est-a-dire
Vo,0 €6, E(UOU’) =¢(0) XE(O”).

E15— det: (YL (E),0) — (R*, x) et det: (9L ,(K), x) — (R*, x) sont des morphismes de groupes.

a. C’est-a-dire (-1)/©@ ou I(0) est le nombre d’inversions de o ou encore (-1)V si o s’écrit comme produit (composée) de N
transpositions.
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fg Voir exercice duTD: 8, 15, 16

Propriété 9 : Image du neutre et du symétrique par un morphisme de groupes

Si f:(G,*) — (G, +) est un morphisme de groupes, alors f(eg) = eq et pour fout x € G, f (sym(x)) = sym(f(x)).

Remarque

R11 - En notation multiplicative : f(x™1) = (fo0) ™",
En notation additive : f(-x) = - f(x).
On peut avoir un mix des deux : par exemple, si c’est additif au départ et multiplicatif & I’arrivée, ¢a devient
fE0=(fenh

Démonstration

fleg) = fleg * eg) = fleg) *x fleg) donc comme f(eg) est inversible, f(eg) = egr.
fx) e fsym(x)) = f(x*sym(x)) = f(eg) = e
et flsym(x)) * f(x) = f(sym(x) x x) = f(eg) = ey [ |

Propriété 10 : Image d’une itérée

En notation multiplicative, si f : (G,x) — (G',+) est un morphisme de groupes, pour fout x € G et pour fout
keZ, f(xF)=fok

Démonstration

Par récurrence pour ke IN, puis par passage a l'inverse et d’apres la propriété précédente pour ke Z~. [ |

Propriété 11 : Composée de morphismes

Si f:(G,x)—(G,e) et g:(G,») — (G",A) sont des morphismes de groupes, alors go f en est encore un.

u Noyau et image

Définition 6 : Image et noyau d’un morphisme

Soit f: (G, %) — (G, +) un morphisme de groupes.

= On appelle noyau de f I'ensemble
Kerf=fV(leg) ={xeG | f(x) = e} cG.

Ainsi, x e Ker f < f(x) = eg'.
= On appelle image de f I'ensemble

Imf=f(G)={f(x), xeGcG.

Ainsi, yelm f < 3xeG, y=f(x).
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Exemple

IR’y — Wx

El6— f: : Ker f =2n7Z.

Propriété 12 : Caractérisations de I'injectivité et de la surjectivité

Soit f:(G,*) — (G',») un morphisme de groupe.
m f estinjectif si et seulement si Ker f = {eg}.
m f estsurjectif si et seulement silm f = G'.

Remarque
R12 - Ainsi, f est injective si et seulement si f(x) = eq (= fleg)) = x=eg!

Démonstration

® Remarquons qu’on a toujours eg € Ker f car f(eg) = eg-
Si f est injectif, alors x e Ker f < f(x) = ey = f(eg) < x = eg, donc Ker f = {eg}.
Si Ker f = {eg} et si f(x) = f(x"), alors (en notation multiplicative)
€= (f&D) T = fa) e f&7H) = w2

donc x* x'"! e Ker f donc xx x'~1 = eg donc x = x'.
f est bien injectif.
m La caractérisation est valable pour les fonctions en général. Par définition,

f est surjective <= Im f ={f(x), xeG =G’

Exemple
E17 — La fonction f de I'exemple précédent est donc non injective car Ker f = 227 # {0}.

Propriété 13 : Images directe et réciproque d’un sous-groupe

Soit f:(G,*) — (G',») un morphisme de groupes.
() Si H est un sous-groupe de (G, *), alors f(H) est un sous-groupe de (G, )
(i Si H' est un sous-groupe de (G',s), f=Y(H') est un sous-groupe de (G, ).

Démonstration

® f(H) est un sous groupe de (G', ) :
* f(H)c G
*x fIH)#D car H# @
* Siy,y'inf(H), on a x,x’ € H fels que y = f(x) et y' = f(x'). f étant un morphisme de groupes,
yoy' L= f)e fix)! :f(x*x'_l) € f(H).

N————
€H

m fCD(H') est un sous groupe de G :
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* f(_l)(H’)CG
* fEVH) £ 2 car eqinf™V (H') car f(eg)=eg e H'.
% Si x,xinfCV(H), f étant un morphisme de groupes, f(x*x"!) = fx) e fxh' € H, donc
— ——
eH' eH'
xxx'"te fFEVHN.

Corollaire 4 : Cas particulier du noyau et de I'image

Soit f: (G, %) — (G',+) un morphisme de groupes.
Alors Ker f est un sous-groupe de (G, *) et Im f est un sous-groupe de (G, »).

Démonstration

m Kerf=fCY ({e}) avec {eq} sous-groupe de (G',»)
®m Im f = f(G) avec G sous-groupe de (G, *).

Exemple

R,+) — (C*,x)

est un sous-groupe de (R, +).
U est aussi le noyau du morphisme || : C* — R*.

E18— f: étant un morphisme de groupes, Im f = U est un sous-groupe de (C*, x) et Ker f = 217

c*, —  (CF,
E19- f: (©0 (@9 étant un morphisme de groupes, Ker f = U,, est un sous-groupe de (C*, x). C’est aussi
z — "

I'image du morphisme ke Z—e W

Isomorphismes

Propriété 14 : Réciproque d’un isomorphisme

Soit f: (G, %) — (G',+) un isomorphisme de groupes.
Alors =1 est un isomorphisme du groupe (G, ») sur le groupe (G, x).

Démonstration

f~! est bijective, et si y,y' € G', alors, comme f est un morphisme de groupes,

o) = (7)o £ (700) = (P 0 7 00) ) = oo x 710,

Remarque

R13 — « Efre isomorphe & » est une relation d’équivalence sur I'ensemble des groupes.
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Groupes monogénes (MPI)

n Sous-groupes engendré par une partie

Définition 7 : Groupe engendré par une partie

Soit (G, *) un groupe, A partie non vide de G.

On appelle sous-groupe engendré par A le plus petit (au sens de I'inclusion) sous-groupe de G conte-
nant A, noté (A).

On dit alors que A est une partie génératrice de (A).

Remarque

R14— A metire en paraliéle avec la définition de Vect en algébre linéaire.

Propriété 15 : Eléments de (A)

Les éléments de (Ay sont exactement les produits (pour *) d’éléments de A ou de AL,
Autrement dit, x € (A) si et seulement s’il existe ke N, (ay,...,a;) € A* et (e1,...,ex) € -1, 1} fel que

— gl ke gEF
x—al * *ak.

Démonstration

On note H I’'ensemble de tels éléments.
On vérifie que H est un sous-groupe de (G, *) par caractérisation (partie non vide de G stable par = et par

inverse).

Puis fout sous-groupe de G contenant A contfient nécessairement H par stabilités.

Donc H est bien le plus petit sous-groupe de G contenant A : H = (A). |
Remarque

R15— On a aussi que (A) est I'infersection de tous les sous-groupes contenant A (car c’est un sous-groupe, conte-
nant A, plus petit que tous les autres.)

Exemple

E20 - &, est engendré par les cycles.
(Toute permutation se décompose en produit de cycles & supports disjoints. La décomposition est unique a
I'ordre des facteurs pres.)

E21 - &, est engendré par les transpositions.
(Les cycles eux-mémes se décomposent en produit de transpositions. Cette fois, il n’y a plus unicité de la
décomposition, mais seulement de la parité du nombre de fermes.)

E22 — Soit IK un corps. 4.2, (K) est engendré par les matrices de transvection T; ;(4) (avec i # j), de dilatation D;(a)
(avec a #0) et de permutation P; ;.

(C’est une consequence du pivot de GauB : par opérations elémentaires, on peut fransformer une matrice
inversible en Iy.)

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 14 SUR 38


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2024

n Groupes monogeénes et cycliques

Propriété 16 : Sous-groupe engendré par un élément

Soit a€ G. Le sous-groupe engendré par a noté {(ay plutdt que ({a}) est

(a)y = {ak, ke Z}

On dit que a en est un générateur.

Remarque
R16 — En notation additive, on a (a) = {ka, k€ Z)}.

Définition 8 : Groupe monogéne

Un groupe G est dit monogéne s’il est engendré par un seul élément, c’est-a-dire s'il existe a € G tel
que G ={a).
Un groupe G est dite cyclique si ef seulement s’il est monogéene et fini.

Exemple
E23 — Tout sous-groupe de (Z,+) est monogene.

E24 — (Uy, x) est cyclique engendré par e%.

Exercice 5: Montrer que les générateursde U,, sontlese » avec kan =1, appelées racines primitives n° de I'unité.

C’est une conséquence du théoréme de Bézout.
En effet, si kAn =1, alors on a une relation de Bézout ku+nv =1 avec u,ve Z. Alors pour fout ae Z,

2ian 2i(auk+nva)n 2iaukn 2ikn \ AU
e n =e n S@E n :(e n )

2ikn
donc U, =(e n ).
2iakn

ik i
Si, réciproguement, U, = <e27>, alors on d a € Z tel que eZT =e n doncona/eZtel que 1=ak+nt¢ donc
nA k=1 par théoreme de Bézout.

Exemple : A observer sur un dessin
E25 — Générateurs de Ug et détails de la génération pour k =5 par exemple.

Ordre d’un élément dans un groupe

(G, x) est un groupe d’élément neutre e.

Définition 9 : Ordre d’un élément

On dit que a € G est d’ordre fini s'il existe ke N* tel que a* =e.
Dans ce cas, on appelle ordre de a le plus petit ke N* tel que a* =e.
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Remarque

—_—

G
R17- f: . est un morphisme de groupe donc son noyau est de la forme mZ ou m e IN.
k — a

Soit m =0 et a n"est pas d’ordre fini (sa seule puissance égale & e est a®.)
Soit m >0 et m est le plus petit élément >0 du noyau de f : il s'agit de I'ordre de a.

Exemple : A observer sur un dessin

E26 — Dans Ug, e57/3 est d’ordre 6 et e217/3 est d’ordre 3.

Exercice 6 :Sans calcul!

1/2 V372

Montrer que
V312 172

) est d’ordre fini.

Exercice 7
Caractériser dans (U, x) les e qui sont d’ordre fini.

Propriété 17 : de I'ordre d’un élément

Soit a un élément de G d’ordre fini m.
m SikeZ, a* = e si et seulement si k € mZ ie m divise k.
m (a)={a* ke[o,m-1]} et Ka)| = m.

Démonstration

7z — G
m Avec f: , Ker f = mZ d’ou le résultat.

k — af
= Onadéja {ak, ke fo,m-1]} ca.

Puis, si k € Z, par division euclidienne, on a g, r € Z tel que k= mqg+r avec 0 < r < m—1 et alors ak = (a'")q xa =a”
d’ou I'autre inclusion.

Puis, les termes sont deux & deux distincts car si af = a? avec 0 < k< ¢ <m—1,alors a’~* = e donc par minimalité
dem, k=¢.

D’ou le cardinal égal & m.

Remarque

R18 — Ainsi, a* = a’ peut se traduire par la congruence k=¢ [n].

Exercice 8
Soit (G, *) un groupe commutatif. On suppose que g; et g, sont d’ordres n; et n,.
1. On suppose n; et n, premiers entre eux. Montrer que g; = g» est d’ordre fini et calculer cet ordre.
2. SiG=9%,R), A=(97}) et B=(2 1), vérifier que A et B sont d’ordre fini, mais pas AB.
3. Sin; et ny ne sont pas premiers entre eux, montrer que g; = g» N’est pas nécessairement d’ordre 11, ou n; v ny.
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4. m Si d; est un diviseur de n;, montrer qu’il existe un élément d’ordre d; dans G.
= En déduire que G admet des éléments d’ordre n; v ny.
= Si G est fini, montrer que G admet un élément d’ordre le ppcm de I'ordre des éléments de G.

1. (g1 g2 =g g™ = ¢ donc g  g» est d’ordre fini n|ny ny.
On a gt x g} =edonc g = g;"* donc g{mz = gz_"n2 =e donc nylnn;.
Or n1 Any =1 donc, par lemme de GauB, n;|n. Par symétrie, ny|n aussi.
Et comme ny Anp =1, nyna|n.
Par positivité, n=nyny.
2. A’=-I, donc At =1, et B3 = I,. Pour fout ne IN*, (AB)" = (} #) # 05.
3. Sigi estd'ordre n; >2, et g;'! est d’ordre n; et g1 x g =e est d'ordre 1¢ {ny,ni}...

4, m n=dk et g{“ est d'ordre d;.

m On écrit les décompositions primaires : n; = pf‘l —epmet ny = p’fl ~~~pf,[” avec des exposants éventuelle-
\ max(ay,B1) max(am,fm)
ment nuls. Puis, n1 A nz = p; 1h1 - Dm m:Pm),

Avec la premiére partie de la question, on construit & partir de g; ou de g, des éléments d’ordre
?la’““"‘ﬁ"), puis avec la question 1, on obtient en les composant un élément d’ordre n; A ny.
m Si G est fini, on répond & la question en itérant le procédé précédent avec tous les €éléments de G en

remarquant que ny V-V ng = (- ((np vV ng) Vng)---).

Propriété 18 : Morphie des groupes monogénes

Tout groupe monogéne infini est isomorphe & (7, +).
Tout groupe monogéne fini (donc cyclique) de cardinal n est isomorphe & (U, +)

Démonstration

. e Z,+) — (G,%) ) o
Si G est engendré par a et infini, f: . alors f est un morphisme de groupes surjectif car G = (a).
k — a

et injectif car si ke Ker f, ak =1 donc a d’ordre fini, donc G est fini.

: a , . Un,+) — (G#) .
Si G est engendré par a et de cardinal n, alors a est d’ordre n, donc a” =e, f: 2ikn est bien

e n —_— a

définie (que I'on prenne k dans Z ou dans [[0,n— 1], la valeur de ak est la méme car a” = e), est un morphisme de
groupe et est surjectif, donc est un isomorphisme car n=|U,| =|Gl.

Propriété 19 : de l'ordre

Soit (G, *) un groupe fini de neutre e.
() Tout élément de G est d’ordre fini.
(i L'ordre de fout élément de G divise le cardinal de G.
(i) Pour fout ae G, al® =e.

Démonstration

(i) (ay est un sous-groupe de G, donc d’ordre fini. Donc ona i< jtel que a’ =a/ et a/~i =e avec j—ieIN*.

(i) L'ordre de a est la cardinal du sous-groupe (a) de G, donc d’aprés le théoreme de Lagrange (HP), il divise
celui de G.

Seule la démonstration dans le cas commutatif est au programme.

En effet, dans ce cas, on considéere le produit ( I1 x) € G et on effectue le changement de variable (bijectif)

xeG
X— ax*X.

Par commutativité, on obtient [ x = [ (a*x) = a/ [] x. Comme [] x est régulier (car inversible), on en
xeG xeG xeG xeG
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déduit que al¢l =e.
(i) Conséquence du (ii). [

Exercice 9 : Quels sont les sous-groupes finis de (C*, x) ?

Soit G un sous-groupe fini de (C*, x). Tous ses éléments sont d’ordre fini, divisant I'ordre du groupe. Soit d = |GI.
Tous les éléments de G vérifient z4 = 1. Donc G est inclus dans U,. Mais ils ont méme cardinal, ils sont donc égaux.

m ANNEAUX ET CORPS

Il Anneaux (MP2l)

Soit E un ensemble et x et T deux lois de composition interne sur E, on dit que x est distributive sur T
lorsque V (x, ,2) € E3,
Xx (yTz)=(x*y)T(x*2),

T2 *xx=(y*xx)T(z%Xx).

Définition 11 : Anneau

On dit que (4, +, x) est un anneau lorsque
(i) (A, +) est un groupe abélien. L'élément neutre est noté 04.

(i) x est une loi de composition interne associative admettant un élément neutre appelé unité de 4,
noté 1,.
(i) x est distributive sur +.

Lorsque, de plus, x est commutative, on dit que (4, +, x) est un anneau commutatif.

Exemple

E27 — (Z,+, %), (Q,+ %), (R, +,x), (C,+, %), (CP,+,x) et (RP,+,x) (avec D # 2), (C]N,+, x) et (]R]N,+, x) sont des anneaux
commutatifs.

E28 — (M (R),+,x) et (,(C),+, x) sont des anneaux non commutatifs si n > 2.

Remarque

R19 — 0,4 est absorbant :
VaeA, ax04=04xa=0g4.

En effet, 04 =ax(04+04)=ax04+ax04 donc ax0,4=04. [dem & droite.
R20— Sil,=04, alorspourtout ae A, a=ax1p=ax04=04, doNC A={04}.
R21 — Si A#{01}, alors 04 n'est pas inversible (pour x).
R22 — Pourfout a,be A, —ab=(—a) x b= ax (-b).
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E Groupe des inversibles (MP2I)

Définition 12 : Inversibles d’'un anneau

Soit (4, +, x) un anneau.

a€ A est dit inversible si et seulement s’il est symétrisable pour x.
Son symétrique est appelé inverse de a, noté a=!.

On note U, ou U(A4) ou A* I'ensemble des inversibles de A.

Remarque
R23 — On parle parfois d'unités de A, d’ou la notation...

Exemple

E29 - Up =R*

E30 - Uy ={-11} #7Z*

E31 - Ugn = {suites jamais nulles}
E32 - Ugp = {fonctions jamais nulles}
E33— Uy, (k) =9Ln(K)

Propriété 20 : Groupe des inversibles

Si (A, +,x) anneau, alors (Uga, x) est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration

On a déja I'associativité, I'élément neutre car A est un anneau. Comme de plus, tout élément inversible est lui
méme inversible et comme le produit de deux éléments inversibles I'est encore, on a bien une structure de groupe.
[ |

Calculs dans un anneau (MP2l)

Propriété 21 : Calculs dans un anneau

Soit (A, +, x) un anneau. Soient a,be A ef ne N,

m Siaxb=bxa,
(ab)"=a"b".

m Formule du binébme de Newton : Siaxb=bx a,

(a+b)'" = i (n)akb”_k
= P .
k=0

m Factorisation® de a” —b" : Siaxb=bxa
a"-b"=(a-b) ("' +a"Pb+...+ab"*+b" 1)

n-1
=(a-b) Y a*p" 17k,
k=0
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m Somme géomélrique : En particulier, pour tout xe A;

n-1
1a—x"=(14-x) x Zxk
k=0

a. parfois appelée formule de Bernoulli

Remarque
R24 — Si a et b ne commutent pas,

(ab)" = abab---ab
(a+b)2:a2+ab+ba+b2

(a+b)3 =a’+a*b+aba+ba? +ab® + bab+ b a+ b’

etc.

Démonstration

m Par récurrence sur n.
m Formule du bindbme :

* Preuve par dénombrement :
(a+b)"=(a+b)a+Db)---(a+b)

n fois

En développant, on obtient des termes de la forme x; x, ---x, avec x; = a ou b. Si on veut k termes a, on
(1) choix, et le terme vaut akb"=* car a et b commutent.

* Preuve par récurrence sur n, c’est simple si n =0 ou 1. Si ¢’est vrai pour n-1,

n—1 _
(a+b)"=(a+b)a+h)" ' =(@+h Y ("k l)akb”_l_k

k=0
n-1 _ n-1 _

S5 (” l)ak+1bnk1+ y (" l)akbnk
k=o\ k=o\ k

(associativité, distributivité, a et b commutent,
dans la seconde somme)

n _ n-1(,_
(a+b)" =) " 1)akb"k+ Y (n l)akb"k
=1\k—1 k=o\ k

(changement d’indice k— k-1)
(=1 knek o (1) kgn-k
= Z )a phTr 4 Z ( )a b"
k-1 &\ k
(les termes gjoutés sont nuls)

n-1 n-1 k —k
+ a“p"
k=0 (k_l) ( k ))

(associativité, distributivité,

1l
M=

n
Donc (a+b)"= ) (:)akb”‘k d’aprés la formule de Pascal étendue au coefficients avec k <0.
k=0

m Factorisation de a” - b :
n-1 n-1
(a-b) Z akpn-1-k _ Z (ak+1bn—(k+1) _ akbn_k)
k=0 k=0
(a et b commutent, associativité, distributivité)

=a"p° - a"p" = a - b"

(somme télescopique)
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ﬂ Corps (MP2I)

Définition 13 : Corps
Soit K un ensemble, +, x deux lois de composition internes sur IK. On dit que (KK, +, x) est un corps lorsque

m (K, +, x) est un anneau commutatif.
m K\ {0k} est non vide et fous ses éléments sont inversibles (c’est-a-dire K # {0k} et Ug = K* =K\ {0k}.)

ou, de maniéere équivalente,
m (K, +) est un groupe abélien,
m (K\ {0k}, x) est un groupe,
= x est commutative et distributive sur +.

Exemple
E34 - R, Q, C munis des lois + et x sont des corps, mais pas Z.

fg Voir exercice du TD : 28

H Intégrité (MP2I)

Définition 14 : Anneau intégre

Un anneau (4, +, x) est dit intégre si

m A est commutatif,

m A#{04)} C’est-O-dire 14 #04,

= A n’admet aucun diviseur de zéro, c’est-a-dire

Vabe A axb=04=a=040ub=04.

Exemple
E35 - RR,Z,C,Q sontdes anneaux intégres. RN et plus généralement RP avec D contenant au moins deux éléments
ne le sont pas.

Propriété 22 : Généralisation

Soit (A, +,x) un anneau infegre, ne N* et (ay,...,a,) € A",
Sipour tout k€ [1,n], ar #04, AlOrs ay x -+ x a, # 04.

Démonstration

Par contraposée et récurrence.
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Propriété 23 : Régularité dans un anneau intégre

Soit (A, +, x) un anneau intégre.
Tout éléement non nul de A est régulier (ie simplifiable) pour x

Démonstration

Sia,b,ce Aet a#04 telsque ab=ac, alors a(b—c)=04 et donc b—c=04 soit b=c.

Propriété 24 : Intégrité d’un corps

Tout corps est un anneau commutatif infégre. La réciproque est fausse.

Démonstration

Si ab =0y et si a#0g, alors a est inversible et b=a"lab=a"l0k = 0k car 0k est un élément absorbant.
Pour la réciproque, (%, +, x) est un anneau commutatif infégre qui n’est pas un corps.

fg Voir exercice du TD : 22

H Anneau produit (MPI)

Propriété 25 : Anneau produit

Soit (A, +, x) et (B,®,®) des anneaux.
Pour tfout (a,b) et (a',b') dans A x B, on pose

(a,b)+(a',b') = (a+d,bo ')
(a,b) x (a',b') = (axa',be D)

Alors (A x B, +, x) a une sfructure d’anneau.
Si, de plus, les lois x et ® sont commutatives, alors x |’est.

Démonstration

= On abien (Ax B,+) groupe (produit) abélien.

m x est bien une loi de composition interne sur A x B.
Un calcul facile mais pénible & écrire permet de vérifier que les associativités de x et @ donnent celle de x.
Un calcul facile mais pénible & écrire permet de vérifier que les distributivités de x sur + et ® sur @ donnent
celle de x sur +.

m Sily ef 15 sontles unités de A et B, alors (1 4,1p) est bien neutre sur A x B.

Remarque

R25 — Cela se généralise & un nombre d’anneaux quelconque (Al'(T)’(T))"”' (Ap,(+),(><)) avec pour tout (x1,...,xp)
p) (p
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et 15+, ¥p) dans Ay x - x Ap,
(X1yee0sXp) +(V1yeeny )——(x + V1o Xp + )
1 p N Yp 1(1))’1 p( )J’p

(x1,-., xp) + (Y15, ¥p) = (xl (>1<)y1,...,xp X yp)

(»

Propriété 26 : Inversion dans un anneau produit

Si (A, +, x) et (B, +, x) sont deux anneaux, alors Usxp = Ua x Ug.
De plus, si (a,b) € Uaxpg, Qlors
(@b '=(at,b7").

Démonstration

(a,b) e Upxp <=3 (c,d)e Ax B, (a,b)x(c,d)=(c,d)x(a,b)=(14,1p)
<~ 3(c,d)e AxB, ac=ca=1etbd=db=1gp
< (a,b)e Uy xUg

et on abien alors (a, b))~ = (a~1,b71). ]

Sous-anneau et sous-corps (MP2I)

Définition 15 : Sous-anneau

Soit (A, +, x) un anneau. On dit que B est un sous-anneau de (4, +, x) lorsque
m BcA

= Important: 1,€B

m (B, +|p, x|5) est un anneau.

Remarque
R26 — Une partie peut avoir une structure d’anneau pour les lois induites sans avoir la méme unité (ce n’est pas un
sous-anneau au sens de la définition précédente. ) C’est le cas frivialement de {0 4}.
Exemple

E36 — Soit, dans I'anneau des matrices 2 x 2, I'ensemble B des matrices (4 ) pour a€ K. Alors (B, +, x) est
un anneau d'unité (} ) # k.
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Propriété 27 : Caractérisation des sous-anneaux

B est un sous-anneau de (A, +, x) si et seulement si

BcA

(B,+) est un sous-groupe de (A, +)

B eststable par x : Yx,yeB, xxy€B
14€B

ou, de maniéere équivalente,

BcA
14€B

Vx,yeB, x+y€eB, —xeB et xxy€eB

ou encore
BcA
140€B
Vx,yeB, x—yeB et xxyeB
Démonstration

Méme principe que pour les sous-groupes, la présence de 14 n'étant automatique que si B possede un élément
inversible, d’ou la nécessité d’'imposer 14 € B.

Exemple
E37 — Anneau des entiers de Gauss © : Z[i] = Z +iZ est un sous-anneau de (C, +, x).
E38 — T, (K) est un sous-anneau de (4, (K),+, x)

E39 — L'ensemble #(R) des fonctions bornées est un sous-anneau de []R]R,+, ><).

Carl Friedrich Gauss (Brunswick 1777 - Gottingen 1855) est un mathématicien, astronome et phy-
sicien allemand. Surnommé le prince des mathématiciens, il est considéré comme |'un des plus
grands mathématiciens de tous les temps. Gauss était un génie particulierement précoce : & 7 ans
(ou 10 selon les sources), il donne la formule calculant 1+2+---+100. A 19 ans, il fut le premier &

a. \ P ) . e ) : . .
i~ démontrer la loi de réciprocité quadratique. Parmi ses autres prouesses, on peut citer la démons-
) fration du théoréme fondamental de I'algébre, dans sa thése en 1799, I'invention de la théorie des
“d \ “ congruences, la résolution de problémes de construction & la régle et au compas.. Il est considéré

comme le fondateur de la géométrie différentielle.

Définition 16 : Sous-corps

Soit (K, +, x) un corps. On dit que (L, +, x) est un sous-corps de (K, +, x) lorsque Lc K et (L, +Iy2, x|y2) est
un corps.
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Propriété 28 : Caractérisation des sous-corps

(IL, +, x) est un sous-corps de (KK, +, x) si et seulement si

LcK
(I, +) est un sous-groupe de (KK, +)
(L\ {0k}, x) est un sous-groupe de (K\ {0k}, x)
ou, de maniére équivalente,
LcK
L\{ok}#2 (Akel)
Vx,yel,, x—yel
Vx,yeL\{0g}, xylel

Démonstration

Le sens = ne pose pas de probleme. Pour le sens <, on a bien un sous-anneau dont tous les éléments non
nuls sont inversibles car 1 = xx~! e LL. [

fg Voir exercice du TD : 23

H Morphismes d’anneaux (MP2I)

Définition 17 : Morphisme d’anneaux

Soient (A, +, x) et (A',8,®) deux anneaux.
f:(A+,x)— (A, @, 8) est un morphisme d’anneaux si et seulement si

() V(a,b)e A%, fla+Db)=f(a)e® f(b)
(ie f:(A+) — (A',®) morphisme de groupes)
(i) V(a,b)€ A%, flaxDb)=f(a)® f(b)
(i) fFa=14
On parle aussi, d’endomorphisme, d’isomorphisme et d’automorphisme d’anneaux.
Ker f=fCV ({04} ={ac A| f(a) =04} est le noyau de f.
Im f = f(A) ={f(x), xe A} est 'image de f.

Remarque

R27 — Comme on a en particulier un morphisme de groupes additifs, on peut utiliser les propriétés de ceux-ci :
B f(04)=0y,
m Pourtfout ae A, f(-a)=-f(a),
m [ estinjective si et seulement si Ker f = {04}.

R28 — En général, Ker f n"est pas un sous-anneau de A. C’est un sous-groupe additif stable par multiplication... Nous
les étudions juste apres!
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Exemple

RIX] — C ) ,
E40— f: _ s Kerf=(X*+1)R[X] n'est pas un sous-anneau de R[X].
P — P(

Propriété 29 : des morphismes d’anneaux

Soit f: (A, +,x) — (B,®,®) est un morphisme d’anneaux.
() Si a estinversible dans A, alors f(a) I'est dans B et f(a™) = (f(@) .
(i Si f est un isomorphisme alors f~': (B, ®,®) — (A, +, x) est aussi un isomorphisme d’anneau.
(i) Si g:(B,®,®) — (C,+, %) est aussi un morphisme d’anneau, alors go f: (A, +,x) — (C,+, x) I’'est encore.

Démonstration

() f@f(at)=f(aa)=fAx =14 etdeméme f(a ') f(A)=1y4.
(i) Méme principe que pour les morphismes de groupes.
(i) Simple vérification. [

Définition 18 : Morphisme de corps

Soient (K, +, x) et (K',®,®) deux corps.
f: K, + %) — (K',e,®) est un morphisme de corps si et seulement s’il s’agit d’un morphisme d’anneaux.

Remarque

R29 — Avec (i) et (i), f(1k) = (f(llK))z et comme K’ estintegre, f (1) vaut 1 ou 0. S'il vaut 0y et si (i) est vérifiée,
alors f=0x.

Exemple
E41 — idg, z— z sont des automorphismes (involutifs) du corps C.

E42 — Tout morphisme de corps est injectif, car si x # 0, x est inversible donc f(x) est inversible, donc f(x) # 0 donc
x ¢ Ker f, donc Ker f = {0 }.

f! Voir exercice du TD : 25 a 27, 31

m IDEAL D’'UN ANNEAU COMMUTATIF (MPI)

I'.l Généralités

Définition 19 : Idéal

Soit (4, +, x) un anneau commutatif et 7 < A. On dit que I est un idéal de (4, +, x) lorsque
(i) I estun sous-groupe de (A, +)
(i) Yae A, Vxel, axel.
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Remarque
R30 — Finalement, I est un idéal de (4, +, x) lorsque
m/cA
B I#£O
B Vxyel x-yel
m VaeA Vxel, axel.
Comme —14 € A, on peut se contenter de
m/cA
m[#0
mVx,yel x+yel
m VYaeA Vxel, axel.

Exemple
E43 — 27 est unidéal de (Z, +, x).
E44 — L'ensemble des suites convergeant vers 0 est un idéal de I’anneau des suites bornées.

Remarque
R31— Siunidéal contient I'unité 1,4 ou plus généralement un élément inversible, il est égal & A tout entier.

Propriété 30 : Idéaux triviaux

Soit (A, +, x) un anneau commutatif. {04} et A sont des idéaux (triviaux) de (A, +, x).
Ce sont les seuls idéaux si de plus (A, +, x) est un corps.

Démonstration

Simple vérification. Dans le cas d’un corps, comme tous les éléments non nuls sont inversibles, s’il y en a un dans
I, en le multipliant par son inverse on obtient 14 € I puis I = A.

Propriété 31 : Noyau d’un morphisme d’anneaux

Soit f: (A, +,x) — (A, ®,®) un morphisme d’anneaux. Alors Ker f est un idéal de (A, +, x).

Démonstration
B 0geKerf#0
m Six,yeKerf, f(x—y)=fx) - f(y) =04 donc x—yeKerf.
m SixeKerf etacA, flax) = f(a)f(x) =04 doncC axeXKer f.

Remarque

R32 - Im f est un sous-anneau de (A', s, ®).
En général, Ker A n’est pas un sous-anneau de (A, +, x).
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Exercice 10
Montrer que si f: (4,+,x) — (A’,,®) est un morphisme d’anneaux :
m L'image réciproque d’un sous-anneau de (A, ,®) est un sous-anneau de (4, +, x).
m Limage directe d’un sous-anneau de (4, +, x) est un sous-anneau de (4',9,).
m L'image réciproque d’un idéal de (A',s,®) par f est un idéal de (4, +, x).
m Limage directe d’un idéal de (4, +, x) par f est un idéal de (f(A) =Im f, s, ®).

fg Voir exercice duTD : 17 a 21, 29, 30

E Somme et intersection d’idéaux

Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Propriété 32 : Somme et intersection d’idéaux

() Soient 1,...,1, des idéaux de (A, +, x). On nofe

L+ +Ip={x1+-+x, Vje[Ln], x;€I}}

Il s’agit d’un idéal de (A, +, x).
Il s’agit plus précisement du plus petit idéal de (A, +, x) (au sens de I’'inclusion) confenant fous les
ideaux Ij pour1<j<n.

(i Soient (Ij) jey une famille d’ideaux de (A, +, x).

Alors (] I; est un idéal de (A, +, x).
JeJ
Il s’agit du plus grand idéal de (A, +, x) (au sens de I'inclusion) contenu dans les idéaux I et J.

Démonstration

@) m I +---+Ipestunidéal:
* 04=0q+--+0gp€+---+ 1y
n
*x Six,yel+--+1Iy,0N A (X1,...,Xn), J1,...,¥n) € HI]- felsque x=x1+---+xp et y=y1+--+ yn.
j=1
Alors x+y=@x1+y)+ -+ n+yn) €L+ + I.
* Six=x1+-+xpelh+--+I,etacAqlorsax=ax;+---+axp€ly +---+1Ip.

m I} +---+ 1, contient tous les Ij car ceux-ci contiennent 04.
m Si K est un idéal de A contenant tous les I;, alors par stabilité par +, I +-+-+ Iy < K.
@iy m ﬂ Ij estun idéal:
JjeJ
* 04€ ﬂ Ij
jeJ
* Six,ye () Ij, x+ye ]I
JjeJ Jjel
* Sixe ﬂ Ijetae Aclors axe ﬂ figy
jeJ jeJ
m () I; est contenu dans fous les I;.
JjeJ
m Si K est un idéal de A contenu dans tous les 1;, alors K < () ;.

jel

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 28 SUR 38


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 14 SEPTEMBRE 2024

Idéal principal

Soit (4, +, x) un anneau commutatif.

Propriété 33 : Idéal engendré par un élément

Soit x e A. On note
(x)=xA={xa,a€ A}.

C’est un idéal de A, appelé idéal engendré par x.

Remarque

R33 — C’est aussi le plus petit idéal contenant x, et donc l'intersection de tous les idéaux contenant x par unicité
du plus petit élément.

Cette notion se généralise a plus d’un élément, un peu comme avec les Vect en algébre linéaire.

Ainsi, I'idéal engendré par un nombre quelcongue d’élément est I'ensemble des combinaisons linéaires (fi-
nies) de ces éléments, a coefficients dans A.

Définition 20 : Idéal et anneau principal (HP)

m Tout idéal de la forme xA (donc engendré par un seul élément) est dit principal.
= Un anneau commutatif est dit principal lorsque

(i) C’estun anneau integre.
(i) Tous ses idéaux sont principaux.

Théoreme 1 : Principalité de Z

L’'anneau Z est principal.

Démonstration
C’est un anneau intégre et ses idéaux qui sont aussi ses sous-groupes sont tous principaux. [
Remarque
R34 — Lesidéaux de Z sont donc principaux, c’est-a-dire engendré par un élément. Tous les générateurs sont asso-
ciés.

Donc, quitte & choisir un générateur positif (ou nul), on a de plus unicité de celui-ci.

ﬂ Divisibilité dans un anneau intégre

Soit (4, +, x) un anneau commutatif intégre.

Définition 21 : Divisibilité

Soient a,b e A.
On dit que b divise a ou que a est multiple de b lorsqu’il existe g € A tfel que a = bg. On note bja.
a et b sont dit associés lorsque alb et b|a.
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Propriété 34 : Caractérisation avec les idéaux

Soient a,b € A.
b divise a si et seulement si ae bA si et seulement si aAc bA.

Remarque
R35 — Soit encore ssi fous les multiples de a sont des multiples de b.

Propriété 35 : Eléments associés

On rappelle que (A, +, x) est un anneau commutatif intégre. Soient a, b € A.
a et b sont associés si et seulement si aA = bA si et seulement s’il existe ue U, fel que b = ua.

Exemple
E45 — Dans Z, a, b sont associés si et seulement si a = +b.

m ARITHMETIQUE SUR Z (MP2I)

n PGCD

Définition 22 : PGCD

Soient a,b e Z.

I=(a)+ () = aZ+DbZ = {au+ bv, u,v € Z} est un idéal non réduit d {0} de (Z,+, x) qui est un anneau
principal.

Son unique générateur positif est appelé pged de a et b, noté ana b.

On a donc, par définition, aZ + bZ = (a A b)Z.

Propriété 36 : Relation de Bézout

Sia,beZ, on peut frouver a,b e Z tels que au+ bv=an b.

Démonstration

Immédiat avec la nouvelle définition. [ |

Propriété 37 : Caractérisation

Soit (a, b) € Z2.
delN

d=anb<< dlaetd|b
YceZ, (claetclb)= c|ld

Il s‘agit donc du plus grand diviseur positif au sens de la division.
Par conséquent, les diviseurs de a n b sont exactement les diviseurs communs de a et de b.
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Démonstration

Soit d = an b. Alors, par définition, de N et a€ aZ + bZ = dZ., be aZ + bZ = dZ.
Soit ce Z tel que cla et c|b alors, avec une relation de Bézout, cld = au + bv.

delN
Réciproquement, soit d tel que { djaetd|b

VceZ, (claetclb)= cld
Alors, avec le premier sens, a A bld et dlan b et donc, par positivité, d = an b. [ |

Propriété 38 : Propriété d’Euclide

Sia,b,qgeZ, anb=(a-bg)Ab (pas nécessairement une division euclidienne).

Démonstration

Les diviseurs communs sont les mémes. [ |

fg Voir exercice du TD : 34

Définition 23 : Nombre entiers premiers entre eux

a, b e Z sont dits premiers entre eux lorsque anb =1, c’est-O-dire lorsque les seuls diviseurs communs +1.

Théoréme 2 : de Bézout

Soit a,beZ.
aNb=1<—3u,ve”Z, au+bv=1

Démonstration

Le sens direct a déja été vu.
Réciproquement, si au+bv =1, alors 1 € aZ+ bZ = (aA b)Z donc 1lan b donc aA b =1 par positivité. [ |

Corollaire 5

Soient a,b,c € Z.
() anbc=1<=anb=arc=1

(i Sid=anb,onaad,beZtelsque a=da,b=db eta nb' =1.

Démonstration

(@) Sens direct immédiat par Bézout. Sens réciproque : il suffit de multiplier les relations de Bézout. Voir CCINP 86.

(i) Si d#0, comme dZ = aZ + bZ, on obtient Z = a'Z+b'7Z donc a’' Ab' = 1. Sinon, tout couples (a’,b') convient,
donc... n

Théoréeme 3 :Lemme de GauB

Soient a,b,ceZ. Si albc et anb=1, alors alc.
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Démonstration
On a u,veZtels que au+bv=1donc c=acu+ bcv est divisible par b. |

A o exercice auo - 41, 47

S

Méthode 1 : résolution des équations diophantiennes ax+ by =c
ol a, b, c € Z* sont fixés, on cherche les solutions entiéres.

On a facilement qu’il y a des solutions si et seulement si

Lorsque c’est le cas, on peut frouver une solution particuliere (xg, yo) avec I'algorithme d’Euclide par exemple.
Alors, si (x, y) solution , ax+by = axg+byg PUis a(x—xp) = b(yg—y) donc a’(x—xp) = b’ (yo—y) avec a’ Ab' =1 en divisant
par d.

Par lemme de GauB, on a ke Z tel que x = xp + b’k puis en réinjectant y = yo - a'k.
On vérifie enfin que la réciproque étant vraie. Ensemble des solutions :

{xo+b'k,y0-d'k), keZ}.

Exercice 11:Résoudre 199x+54y = 4 dans Z?2.
Ici, par I'algorithme d’Euclide, on a

(1) 199 =54 x3+37 (2) 54=37x1+17 (3)37=17x2+3

Donc 199A54=1 et (5) - (4) +6(3) — 13(2) +19(1) donne 199 x 1954 x 70 = 1.
On a donc comme solution particuliere xy =76 et yy = —280.
Comme ci-dessus, on a ensuite

(4) 17=3x5+2 (5)3=2x1+1

(x,y) est solution de (E) si et seulement si
199(x — xp) + 54(y — yo) = 0 si ef seulement si 199(x — xp) = 54(yo — y). Comme 199 A54 = 1 et 199|54(yy — ), le théo-
reme de GauB donne alors k € Z tel que yp -y = 199k soit y = —-280 - 199k. Puis, en remplagant dans I"'équation,
X = xo +54k =76 + 54k. On Vérifie aisément que la réciproque est vraie.

L'ensemble des solutions est donc | {(76 + 54k, —280 —199k) | k € Z}.

E! Voir exercice duTD : 33

E PPCM

Définition 24 : PPCM

Le PPCM de deux entiers a, b est I'unique générateur positif av b de I'idéal aZ n bZ des multiples com-
muns & a et a b.
On adonc aZnbZ = (aV b)Z.

Remarque

R36 — Ceftte fois, il s’agit clairement de la méme définition qu’en premiére année : le plus petit multiple commun
positif.
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Propriété 39 : du PPCM

() II's’agit du plus petit multiple positif commun & a et & b au sens de la division.
(i On a toujours que |ab| = (aAb)(aV b).

Nombres premiers

Définition 25 : Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et p.
On notera 22 I'ensemble des nombres premiers.

Remarque

R37 — 1 n'est pas premier.

R38 — 2 est le seul nombre premier pair.

R39 — Un nombre premier possede exactement 4 diviseurs : =1 et +p.

R40 — Pour qu’un nombre entier n soit premier, il faut et il suffit qu’il n’ait pas de diviseur entre 2 et /n.

A Vo exercice du D - 35, 36, 38, 40, 44

Propriété 40 : d’Euclide

L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration : tellement classique...

Sinon, soient py,..., py les nombres premiers.
Alors N = py --- pp+1 N"aurait pas de diviseur premier... (Alors qu’il doit en avoir un, le plus petit > 2, par exemple.)

[ |
fg Voir exercice du TD : 37
Propriété 41 : Diviseur premier ou non
Sipe2 et neZ, alors pln ou (exclusif)y pan=1.
Démonstration
Si p A n divise p donc vaut soit 1 soit p... [

Corollaire 6 : Nombre premier divisant un produit

Soient pe & et ay,...,a, € Z.

play x -+ x ay) si et seulement si p divise I'un des a.

STRUCTURES ALGEBRIQUES - PAGE 33 SUR 38



[E]en s
b
LA

y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

Théoreme 4 : fondamental de I'arithmétique — Décomposition primaire

Soit ne Z*. On peut trouver ke N, py,..., pr premiers deux & deux distincts, az,...,a; e N* fels que
n= ip?lp‘zn ...pgk

appelée décomposition primaire de n.
De plus, cette écriture est unique & I'ordre des facteurs prés.
p1,..., pr Sont les diviseurs premiers de n.

Définition 26 : Valuation p-adique

Soit pe 2 et neZ*. On appelle valuation p-adique de n |I’entier

vp(n) =max {i €N | p' divise n}.

Remarque

R41 - La décomposition primaire se réécrit n=+ [[ p”™ =+ [] p”r™.
peZ, pin peP

Propriété 42 : des valuations p-adiques

Soient n,meZ*, pe 2.
(N vp(n) #0 <= pln
(i vp(nxm)=wv,(n)+wv,(m)
(i) nim<=Vpe2, vy(n)<vy(m)

(V) vp(nAm)=min(vy(n),v,(m)) et vy(nv m)=max(v,(n),v,(m))

Remarque

R42- Sia=zxp]'py? -~-ka et b=xp) lpfz -~p£k avec des exposants éventuellement nuls, alors

anb= pllnin(m,ﬁﬂp;nin(az,ﬁz) . p;cnin(dk,ﬁk)
avhb= pllnax(al,ﬁl)p;nax(az,ﬁz) _”p;cnax(ak,ﬁk)

Exercice 12: Montrer que /7 € Q si et seulement si n est un carré parfait.
Sivn= %, alors a? =nx b,V pe P, 2vp(a)=vp(n)+2vp(b) donc ¥V pe P, vp(n)€2lN, donc n est un carré parfait.

i a a2 o
Ou encore : si vn = 7 Sous forme iréductible, alors a? = n x b? donc b?|a®. Or anb=1 donc b% = a® Ab% =1 donc

n=a2.

Exercice 13 : Exprimer le nombre de diviseurs positifs de » & I'aide de ses valuations p-adiques.

Isagitde [] (vp(n)+1) vula propriété ().
pe?,pin

5 Voir exercice du TD : 39
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ﬂ Congruences

Définition 27 : Congruence

Soit n e IN*. On dit que a, b € Z sont congrus modulo n et on note a = b [n] lorsque n|(a- b) ie lorsqu’il
existe ke Z tel que a=b+ kn.

Propriété 43 : Relation d’équivalence

C’est une relation d’équivalence sur Z.

Propriété 44 : Nombre d’entiers modulo »

YaeZ, 3'refo,n—1], a=r [n]. r estle reste de la division euclidienne de k par n.
Ainsi, la relation d’équivalence - =- [n] possede exactement n classes d’équivalences.

Remarque

R43 — On étudiera plus tard dans I’'année I'ensemble Z/nz des classes d’équivalences pour cette relation : les entiers
modulo n.

Propriété 45 : Compatibilité de + et x

Soient ne N* et a,b,c,deZ felsque a=b [n] ef c=d [n]. Alors a+c=b+d [n] efaxc=bxd [n].
Plus généralement, simeIN, a™ = b™ [n].

Remarque
R44 — Ce qui dotera Z/nz d’une structure d’anneau.

Remarque
R45 — Les regles de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 8,9, 11 sont & connaitre.

Propriété 46 : Petit théoréme de Fermat

Si p est premier et a€ Z* non divisible par p, alors
a’'=1 [p].
Dans tous les cas (que a soit divisible ou non par p),

@ =a [p].

Exercice 14 : CCINP 86
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Sine N fel que n >3, alors I’équation

n’admet aucune solution dans IN3,

Démonstration : Non exigible'

# o exercice du o : 42, 43, 45, 46

m STRUCTURE D’ALGEBRE (MPI)

Il Algébre et sous-algébre

Définition 28 : Structure d’algébre

On dit que («, +, x,-) est une K-algébre lorsque
m («f,+,-) est une K-espace vectoriel,

m (o, +,x) est un anneau,

m Pseudo-associafivité : Y AeK, Vx,yeo,

Axxy=A-x)xy=xxA-y).

Exemple

E46 — (C,+, x,-) est une R-algebre et une C-algebre.

E47 - (KX, +, x,-) est une K-algébre.

E48 — (]K]N,+, x,-) est une K-algébre,

E49 — (K[X],+, x,-) est une K-algébre.

E50 — (K(X),+,x,-) est une K-algebre.

E51 — Si E est un K-espace vectoriel, (Z(E), +,0,-) est une K-algébre.
E52— SineIN*, (4, (K),+,x,-) est une K-algebre.

On a aussi une notion de sous-algebre @ c’est simultanément un sous-espace vectoriel et un sous-anneau, donc
stable par combinaisons linéaires et par produit et contenant I'unité.

Propriété 47 : Caractérisation des sous-algébres

Soit (of,+, x,-) est une K-algébre. % est une sous-algébre de (o, +, x,-) lorsque
ORZX=¥:
(i 14
(i) Vx,ye B, VAeK, x+AyeRB
(V) Vx,ye B, VAeK, xxyeRB

1. J ai découvert une démonstration véritablement merveilleuse que ce cadre est trop étroit pour contenir...
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Exemple

E53 — K[X] est une sous-algebre de K(X).

E54 - ¢X(1,K) est une sous-algébre de K.

E55 — L'ensemble des suites convergentes est une sous-algébre de KN,

E56 — L'ensemble K[x] des fonctions polynomiales est une sous-algébre de KK,

L'intérét principal des algébres est de pouvoir évaluer un polyndme a coefficients dans KK en un élément d’une
K-algébre :

Définition 29 : Polynédme en un élément d’une algeébre

SiP=ay+a X+---+a,X"e K[X] et xe«/, ON poOse

n
Px) =) arx* =aply +arx+---+a,x".
k=0

Attention & ne pas oublier I'unité de «f !

E Morphismes d’algébres

Définition 30 : Morphisme d’algébre
Soit (£, +,%,-), (B,+,%,-) et f:o/ — B. On dit que f est un morphisme d’algébres lorsque

(i) f estlinéaire ie
Vx,yed, VAeK, f(x+Ay)=fx)+Af(y)

(i) Vx,yed, flxxy) =fx)xf(y)

(i) f(1g)=1g.
Exemple
. . X — o . . . >
E57 - Si X # 9, o une K-algébre, ae X, ug : est un morphisme de K-algébres. (morphisme d’éva-
f — fl@
luation).
Kix] — Kix] , , N . L Kix] — KX .
E58— f: _ est un isomorphisme d’algébre si K est infini, et g: » est un morphisme
P +— P P — =

T
d’algébres injectif.

Propriété 48 : Morphisme d’évaluation polynomiale

Soit (of,+, x,-) une K-algébre et x € o .

K[X] — o
Alors I'application f : X est un morphisme de KK-algébres.
P —  P(x)

Démonstration

Soit =Y a;x¥,Q= Y bxFeKx] et A€ K. L'associativité et la distributivité des lois sur <7, toutes les sommes
k>0 k>0
étant finies, permettent d’écrire :
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B P+AQW =Y (ar+Abp)x* = ¥ apx¥+1 Y bpxF = P+ 1Qw).
k>0 k>0 >0

B (PQW)= Y apbpxt= ( Yy akxk) x ( y b[x[) = P(x) x Q(x).
k>0 k>0 (>0
| f[I]K[X]) = f(XO) = .X,'O = 1&{.

Remarque
R46 — En particulier, deux polyndmes en x € o« commutent toujours.

m CoMPLEMENT (HP) : sous-GROUPES DE (IR, +)

Théoréme 6 : Hors-Programme

Soit G est un sous-groupe de (R, +).
Alors G est soit dense dans R, soit discret (de la forme aZ).

Exercice 15 : Démonstration

Traiter le cas ou G = {0}. On suppose dorénavant que G # {0}.
Montrer que GnR} est non vide. En déduire que Gn R} admet une borne inférieure. On note a cette borne
inférieure.

Cas ol a =0 Montrer que G est dense dans R en s’inspirant de la démonstration de la densité de Q dans R.
Cas ol a >0 On s’inspire de la démonstration des sous-groupes de (Z, +).

Montrer qu’il existe x € G tel que a < x<2a.

En déduire que x = a, puis que aZ c G.

Soit réciproguement x € G. On simule une division euclidienne.

Montrer que I'on peut frouver g € Z tel que ga < x< (g +1a.

En déduire que x = ga. Conclure.
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