n RAPPELS...

. sur des sommes finies

u ﬂl“ﬂ][’iﬂw’!) n (h f!\{\) z
——" et Y K3= et savoir
gl g kgl 2

no mfhel)

s lIfaut connaitre ) k=—+=
k=1 T

continuer, par ’relescopc:ge de (k+1)" - k™.
m-lS"ﬂ-1 S+l ]
= On sait aussi calculer Zx = { A=p — Lo, e
k=0 A~ RS ] -
n n k ( “ {e
K= (ag1)
kg"o k) a- &
¥
m La formule Y (Z al-,j) =) (Z aiyj), si I et J sont deux ensembles finis, est une
iel'\jeJ jeJ\iel

}7 -conséguence de la commutativité et de I'associativité de I'addition.
'Dans le cas de sommes triangulaires, I'interversion peut aussi se faire en étant
prudent sur les bornes : par exemple, il faut étre & I'aise avec

0<i<j<n =

Si on a une hésitation, un artifice simple : posons a; ; =0 si j <i. Alors

n(n n n(J

£(£0) 2[5 )£l £l
i=0\j=i i=0 j=0\i=0 Jj=0\i=0

On peut aussi représenter I'ensemble des couples (i, j) d'indexation pour « voir »

ce qui se passe.
——Bignalons enfin la distributivité de la multiplication sur I’addition (si on est dans un
' anneau), qui permet d’écrire

’ eellee)-elzeel-, 2

iel jeJ iel\jeJ (i,j)elx]

uibj

{Mugm
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Dénombrabilité, Sommabilité

Définition 1

Un ensemble E est dit fini s’il est vide ou s'il existe un ne IN* et une bijec-

tion entre [1,n] et E.
n est le cardinal de E, noté |E| =
On pose |z| =

. et sur les ensembles finis

Ensemble fini, cardinal

‘

#E = CardE.

n.t.\- Hrod

Remarque
R1— On dit aussi que E est équipotent a [1, n].
Cela revient & numéroter les éléments de E : E = {xy, k€ [1,n]}.

6 .‘/mn:n-u-;g
L— )=

Propriété 1 : des cardinaux

‘
Ay

Soient E, F deux ensembles finis.
() Si Ae 22(E), Afini et |Al < |E|, avec égalité si et seulement si A= E.

(if) Si A Be2(E) disjoints (AnB=2), [AUB|=| AL L] = [A14[E) ( O
(i) Si A, BePE), |AUBI=[F |+ |&]-1AnbI o
(iv) SiAe@@E), [E\Al= [E |- |/ \I /‘

(V) si A BePE), |1A\B|= | |-

(Vi) ExF estfiniet|ExF|= Il |)(!i }
(vii), FF est fini et |FE| = | )t El
Vi) 9(5) est fini et |12(E)| = :»)

€) foo & (9(6)]-el]
\ bijetlise & 5E - prnatalios b €
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Exercice 1:CCINP 112

m ENSEMBLES DENOMBRABLES

Il Définition

Définition 2 : Ensemble dénombrable, énumération

E «t At Abnondocaltle A)/JM*JafaAr\,aJrearz N

e o' st 4B —E b jedtion
On Pwﬂ. Idrmnniofon de E

W —sE
" x,

Remarque

R2 - On peut compter ses éléments... sans s’arréter !
Il a en quelques sortes autant d’éléments que IN.
On peut écrire E = {x;, ne€ IN}.
Trouver une bijection entre E et IN, ou entre IN et E, cela revient au méme.

Exemple

. ) / ! -
E1- IN est dénombrable. vk N 7B\/ eAnbwralion

E2— 2IN est dénombrable. é ; JH\J —l o
w— 2n

. (2 — N
ﬁ({uﬂrwﬂlmfg’ n 2

E3— 2IN +1 est dénombrable. >
N éagr'ﬂ*é"“
I R YVl @Uﬁzldﬂ\)
Propriété 2 : Cas des parties infinies de IN

Toute partie infinie de IN est dénombrable.

(I dfiowy, €7 gL €5

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

Exemple
E4 - On retrouve la dénombrabilité de 2IN et 2IN +1.

Propriété 3 : Dénombrabilité de Z

7, est dénombrable.

E Ensembles au plus dénombrables

Définition 3 : Ensemble au plus dénombrable

(o .@nxh_{/,@, &l\ﬁuﬂ, d-ejww\jq.m% N At

emww_/%m o dlnomisalle

Propriété 4 : Caractérisation

Un ensemble est au plus dénombrable si et seulement $i{. ¢/

-('{-‘u»lv_[tu{" (tL (a..{:)ijr.(-ﬂ{uw o Ame "){-\-h{ ()_IL N

Corollaire 1 : Partie d’un ensemble dénombrable

Une partie d’un ensemble dénombrable est au plus dénombrable.
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Propriété 7 : Réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénom-
. s u brables
Produit cartésien

Une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrables
I’'est encore.

Propriété 5 : Dénombrabilité de IN?
IN? est dénombrable.
Exemple
E6 — On retrouve la dénombrabilité de Q

Propriété 6 : Produit cartésien d’ensembles dénombrables

Exercice 2 : Montrer qu’un ensemble E est au plus dénombrable si et seulement

s’il existe une famille (E,),cy de parties finies telles que E= | Ej,
nelN
qu’on peut supposer croissante.

Théoréme 1 : Dénombrabilité de Q E Ensembles non dénombrables

Q est dénombrable. Remarque : Rappel

R3 — Tout nombre réel non décimal admet un unique développement décimal.
Les décimaux en ont deux. Par exemple 3,1416 = 3,141599999...

n Réunion d’ensembles dénombrables Tout réel admet un unique développement décimal ne se terminant pas par

une infinité de 9 appelé développement décimal propre.
On commence par le lemme trés intuitif suivant :

Soit E un ensemble non vide. Il y a équivalence entre Théoréme 2 : Non dénombrabilité de R
() E est au plus denombrable. R n’est pas dénombrable.

(i) Il existe une surjection enfre N ef E

(iiny I existe une injection entre E et IN Remarque

R4 - R\Q n’est pas dénombrable non plus, sinon R le serait.

Exemple
E5 — On refrouve la dénombrabilité de @
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Théoréme 3 : de Cantor (HP
En effet, on peu‘]‘l dans une somme porﬂe”el regrouper le terme d’ordre im-

Si E est un ensemble non vide, il n’existe pas de surjection de E dans pair et le terme d’ordre pair qui le suit immédiatement et obtenir
P(E). 11 1 1 11 1 1 In2
—_——— e — — — o= — 1__+___+... = —.
2 4 6 8 2 2 3 4 2
Corollaire 2 : Non dénombrabilité de & (IN) (HP) (Bien sar, il faudrait le formaliser plus rigoureusement, mais c’est I'idée).
On peut en fait démontrer qu’en réordonnant les termes, on est capable
2 (N) n‘est pas dénombrable. d’obtenir n'importe quel nombre réel et méme +oo.

. ) 1
Par exemple, en regroupant les termes positifs par paquets toujours > 7 (ce
qui est foujours possible) :

1 (1) 1 (1 1
(1)——+(—)——+(—+—)—...
2 \3) 4 \5 7
on obtient une série qui diverge grossierement (la suite extraite des tfermes
SOMMABl LlTE de rangs pairs ne tend pas vers 0).
De plus, en faisant des regroupement de « paquets », il est possible de tfrouver
des séries divergentes : ¢’est ce qui arriverait si on rassemblait d’une part les
n . termes d’indice pair et d’autre part les termes d’indice impair.
Introduchon Bref, la convergence n’est « ni commutative, ni associative », méme sila série
initiale était convergente.

Exercice 3 : Dénombrabilité ou non de N et NN

Remarque : Digression sur une série semi-convergente
-D"

Remarquons que dans une série divergente comme " (-1)", on peut avec

R5 - On sait que la série Y " est convergente et que sa somme vaut In2 des paquets, la rendre convergente : (1-1)+(1-1)+(1-1)+--- converge vers
n>0 " 0.
avec trois méthodes (& savoir faire )

Toutes les séries ne demandent pas tant de précautions. Par exemple, la
2

m soif en utilisant le développement asymptotique H;,, =Inn+y+o(1) dela .. 1 .
PP ymplotiq n=lInn+y+o(l) série absolument convergente Y —; converge vers % et ce, quel que soit

série harmonique et en séparant termes d’ordre pair ou impair, n>1n
m soitf avec une inégalité de Taylor-Lagrange appliquée entre 0 et 1 & , - e 229 11 .
x—1In(l+x) ° / grange appia I'ordre des termes, avec ou non des paquets, finis ou infinis : >~ — peut étre
— , n

n=1
manipulée comme une somme finie.
Lorsque |'ordre des termes n‘importe plus, on n’est plus obligé de se limiter
a des sommes indexées par IN : on peut sommer des familles indexées par
Ainsi, n'importe quel ensemble dénombrable : Z, N2, Q...

) 1 1 )
m soit encore en voyant que el =f t"dt et en reconnaissant une
n 0

somme géométrique.

Il se trouve que I'ordre des termes est important dans cette somme.

Ainsi, en sommant un tferme d’indice impair puis deux d’indices pairs, on
peut obtenir
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E Familles de réels positifs

n Calculs dans [0, +oo]

Définition 4 : Opération et ordre dans [0, +oo]

On note [0, +oo] = [0, +oo[U{+oo} = R* U {+oc}.
On étend les lois +, x adinsi que I'ordre < de la maniere suivante : si

ac€ [0,+o0[,
B a+ (+00) = (+00) + a = (+00) + (+00) = +oo.

m Sia>0, ax(+o0) = (+00) x a = (+00) x (+00) = +0o.
B a<+oo el +oo < +oo.

Enfin, on appelle borne supérieure d'une partie A non vide de [0, +oo]
le plus petit des majorants de A dans [0, +oo].

Propriété 8 : Détermination de la borne supérieure

Si Ac R est majorée dans R, c’est le supr A dans R que I‘'on connait

bien.
, + G2 . .
Si AcR non majorée dans R ou si A contient +oo, alors sup A = +oo.

Remarque
R6 — Les propriétés de calcul dans [0,+oco] sont les mémes que dans R (associa-

tivité, commutativité, distributivité, compatibilité de I'ordre avec les opéra-
fions...), pourvu qu’on évite de multiplier +oco par 0...

/ ( X g--'(?.({_-t./-\u-b(.w g{-m F«\-u\,.wv[ L[\k (<

v hOm (.U(t-l-u-ty

n Sommes de familles de réels positifs

Définition 5: Sommes de familles de réels positifs

Soit I ensemble quelconque (fini ou infini, éventuellement non dénom-
brable). On note ici 2;(I) I'ensemble des parties finies de 1.

Soit (ui)ier € (IR+)I une famille de réels positifs indexée par I.

On appelle somme de la famille, notée ) u; la borne supérieure dans

iel

[0,+00] de A= {Z Ui, ]e.@f(l)} :
ie]

Yu= SuPp A= Gp (Eu)
"“J-\ | jéﬁ%(]:)

(a.-.s;; T §omne

Remarque

R7 - On va voir un peu plus loin qu’il est nécessaire que {i € I, u; # 0} soit au plus
dénombrable pour que la somme (qui est une borne supérieure) soit finie.
Mais la particularité des réels positifs de pouvoir tfravailler dans [0, +oo] permet
de considérer dans cette partie des ensembles d’indices I quelconque.

Propriété 9 : Cas des sommes finies

On suppose que I = {iy,...,i,} est fini. Alors la somme de réels positifs

p
définie précédemment est bien égale & ) u;,., le sup éfant ici fini (c’est
k=1

méme un max).
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Propriété 10 : Cas des séries

Soit (un)new € (R*)N une famille de réels positifs. Alors le nombre n Invariance par permutation

+o00o
Y uy €10, +00] défini précédemment est égal & ) uy sila série est conver- Remarque
nelN n=0 . m .
gente, et +oo sinon. R8 — ;Jnn\ejpermufohon de I est une bijection de I sur 1.
On se permet donc d’utiliser les deux notations indifféremmment, et de :
S iy . OCI\ :{'\xrrrm/twaom /LLL}
noter Z u, = +oo lorsque la séerie est divergente.

Propriété 13 : Invariance par permutation

Soit (u)ie; Une famille de réels positifs, I étant dénombrable. Soit
o € &(I) une permurtation de I. Alors dans [0, +oo].

S
Il
(=}

Propriété 11 : Comparaison

m Sipourtoutiel, 0< a; < b;

En particulier, si ) b; < +oco, alors Y_ a; < +oo.
iel iel

Propriété 14 : Cas dénombrable : écriture sous forme de série

mSil'el Soit (u;);e; une famille de réels positifs, I étant dénombrable.
Soit n— i, une bijection de N sur I (ie une énumeération de I).
Alors dans [0, +oo].

Sommabilité dans le cas positif

Définition 6 : Famille sommable de réels positifs

Soit I un ensemble, (u;);c; une famille de réels positifs. Remarque
On dit que (u;);e; est sommable lorsque Z u; < +oo. R9 — Quitte 4 retirer les termes nuls, dans le cas dénombrable, on se raméne &
iel une étude de série; dans le cas fini, c’est facile; dans les autres cas, c’est
+00.

Propriété 12 : Dénombrabilité de I'ensemble d’indice Corollaire 3 : Invariance par permutation d’une série

Si (u;);e; Une famille sommable de réels positifs, alors {i € I, u; # 0} est au

plus dénombrable Si’)_ay, est une série & termes réels positifs et o € S(IN), alors

d’a\oioflof lo ¢t 13 N
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E Linéarité
Propriété 15 : Linéarité, cas des réels positifs

Si I est un ensemble quelconque, a = (a;)ic; €t b = (b;)ic; des familles de
réels positifs, A e R,

Alors

(Ici, on pose 0 x (+oo) =0.)

n Sommation par paquets

Théoréeme 4 : sommation par paquets

Soit I un ensemble quelconque, reunion disjointe des 1; pour jeJ :

(presque une partition : il peut y avoir des I; vides. On parle de recou-
vrement disjoint.)
Soit (u;);e; une famille de réels positifs. Alors

Remarque

R10— On fravaille dans [0, +oo]. Sil'une 9 des Y u; vaut +oo, alors Y~ [ 3" u; | = +oo.
i€l JeJ \i€l;
Autrement dit, dans une somme d’éléments de [0,+o0], si I'un des fermes
vaut +oo, c’est aussi le cas de la somme.

a. Ici, on parle de borne supérieure plutdt que de somme, vous suivez ?.

VERSION DU 27 AOOT 2024

Démonstration : Hors Programme

On a déja que si l'une des ) u; = +oo, alors, comme les parties finie de I;
iEIj
sont des parties finies de I, +oco= Y u; < Y u; qui vaut +co.
iel; iel
)

On peut donc supposer que pour tout je J, Y u; < +oo.
i€]j
Notons S=) u;etS'=3 [ Y u;|.
iel JjeJ \i€l;
Soit K une partie finie de I. Pour tout k € K, il existe un unique j; € J tel que
ke]jk' Soit ]lz{jk, kEK}.

Alors ¥ pex g < Y. (Z ui) <Y (Z u,-) et, en passant au sup

jeJ \i€l; JeJ \i€l;

iel JjeJ \iel;

ZulQZ(Z ui).

Réciproguement, soit ' une partie finie de J. Ré-indexons I, ..., I, les I; pour
jeJ'. Pour toutes parties finies Ki,...,Kp, de I,..., I, respectivement, on a

p
Z(Z u,-): Z ui<2ui.
¢=1\ieKy ieKju--UKp iel

Soit e > 0. Pour tout ¢ € [1, p]. il existe, par caractérisation de la borne supérieure,
K, partie finie de I, telle que

£
Z Uuj—— < Z Uj.
ielp p i€eKy
On a alors
p
Yol X w —£<Z(Z u,-).
jeJ \iel; (=1\iekK,
Donc pour tout € >0,

Suiz (Z ul-)—e

iel jeJ \i€l;

puis, en faisante -0, > u; > )| ( > ul-), qui est donc bien une égalité.
iel jeJ ite
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ExerC|ce 4 Soit (un) nez, une famille de réels positifs. Montrer que

Zun—Zun+Zun

Exercice 7 : Montrer que ( n’est pas sommable.

m2 + n? )(m,n)t—:lN%

nez n=0 n=1
Exercice 8
n Théoreme de Fubini positif 1. Pour quelles valeurs du réel « la famille (ﬁ) est-elle som-
(m +n ) (m,n)eIN2
mable ?

‘
’

Théoreme 5 : de Fubini, cas positif
2. Démontrer que, pour tous m et n positifs, %(m +n2 <m?+n? < (m+n).

SOit (Um,n) o, menz UNE famille de réels positifs. Alors foujours dans [0, +oco].
3. Etudier la sommabilité de la suite double ;) suivant les va-
(m+mP ) (m,men?
leurs du réel g. Retrouver le résultat de la premiére question.
f‘\ [
- —1
[ Tgam""‘ } l ¢ o —
{ ) P Somme™ P f/:f]"h
Remarque Remarque

R11 - Voirle parallele avec le théoreme d’intégration terme & terme (interversion
série-intfégrale) dans le cas de fonctions & valeurs réelles positives.

R12- Ce n’est pas la seule fagon de procéder.

On peut former d’autres paguets, en sommant par exemple par diagonales
au lieu de sommer par lignes ou par colonnes et obtenir des énoncés ana-
logues.

Exercice 5: Calculer la somme de ( 2) .
(mn)* ) (m,n)eN?

(Voir généralisation plus loin : sommes doubles produits)

. . 1
Exercice 6 : Montrer que la famille (—4 est sommable et ex-
(m+m* ) (m,n)eIN2\{(0,0)}

primer sa somme comme somme d’une série.

R13 — Assez souvent, on utilise le résultat plus simplement : on a & manipuler une
quantité qui est déja donné sous forme de somme de série. On fait appa-
raiitre une série double, la sommmabilité est automatique en cas de positivite,
et on peut échanger les sommes par le théoreme.

too 1 +00 +00
Exercice 9:Six>1,{(x)=)_ —s+ Montrer que {(x) = Z Y —
n=1 =1n=k "

Familles de réels quelconques ou de com-
plexes

Différence majeure avec ce qui précéde : on va devoir commencer par prouver

la sommabilité avant d’utiliser les théorémes, qui, parfois, Ia donnent aussi comme
conclusion.

Bien voir le paralléle avec les intégrales généralisées.
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n Définition, somme

Définition 7 : Famille sommable

Soit I un ensemble quelconque et (u;);e; € CL.
On dit que la famille (u;);c; est sommable lorsque la famille de réels
positifs (|u;l)ie; I'est. Autrement dit

(ui)ier €5t sommable < ) |u;l < +oo
iel
) el | v | F¢ B
Remarque "

R14 — |l est donc nécessaire, pour que (u;) ey soit sommable, que {i € I, u; # 0} soit
au plus dénombrable.

R15 — Définition théorique... Mais comment définir la sommme ? Comme pour les
séries...

Remarque : (Rappel) Parties positive et négative d’un réel

R16— SixeR, x* =max(0,x) et x~ =max(0,—x). Alors x=x" —x~ et [x|=xT +x~.

Propriété 16 : Condition de sommabilité, cas réel

Soit I un ensemble quelconque et (u;)ier € R
Si la famille (u;);e; €st sommable, alors les deux familles (u;f)l.€ ;€ R et

u7).  eR! le sont.
1/iel

Remarque
R17 — La réciproque est vraie, voir linéarité plus loin.

VERSION DU 27 AOOT 2024

Définition 8 : Somme dans le cas réel

Soit I un ensemble quelconque et (u;);c; € R' une famille sommable.
On définit la somme

S ui=Y uf Y.

iel iel iel

Remarque
R18 — Définition théorique, jamais utile dans la pratique.

Propriété 17 : Condition de sommabilité, cas complexe

Soit I un ensemble quelconque et (u;);er € C.
Si la famille (u;)ie; €st sommable, alors les deux familles (SRe(u;))ier € RY
et m(u;))icr € R le sont.

Remarque
R19 — La réciproque est vraie, voir linéarité plus loin.

Définition 9 : Somme dans le cas complexe

Soit I un ensemble dénombrable et (u;) je; € C! une famille sommable.

Si la famille (u))je; est sommable, les deux familles (Re(u;);; € R et
(Jm(up);., € R le sont.

Cela permet de définir la somme

Z U= )t ) i)
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Notation 1 : Ensemble ¢! (1)

Onnote ¢'(I) I'ensemble des familles sommables de réels ou complexes
indexées par un ensemble quelconque 1.

‘
Ay
Ay

Propriété 18 : Cas des séries

La famille (u;);iew de nombres réels ou complexes est sommable si et
seulement si la série Z u; est absolument convergente.
Sa somme est alors la somme de la série Y_ u;.

Remarque

R20 — Sila famille (u;);e; N'est pas sommable, elle n’a pas de somme... sauf si elle

est & termes réels positifs, auquel cas Y u; = +oo.
iel

Lemme 2

Si (ui)ie; €st sommable, pour tout € > 0, il existe une partie finie J de 1
telle que

Youi-Y ui|<e

ie] iel

Propriété 19 : Sommabilité par comparaison

Soit I un ensemble quelconque, (u;)ic; une famille de nombres réels ou
complexes et (v;);c; une famille de réels positifs vérifiant

Viel, |uj|<v;.

¢ Z’\F; <+00 cowe (Iwil)

Alors (u;) ;e €st sommable.

0{&% (Q‘H;Q)) Zluil

\eT 1el

g}W*\"J/a
D NOM% { LI\ gﬁﬁMw‘ l:]
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Remarque
R21 - Plus généralement, si |u;| = O (v;), alors (v;); sommable = (u;); sommable.
C’est donc aussile cas avec o ou ~.

De plus, comme pour les intégrales, on peut avoir ces relations de comparai-
son sans hypothéses de positivité car on peut y ajouter des valeurs absolues
(non valables pour ) et conclure surla sommabilité (absolue convergence),
mMais cela n’apparait pas dans le programme officiel.

H Invariance par permutation

Propriété 20 : Invariance par permutation

‘
Ay

Soit I est un ensemble quelconque ef (u;) ;e; une famille'sommable de
nombres réels ou complexes.

Soit o € (1) une permutation de I.

Alors

appliqun o bl & w W [ Gelw) Infw)

Propriété 21 : Cas dénombrable : écriture sous forme de série

Soit I est un ensemble dénombrable et (u;);c; une famille de nombres
réels ou complexes , k — i une bijection de IN sur 1.

La famille (u;);e; €st sommable si et seulement si Z u;, est absolument
kelN
convergente, ef le cas échéant, on a

+00
Z Uu; = Z Uiy
k=0

iel

Tolw, T
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Corollaire 4 : Invariance par permutation d’une série absolument conver-
gente

Si Y a, est une série absolument convergente & termes réels ou

complexes et o € G(IN), alors la série Zag(n) converge absolument et

+00 +00
Z Ag(n) = Z an.
n=0 n=0

Linéarité
Propriété 22 : Linéarité, cas général

Si I est un ensemble dénombrable, si (u;);c; €t (v;);e; Sont deux familles
sommables d’éléments de K (K=R ou C), si A e K, la famille (Au; +\v;)ie;

est sommable, et
Z(ui +Av;) = Z u; +7LZ v

iel iel iel

Ainsi, £1(I) a une structure de K-espace vectoriel.

Se vame~ an (s .ng\ WA&‘/\*O*"‘:”‘M/’“)"% e §Sries Uin enumdabon

| | =
Sommation par paquets

Il va bien falloir, sion abandonne la positivité des fermes, quelques hypotheses. Car
sinon, avec des paquets judicieux :

1-D+A-D+---+=0

1+C=1+D)+(-1+D+--+=1
ce qui est fdcheux.

Théoreme 6 : sommation par paquets

Soit I un ensemble quelconque, (I;) je; un recouvrement disjoint de I :

ptq=>I,nl;=2 et U]j:I
jel

On suppose que

VERSION DU 27 AOOT 2024

H1

alors
Cl1

C2

c3

Puene + HP L[]

Remarque

R22 — Lasommabilité se vérifie en général en appliquant le théoreme de somma-
tion par paquets & la famille de réels positifs (|ul~|)i€1. Dans ce cas, on peut
aussi sommer par paquets la famille (|u;));e;. I suffit donc de vérifier que

H1 Pourtout n, Y |u;| < +oo.

iel,

H2 Y (Z |ui|)<+oo.

nelN \iel,

+00
pour écrire ) u;= Y (Z u,-).

iel n=0\iel,

Propriété 23:Casou /=7

La famille (u;);ez de nombres réels ou complexes est sommable si et
seulement si les séries Y u, et Y u_, soni absolument convergentes.

nelN nelN
+00 +00
Le caséchéant,) u,=) un+ ) u_p.
nez. n=0 n=0
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b=
o] S:EEE.IE:!:-E

m N 2 on ne peut guére échapper aux sommes partielles (pour ne pas couper en
SOMMES DOUBLES : LE CAS OU I = IN deux séries divergentes) : en supposant N > ¢,
q-1 N
n P . 1 ( 1 1 ( 1 1 )
oM = — - -
Théoreme de Fubini g Zq(’; P %1 P
PO . . 1 q-1 1 267—1 N-q 1 q+N 1
Théoreme 7 : de Fubini =—-Y-- X —+Z—— > =
' ' ) 29\ j21J jEgnl =T j=2gw1)
SQIT (“m,n)(m,n)elNz une famille de réels ou de complexes.
Si
H1 (a@mn) g pmene €5T SOmmable (c’est-a-dlire si (|am,u|) pmene '€t PAr On simplifie les deux premiéres sommes avec la froisisme, en supposant
exemple avec le théoréme de Fubini précédent) N-qg>2qg-1ce quin’est pas génant puisqu’on va prendre les limites quand
N — +o00:
alors
> Amn= / SN _ N-q 1 q+N
(m,n)eIN? Tq =5, +> oS- ) =
q j=2qJ  j=2q+1J
{ '
-E)W , ngw Iwr ‘)w?uoto D\J l__. {“"}“a\’ LJ N X{ "‘} D et enfin on simplifie les deux sommes restantes entre elles :
Exemple : Les deux membres peuvent eX|ster sans étre egdux aﬂenhon aux Ntq
conclusions trop hétives. o™ _ 1 (1 P l)
e 1 , .  2q\q 29 j=N-g+1J
E7 - On définit up,q = ——— si p# q et 0 sinon.
. p=—q . o . . . La somme restante tend vers 0 quand N — +oo (il n"est pas nécessaire pour
Il est clair, par comparaison (équivalent) & une série de Riemann, que pour cela d’avoir le développement asymptotique des sommes partielles de la
tout g la série ) up 4 converge. Notons série harmonique), donc
p#q
Jio 3
Og= Up, 0g=—5
q ) p.4q 4q
p#q ) 150 n?
et essayons de calculer 4. Pour cela, on peut penser d se servir de la dé- CelielElon & 2o CeiiElieD, G q;"" 8
composition en éléments simples
1 1 1 1 Mauvaise conclusion : C’est sommable.
p2—q? 2q (p q p+ q) Bonne conclusion : Ce n’es; pas sommable, car en échangeant les réles de
On peut regarder | 4 ) p et de g, on va trouver —% au lieu de trouver la méme chose.
-Jl'ht=< . . & .
1+ 1 { ) ] - J L 1 0 Chemin plus court pour arriver @ la bonne conclusion : prendre p = n et
== —_— == I =n-1.
o1 2,[,2::(;9 T p+1 5 r P P r"ﬂ 3 q=n
( 2

(télescopisme pas trop compliqué); si g > 1, c’est un peu plus alambiqué, Lf /M l/] n iL 4 4 /] T(:\S@\[
i —
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E Cas particulier : suites doubles produits

Propriété 24 : Sommes doubles produits

Soit (un) new €1 (V) new deux suites de nombres réels ou complexes.

Alors la suite double (up vn) ez €T sommable si et seulement si (soit
I’'une des suites est nulle, soit les séries Z u, et Z v, sont absolument conver-
genftes).

Lorsque la derniére condition est vérifiee, on a en outre

2: UnUn =
(m,n)eIN2

Le résultat s’éfend & un produit d’un nombre quelconque (mais fini) de
fermes.

Remarque

R23 — L'hypothése de suites non nulles est juste |& pour avoir une caractérisation
de la sommabilité. Pour le sens < intéressant dans la pratique pour calculer
la sommme, on peut I'oublier.

Produit de Cauchy

Propriété 25 : Produit de Cauchy

H1 Soit) u, et) v, deux séries réelles ou complexes absolument conver-
gentes.

On note, pour fout neN :

Wy =

Alors
Cl1

C2

VERSION DU 27 AOOT 2024

Propriété 26 : Exponentielle complexe

Siz,z €C,explz+2z)=expzxexpz

. . 1 1o
Exercice 10:Si ac C tel que |a| <1, alors - Y (n+Da".
= n=0

Remarque

R24 — L'hypothése d’absolue convergence est indispensable, le résultat n’est pas
assuré pour des séries semi-convergentes.

R25 — Cependant, il suffit que I'une des deux soit absolument convergente et
que |'autre soit seulement convergente pour que le produit de Cauchy
converge (théoreme de Mertens, HP).

R26 — |l existe d"ailleurs aussi une réciproque (HP aussi...) : si Y_ a, est telle que son
produit de Cauchy avec toute série convergente converge, alors elle est
absolument convergente.

R27 — Conseil pratique : quand on effectue le produit de Cauchy de deux séries,
il est conseillé de « faire commencer ces deux séries a 0 ». Si on veut faire le
produit de Cauchy de Y u, par ) vy, on pose ug = vy = v =0 et on fait le

nz=1 n>2
produit de Cauchy de Y u, par ) v
n=0 n=0

Exemple
=n"
E8 — AveC u,=v, =
tn=tn vn+l1
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