
MPI Lycée Leconte de Lisle – La Réunion
DÉNOMBRABILITÉ, FAMILLES SOMMABLES

■ Les exercices de dénombrabilité sont rarement simples et tombent rarement à l’oral (sauf
pour les concours les plus ambitieux).
⋆ Pour montrer une dénombrabilité, on peut exhiber une bijection avec un autre en-
semble dénombrablemais c’est rarement aussi direct. Onpeut aussi utiliser les proprié-
tés de conservation : produit cartésien, réunion finie ou dénombrable d’ensembles
finis ou dénombrables (qui donnent des ensembles finis ou dénombrables).

⋆ Pour montrer une non dénombrabilité, on peut montrer qu’on est en bijection avec
un ensemble non dénombrable connu. Il est aussi d’usage courant d’utiliser un argu-
ment type argument diagonal de Cantor (voir la non dénombrabilité de ]0, 1[ donc
de R – au programme, preuve non exigible – dans le cours ou celle de P (N) – hors
programme).

■ Pour montrer qu’une famille (ui )i∈I de réels positifs est sommable, on peut
⋆ montrer que toutes les sommes de sous familles finies de (ui )i∈I sont majorées,
⋆ par paquets : montrer qu’il existe un recouvrement disjoint dénombrable de I telle
que chaque sous-famille indexée par un élément du recouvrement disjoint soit som-
mable et sa somme est le terme général d’une série convergente (et alors la somme
de la famille sommable est la somme de cette série),

⋆ si I =N, montrer que la série
∑

ui converge.
⋆ Faire un calcul dans R+ ∪{+∞} et obtenir un résultat fini.

■ Pour montrer qu’une famille (ui )i∈I de réels quelconques ou de complexes est sommable,
on peut
⋆ montrer que la famille (|ui |)i∈I est sommable,
⋆ par paquets : montrer qu’il existe un recouvrement disjoint dénombrable de I telle
que chaque sous-famille indexée par un élément du recouvrement disjoint soit som-
mable et la sommedesmodules des éléments de cette sous-famille est le termegéné-
ral d’une série convergente (et alors la somme de la famille sommable est la somme
de cette série),

⋆ si I =N, montrer que la série
∑

ui converge absolument.
■ Pour calculer la somme d’une famille sommable...

⋆ ... de réels : on peut séparer les termes positifs et les termes négatifs,
⋆ ... de complexes : on peut séparer partie réelle et partie imaginaire,
⋆ en général, on peut utiliser le théorème de sommation par paquets.

■ Pour montrer qu’une série de nombres complexes est absolument convergente, on peut
reconnaître un produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

■ En particulier, pour montrer qu’une somme double de réels positifs converge et calculer
sa somme, on montre qu’en fixant un indice, on obtient une série convergente et que la
série des sommes converge : la somme double est alors la somme de cette série (Fubini).

■ Pourmontrer qu’une sommedouble
�
am ,n

�
decomplexes converge, on applique le résultat

précédent à
���am ,n

���.
1. Vrai ou Faux

1. Toute partie de N qui n’est pas en bijection avec N est finie.
2. Q2 est dénombrable.
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3. R×Z n’est pas dénombrable.

4. (zn )n∈N ∈ CN est sommable si et seulement si la série
∑

zn est absolument conver-

gente.
5. Si une série converge, toute série obtenue en permutant ses termes converge.

2. Dénombrement�
�

�
�1 Combien peut-on construire de nombres comportant 6 chiffres (en base décimale)

et ne contenant aucune répétition? une seule répétition?�
�

�
�2 Combien y a-t-il de p -cycles dans Sn ?�

�
�
�3 Soit E un ensemble fini à n éléments, A une partie de E à p éléments. Combien

peut-on trouver de parties de E ayant exactement un élément de A ?�
�

�
�4 Montrer que dans un ensemble fini non vide, il y a autant de parties de cardinal

pair que de parties de cardinal impair.�
�

�
�5 CCINP 112�

�
�
�6 Déterminer le nombre Fn demanières de recouvrir un rectangle de dimensions 2×n

avec des petits reclangles 2×1 ou 1×2.
Indication : former une relation de récurrence.�

�
�
�7 Formule d’inversion de Pascal et nombre de surjections
1. Formule d’inversion de Pascal 1 : On veut démontrer que, si u0, . . . , uN , v0, . . . , vN ∈K,�

∀n ⩽N , un =
n∑

k=0

�
n

k

�
vk

�
⇐⇒

�
∀n ⩽N , vn =

n∑
k=0

(−1)n−k

�
n

k

�
uk

�

En remarquant que X n = ((1+ X )− 1)n , montrer que
n∑

k= j

(−1)n−k

�
n

k

��
k

j

�
vaut 1 si j = n

et 0 si 0⩽ j < n .
En déduire le résultat.

2. On note Sp ,n le nombre de surjections d’un ensemble de cardinal p dans un en-
semble de cardinal n .
(a) Calculer Sn ,n et Sp ,n pour p < n .

1. Pour d’autres preuves, voir par exemple https://fr.wikiversity.org/wiki/Formule_d%27inversion_
de_Pascal
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On suppose désormais que p ⩾ n .
(b) Quel est le nombre d’applications d’un ensemble de cardinal p dans un en-

semble de cardinal n ?

(c) Montrer que n p =
n∑

k=0

�
n

k

�
Sp ,k .

(d) Utiliser la formule de Pascal pour prouver que Sp ,n =
n∑

k=0

(−1)n−k

�
n

k

�
k p .

3. Dénombrabilité
�
�

�
�8 Montrer que N(N) (suites presque nulles, donc nulle à partir d’un certain rang) est

dénombrable mais pas NN.�
�

�
�9 L’ensemble des nombres complexes de module 1 est-il dénombrable?
L’ensemble des racines de l’unité (i.e. l’ensemble des z dans C tels qu’il existe n ∈N

vérifiant z n = 1) l’est-il ?

4. Familles sommables
�



�
	10 Montrer que la famille (un )n∈Z de réels positifs est sommable si et seulement si∑

n∈N
un et

∑
n∈N

u−n le sont et, lorsque c’est le cas,
∑
n∈Z

un =
+∞∑
n=0

un +
+∞∑
n=1

u−n .

�



�
	11 Pour quelles valeurs des nombres complexes a et b la famille (a m b n )(m ,n )∈N2 est-elle

sommable? Calculer alors sa somme.�



�
	12 En utilisant la famille

�
x n+p

�
(n ,p )∈N2 , montrer que, si |x |< 1, 1

(1− x )2
=
+∞∑
n=0

(n +1)x n .

Résultat qui s’obtient plus naturellement par utilisation des séries entières.�



�
	13 Les familles suivantes sont-elles sommables sur Z? Si oui, calculer leur somme.

1.
� n

n 2+1

�
n∈Z 2.

 
1�

n − 1
2

�3
!

n∈Z
3.

�
ein x

2|n |

�
n∈Z

4.
�
2n−2|n |�

n∈Z

�



�
	14 Démontrer que, si x est élément de [0,1[, que

+∞∑
n=1

x n

1+ x n
=
+∞∑
p=0

(−1)p x p+1

1− x p+1
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�



�
	15 Pour tout n ∈N, on pose un =

1

2n

n∑
k=0

4k

k !
.

1. (a) Écrire
∑

un comme le produit de Cauchy de deux séries absolument conver-
gentes.

(b) En déduire que la série
∑

un converge et calculer sa somme.

2. Pour tout (n , k ) ∈N, on note an ,k le réel valant 4k

2n k !
si k ⩽ n et 0 sinon.

À l’aide du théorème de Fubini, montrer que (ak ,n )(n ,k )∈N2 est sommable et retrouver
+∞∑
n=0

un .

�



�
	16 Mines

Discuter, suivant les valeurs du réel α, la sommabilité de
�

1

(m +n )α

�
(m ,n )∈N2∗

puis celle

de
�

1

(m 2+n 2)α

�
(m ,n )∈N2∗

On rappelle la définition de la fonction ζ, classique mais hors programme :

ζ(s ) =
+∞∑
n=1

1

n s

�



�
	17 Montrer que la famille

�
1

m 2n 2

�
(m ,n )∈(N∗)2

est sommable et, en utilisant ζ(2) = π
2

6
et

ζ(4) =
π4

90
, calculer les sommes

1.
∑

(m ,n )∈(N∗)2
1

m 2n 2
2.

∑
(m , n ) ∈ (N∗)2

m |n

1

m 2n 2
3.

∑
(m , n ) ∈ (N∗)2

m ∧n = 1

1

m 2n 2

�



�
	18 Mines
Démontrer que les deux séries

∑
k⩾2

�
ζ(k )−1

�
et

∑
k⩾2

(−1)k
�
ζ(k )−1

�
convergent, et calculer

leurs sommes.�



�
	19 Écrt CCINP Pour tout élément p de N∗, on définit Jp = {(m , n ) ∈N∗×N∗, mn = p}.
Utiliser la famille (Jp ) pour démontrer

�
ζ(s )

�2
=
∑
p⩾1

np

p s
où s est un réel strictement supé-

rieur à 1, np désignant pour tout p le nombre de diviseurs de p .
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