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CORRIGE DU PROBLEME D’ANALYSE

T Aretgnt. -

-

de 1* comme quotient de fonctions continues. Donc f est continue,

YEER*, —t€ R et f(—t) = f(t). f est donc puire.

1, ¢t f(0} =1, done [ est continue en 0. Per ailleurs, f est continue en tout point

1
L2 VLA, f(t) = -t-(t +0(t?)) = 1+ o{t), valable méme en 0. f admet done un développement limité

4 Pordre 1 au voisinage de 0. f est donc dérivable en 0, et f (0) = 0.

1.3. f est dérivable en chaque point de R* comme quotieni de fonctions dérivables, et en O d’aprés 1.2,
1 1 1

Deplus : Vte R*, f(t) = T2 2 Arctant. |
Soi B Eow? 1t 2y-2) g
1.4. Soitt e R*. A m du = -3 A w{—2w(l + w?) ) L]

_%([m(l +uf) M- /ﬂt (1+w?)~? dtu)

_% (;{1 + 3 Ar‘ctant).
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AT ul) dw, doneVt <0, f(#}20etvVe>0, F{B)<O0.
£ eat donc croissante sur | — oo, 1)), et décroissante sur [0, ool

1.5.

:
J'(8) est donc dn signe conlraire de /
0
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2.1. Soit F la primitive de f qui s’annule en O (f est continue).
' 1 )
Va € R*, §(z) = -:IEF(r) = ;—(F(x) ~ F(0)). Or lmm = (F(z) ~ F() = F'(0) = f(0) = 1 = §(0),
done & est continue en (. Or ¢ est continue en tout point de B* commme guotient de fonciions

continves (F est C1), Donc & est continue.
1 - 1 T
Vee R, —a e Retg(—u)= -= f(tydt = I/ F(—u)dy = ¢(x). ¢ est donc paire.
0 Jo
2.2 Soit x> 0. Yt € [0,z], f(») € f(}) £ 1 car f est décroissante sur [0, z].
x T T
Do / flz) dt < f fodt < f dt. Donc f{z) < zd(x) < z. Done f(z) < #(2) < 1.
a 0 0
Soit z < 0. f{—2) P(—x) £ 1. Or f et ¢ sont puires. Done f{z) € é(z) £ 1,
Enfin f(0) = $(0) = 1.
2.8. ¢ est dérivable en tout point de R* comne quotient de fonctions dérivables (F est C*).
. 1 1., 1 Loy L
Ve R, ¢(2) = _f(z) - 5F(e) = _f(e) ~ Z¢(e) = 7 (f(2) - ¢(2))-
Llintégration du développement limité de f en 0 donne, au voisinege de 0 : zd{z) = z + o{x?).
Donc : ¥2 £ 0, ¢(z) = 1+ olz), valable méme en 0. ¢ admei done un développement limité
a Uondre 1 au voisinage de 0. ¢ est donc dérivable en 0, et ¢ (0} = 0.
En utilisant la question 2.2, on obtient le signe de ¢ (). ¢ eat croissante sur ] — oc, 0}, et

décroissante sur [0, +oo[.

L : 3 &L .
2.4 Yz>1, f Arcant b < [ T odt= %In:r. Donevz =1, 0< 515/ Fl)dt < g‘ﬁ‘i
1 1 1

t 2t '

On en déduit : lim lf F(t)dt existe et vaut 0.
z—stoo T b3

1 X
Muis : Yo 2> 1, ¢(x) = %f f{t)de + ;1:-[ F(Hdt. Donc lil}_l ¢(x) existe et vaut 0.
i} J1 L=t D0
2.5 Cf 1.5.

7 _ a2
b AP (8 5 e resulint demande,

1
2.1 Soitt>0. & - = .
= T IrE T 0+ 21+ 8




3.2. Soitz e Ry. | ¢ (x) |= -(:ﬁ('r} fln)) < %(1 ~ f(x)) en utilisant 2.2,

» 12 8
Meais - 1— flx) = —(’r — Arcfang) = = / ( T 12) = 7o dt.
0

Donc | ¢ (z) 1< LP 8 gt f tdt daprés 3.1.
@@l 1v8 7 T 22 £

1 ' 5 :
Finalement : Yz € R%, | 4 (2) |< e Or o est paire, donc ¢ est émpaire.

Done : Ve e R, | q.‘;(x) |< % {méme en 0).

2.3 Yz < 0, d(2)—~x > 0. Sur D, +ocf, = — d{z)—ux est strictement décroissante et continne. » — ¢{x)—zx

induit donc une bijection de [0, +oof sur} _]iljlm (¢{a) — z), #(0)] =]—c0, 1}.

Léyuation : x € R, ¢la) = x admet done une unique solution o dans |0, +o0f.
D’aprés 2.2, $(1) < 1, donc ¢(1) — 1 < 0. Done o €]0,1].
3.4. Svit n € N. On applique {'indgalité des accroissements ﬁnis it @ entre u, et (si g # ). En effet,

¢ est continue sur R, dérivable sur R, de dérivée vérifiant : ¥z € R, | ¢ (J’:) |< -
' 1 , 1
Done | dlun) - $(a) < 1 Jtn —a |, 36 |ty — @< I [ 12, — |

1.+
Par récurrence sur n € N, on montre que : Ve N, |uy —a |< (4) | g — e |.
{2, eat donc convergente, de limile or.

4.1 Sur I =] — c¢,0[ ou I =0, +20|, Véguation différentielle : ©*y + zy = Arctanz est équivalente &

2y +y= f}_”‘iﬂ, i.e. (.-r:y)' = f{x), i.e. Ik € R, Yz €1, ry= F(x}+k (F désigne encore la

primitive de f qui 'annule en 0), ov encore : 3k € R, Yo e I, y=¢(z)+ :i-

4.2. Une solution éventuelle sur R de U'équation différentielle : 2%y + xy = Arctans est nécéssairement
de la forne : x — $(x) + RTI sur ] — oo, 0, et x — $(z) + % sur |0, +oo{. La continuité d’une telle
solution en ) exige k) = kg‘ ={}. ¢ est donc la senle solution possible sur 1.

Or, pour tout z de R, #2¢ (x)} + zd(x) = Arctenz (méme en 0). ¢ est donc Vunique solution sur R de
Uéquation différentielle : @2y + zy = Arctanz.



CORRIGE DU PROBLEME D’ALGERBRE

11 SnitB=-A= = 2 -1 2}.g==¢ apourmalrice B dans la base B.
3 3 2 9 _1 3

lp(en} 1=l wlen) )=1; (ole) | plen)) = 0; ler) Asples) = lea) ((- | -)designe le produit scalaire

de E et on griente E en convenant que B est directe). Dmu_" @ est une rotation distincte de Idp.

-4 2 2
1
"lfﬂ.l‘.(tp—]dg,ﬁ):-( 2 —4 2}. (9 — Idp)(e1 +e2 + e3) = op.

T2 2 4
i est done une rotation d'axe D = Riey + €3 + e3). Enfin &1 — ey est orthogonal & 1 + €3 + e3 ef
wler1 —e2) =eg — e1. Donc g est Ie demi-towr d’aze D.

1.2 ¥ = gsp = (gfdg) oY= (o (gfdg). ¥ est done la composée commutative du demi-tour o

et de {'homothétie vectorielle de rapport g

2.1. ¢, composée de deuy bijections, est bijective . De pluz : Yz € B, || ¥(z) l|= -z- il (=) ||I= -2- lz4.
DoncyeS (k= g conment). Finalement, v € SNGL(E).

2.2. Sildge S : Ik e [0yl Vo e B, || Ide@) |k |z . Pouruntelk :Vx € B,z i< k| z .
Pour x # o, on obtient k > 1 : contradiction.

2.3. Soient vy et g deux éléments de 8. Soient ky et ky dans [(51[, tels que : Ve € E, || ga(x) < ky || Il
etV e &, | pa(x) 1< ka2 | = .
vz € B, || pz001(z) =l d2(er(@)) < k2 || 01() 1S Rk 2 | Or kakz € [0;1], donc w2091 € S.
S est done stable pour o.
Cependant, S N\ GL{E) n'est pas un sous-groupe de (GL(E), o), car Idg ¢ S (d’aprés 2.2).

2.4. Soient p € S, et 3 € Ker{p — Idp). ¢(z) =z donc | p() =z |}, donc |z <k z |
foi ke |01 est tel que Ve € E, | plx) S k||« ||). Done (1—k) |z )< 0, puis || z | =0 et enfin
& =og. Donc Ker(y — Idg) est réduit au seul og. (p — Idg) est un endomorphisme injectif en
dimengion finie, donc un automorphisme de E.

2.5. Soitpe 8. Ike (1], Vo B, || p(x) [< k| o l|. Pour un tel k et & € E de norme 1, || () |< k.
Inversement, soit @ € L(E) tel que : 3k € [(51], Y € E, (}} T |=1==%| ez} < k). pour un tel k ;

aoit r € E — {op}. || @(-H':—;l) |< &, donc l| pl(x) < k|| ||. Cette infgalité restant vérifice pour

#=og, on pent conclure que p € 8.



2.6. Snit p € LIE). Soit{ay,a2,a3) une base orthonormée de E dans laquelie la matrice de i est dingonale,
& ééments diagonaur Ay, Az, Ay strictement inférieurs a 1 en valeur absolue,
Seit & = x101 + 2209 + Taay un vecteur de ¥ de norme 1 : @ + .1:% +z2=1.

@(r) = s +E2haaz +2adang, done | @(x) [° = 2303 +2823+2373 < Max(A}, A2, A3)(z3 + 22 +a3).

Done || ¢(z) I < Maz(A1, 23, 22), et} o{r) | < Max(03, 2%, 23) € [0;1[. Le 2.5. permet de conclure.

! ] 3 i ’ I + 2 s 2 ¢t 2 r ’
3.1 ey | €g) ={eg | e3) ={ez | e3) = 0. Deplus, fje; | = exll =1l egll =1. Donc (e, ;. €3) est une
base orthonormée B de E. ’

3.2. Lo matrice de p dans lo base B est M =P 1M P, vt P est la matrice de pnssage de B d g.

1 1 1
Vi Vi B
OnaP= "711 -55 j% et P~1 =t P, car P est une meatrice orthogonale. Le produit matriciel
-1 2
VY.
" : 00
PIMP donne M = | O 3; 0 |. (On peut aussi obtenir ce résultat en faisant un calewl direct
g 00

des images par p des vecteurs de B ). D'aprés 2.6., p e 8.

4.1 galx) = (e — x2)er + (22 + Tadez + (1 — #3)e3). Donc :
| wal@) 1= o® ((z1— 22)2 + (2 +x3)? + (31 — 23)%) = 0® (223 + 22} + 205 — 2120 + 27273 — 21 235)

= (1 +zitat Jsg — 2Ty29 + 2mamy — 23:13:3) = az(l+ () — 22 — ;r:;;)z).

]

3 X,y
4.2 Ona: |z | =F ;r; , ot P est la matrice du 3.2. On en déduiét la relation : 21— 22—33 = \/3;1:'1
I3 :B;i

Done || palz) 2= a®(14 32,2). Or: 212 <€ 212 + 232 + 232 = 1. Done || pal(z) [P< 402,

puis || . {x) [|£ 2 |a|. Enfin, les © de E de norme 1| pour lesquels on o égalité dans cette inégelité
+ 2 : + r3 + 2 2

sont ceur pour lesquels xy = 1 done x5 = 3 =0, puisque 1 + 2y +x3 = 1. Ce sont donc

les deus wecteurs : ey et —e;.
. ' 1
4.3. Sips €8, alors || paley) ||= 2 |ol< 1, d'apreés 2.5, Done o)< 5

1
Inversement, si fu|< 5 linégahite || pa{x)} || < 2 |a|. est vérifide pour tout x de E de norme 1.

Or2lal< 1, et le 2.5. permet de conclure : @, € S.

5.1 Sot Mun point de £. On a ; ga{(ﬁ}) = FOY(M), puisque f est supposée affine.

Or M est invariant par f ssi f(M}. = M donc 3si sp(OT‘J) =If(0}M. Or f(O}ﬁ = flOO + OM.

Done M est invariant par f ssi (@ ~ Id E) (CW } = f(O)O.



5.2. Or p € 8 done. d'aprés 2.4, (v — Idg) est bijective. N existe donc un seu! vecteur OM el que :
(&~ Idp;)(m?) = f(NO, donr un sewd point M invariant par f.

5.2. YM € &, FIF(M) = (3], et £(Q) = Q. D'os le résultat demandé.

5.4.1. Seitn € N. Daprés 5.3. : Qf(M,) = £(QM,), ie QA£,+; = {IM,), done :

| QMar i|=] (ML) ||, done || AMay |< & || M, ||, od k € [0;1] est tel que :

Ve e B, | ¢(x) |< k|| 2 . Par récurrence surn € N, on déduit de cette derniére inégalité que :

Yne N, | M, ||€ & || QMy k. Donc Ii{lt-lo: | M, || existe et vaut 0.

5.4.2. Sovif f Vapplication de £ duns £ qui, au point de coordonnées {(x,y, z) dans le repére R associe le point
1 1 11

L 1 ]. 1 - b3
M de coordonnées (Zw — 7Y +1, 7Y + ZZ+ 737737 + 1) dans ce méme repére. f est affine,

d’endomorphisme associf py. Oripy € S, d'apres 4.5.. On peut donc appliquer le résultat du 5.4.1. &
o suite (M )nen de points de £ définie par My, de coordomnées {xo, o, zg) dans le repére R et

Wne N, M, = f(M;) : fadmet un })oint invariant et un seul {3, et n].ili‘.l.m || $¥AL, || existe et vaut 0.

En remarguant que le point de coordonnées (1,1,1) dans le repére R est invariant par f, {ou en le

déterminant par le caleul), on en déduit gue n‘EiTm (1/(:!:“ =12+ (4 — 12+ (20— 1)3) == 0.

Or:¥neN, | on—11< {20 — 12+ (yn — 1)2 + {20 — 1)}, Donc (zn)n est convergente, de limite 1.

De méme, les snites (ya)n €l (zn)n 90ni convergentes, de limite 1.



