MPI - Lycée Leconte de Lisle
CoRRIGE DU DEVOIR EN TEMPS LIMITE N°1

1. 1.a fest continue sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas

X Arctant
sur R*. D’autre part, il est connu que lin}) % =1 et donc,
t—
lim f(t) =1 = f(0).
t—=0
t£0

Ainsi, f est continue en 0 et finalement sur R.

Arctan(—t) —Arctant Arctant . .
= = = = f(t), ce qui montre que f est paire.

Pour t € R*, f(—t) t T T

‘ f est continue sur R et paire. '

1.b Quand t tend vers 0;

_ t+o(th)
Tt
f est continue en 0 et admet en 0 un développement limité d’ordre 1. On en déduit que

f(t) =140.t+o(t).

f est dérivable en 0 avec f/(0) = 0. .

1.c Soit t € R*. Les deux fonctions w — w et w — m sont de classe C! sur [0,t] sit > 0 et [t,0] si t < 0. On

peut done effectuer une intégration par parties qui fournit :

rwizd ’Jt oy dw= - t+Jt L awy =1 (b 4 Avetant) = —1e2r7(y)
o w2 T VI VT M2 wt) |, o 200k w) Y T 2 T T T :

t w? 1
vt € R* dw = —=t3f'(t
e, | iy v (1)
) -2t w2
Donc, si t #0, f'(t) = = L Trwie dw.
2
w
e Sit > 0, la fonction w — m dw est continue sur [0, t], positive et non nulle sur [0,t]. On en déduit que
t 2
L (ERTE dw > 0 et donc que f'(t) < 0.
2
e Sit <0, la fonction w — (]:\)—WZ)Z dw est continue sur [t,0], positive et non nulle sur [t,0]. On en déduit que

0 2 t 2
Jl (]:VTZ)Z dw > 0 ou encore que L T2 dw < 0 et donc que f/(t) > 0.

Ainsi, f’ est strictement positive sur ] — oo, 0[, strictement négative sur ]0, +oo| (et s’annule en 0). Donc

‘ f est donc strictement croissante sur ] — 0o, 0] et strictement décroissante sur [0, +ool. '
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X
2. 2. f est continue sur R. Donc la fonction x ~— | f(t) dt est définie et dérivable sur R et en particulier, continue

0
sur R. On en déduit que ¢ est continue sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dount le dénominateur
ne s’annule pas sur R*.

x
Pour x € R, posons F(x) = | f(t) dt. F est la primitive de la fonction f sur R qui s’annule en 0 (F est en particulier

0
dérivable sur R et F' = f). Pour x # 0, on a

Ainsi, ¢ est donc continue en 0 et donc sur R.
Soit x € R*. En posant u = —t, on obtient (f étant paire)
1o 1 0x 7
O(—x)=—| fR)dt=—=| f(—u).—du=—| f(u) du=d(x).
—x Jo X X

$ est donc paire.

| ¢ est continue sur R et paire. '

2.b e Le résultat est clair pour x =0 (f(0) = ¢(0) = 1).
e Soit x > 0. D’apres la question 1.4, f est décroissante sur [0, x]. Par suite, pour tout réel t € [0,x], f(x) < f(t) < f(0) =1.
Par croissance de 'intégrale, on a alors

X

f(x) = %J:f(x] dat < %r f(t) dt = p(x) < %J dt =

0 0
Alnsi, six >0, f(x) < D(x) < 1.
e Six <0, alors —x > 0 et donc f(—x) < ®(—x) < 1. Mais f et ® sont paires, et donc de nouveau, f(x) < @(x) < 1.

Finalement,

| VxR, f(x) < O(x) < 1. .

2.c ¢ est dérivable sur R* en tant que quotient de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas sur
R* et pour x réel non nul on a,

, 1 11 1 1 1
¢'(x) = —f(x) == | flt)ydt=—(f(x)—=| f(t)dt)=-(f(x) —O(x)).
X x2 Jo X X Jo X
D’aprés la question 1.2., f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 & savoir
f(x) = T+o(x).
x—0
F admet donc en 0 un développement limité d’ordre 2 obtenu par intégration, a savoir
Fix) = F(O)+x+ o(x?) =x+ o(x?).
x—

Finalement,

b0 = TFx) = 1+ 0(x.

Ainsi, en tenant compte de ¢(0) =1, ¢ admet un développement limité d’ordre 1 en 0 . On en déduit que

| ¢ est dérivable en 0 et ¢/(0) = 0. '

1
D’aprés la question 2.2, pour x > 0, on a f(x) < ¢(x). Par suite, ¢'(x) = ;(f(x) — ¢(x)) < 0. ¢’ est négative sur

10, +00[ et par parité, ¢’ est positive sur ] — oo, 0[. Donc

¢ est done décroissante sur [0, +o00l et croissante sur | — oo, 0]. '
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2.d Soit x > 1.

Lt 2

OSJX Arc:ant dtgrn—/zdt mlnx
1

Par suite, pour x > 1,

10 1
o<;J f(t) dt < 22X

] 2x
minx

D’aprés un théoréme de croissances comparées, lil}rl > = 0, et donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,
X— 400 X
1
lim —J f(t) dt =0.

X—+4oo X Jq

1 1 1 1 1 1™

D’autre part, lim —J f(t) dt =0 et finalement, —J f(t) dt = —[ f(t) dt+ —J f(t) dt tend vers 0 quand x tend
x=+00 X o x Jo X x

vers +oo. Finalement,

lim @(x) =0.

X— +00

t 1
3. 3.1 Soit t > 0. De I'indgalité (t—1)2 > 0, on déduit 2t < 14t2 et done, puisque 142 > 0, IO < 5 Finalement,
t 1
Vt>0,0< < -
R TR I

3.2 Soit x > 0.
1 (> ¢ 1 (*1+t2-1 1 1 1 x—xf(x) 1—F(x)
_ = | — = — - = —(x — Arctas =l =—"
2 J01+t2 dt 2 Jo v dt xZJ (1 )dt Xz(x rctan x) 2 X

Mais alors, d’aprés les questions 2.2 et 2.3,

X 2
19001 = 1IFx) = 000l = (60~ 1(x)) < 101 = 10) = 5 | .

Avec la question 3.1, on en déduit que

1
Ainsi, Vx > 0, [¢/(x)] < T
Maintenant, ¢ est paire et donc ¢’ est impaire, et I'inégalité proposée reste vraie pour x < 0 par parité. Enfin, pour
x = 0, d’aprés la question 2.3, [¢/(0)] =0 < .

4
Finalement,

Y ER, |¢/(x)] <

1
T
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3.4 ¢ est définie sur R et done, par récurrence, pour tout choix de up, uy existe pour tout entier naturel n.

Soit n € N. D’aprés la question 3.2 et 'inégalité des accroissements finis, pour tous réels a et b, on a

6(6) — ¢(a)] < 11b—al.

Par suite,

.
[Unt1 — of =[d(un) — d(a)] < Z\un —al.

. . . 1
Mais alors, par récurrence, on a immeédiatement Vn € N, [u, — of < 4—“\uo — .

— 4n

1
meN, [uy —af < —ug — «f. I

Comme tend vers 0 quand n tend vers +00, on en déduit que la suite (1) converge et que

lim u, =«
n—+oo

4n
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4,

5.

6.

-u v 0

. Comme A=Mat x x=)(f), det f =detA=|—2 0 2v|,

0 -1 u
On remarque, si C;, C, et C; désignent les colonnes de la matrice, que vC, + uC, + C; = (ﬁ)

Ainsi, detf=0.

. Comme C, et G, ne sont pas colinéaires, on a rgA=rg f =2. Par théoréeme du rang, dim(Ker f)=1.

Mais comme vC, + uC, + Gy :(§) A(:lﬁ) = (g) etdonc v+ uX+X%eKerf.
Comme ce n’‘est pas le polyndme nul et comme dim(Kerf)=1, on a donc que
(v+uX + X?) est une base de Ker f.

. Onavuque dimlm f =rgf =2 et les colonnes C, et C, n"étant pas colinéaires, (—f(1), f(X)) est une

base de Imf.
Ainsi, (u+2X,v—X?)est une base de Im f.

= Lalinéarité de ¢ provient de la distributivité de x sur + dans R[X ] et de la linéarité de la dérivation
sur R[X].

= Montrons que ¢p(R,[X])cR,[X].
Soit P e R,,[X]. Alors ¢(P)=2P'Q—nPQ’ € R[X]. On veut montrer que deg(2P'Q —nPQ’)< n. Remar-
quons que degP’ < degP —1 dans R, ¢’est-a-dire deg P’ < n—1. Ainsi,

Q)< —1+2= <
{deg(ZPQ) degP—1+2=degP+1<n+1 donc deg(@(P) <n+1.

deg(—nPQ’')=degP+1<n+1

Montrons que le terme de degré n+1 est nul : soient a le coefficient de degré n dans P (éven-
tuellement nul) et b le coefficient dominant de Q.

Alors le coefficient de degré n+1 dans 2P’Q est 2(na)b, celui dans nPQ’ est na(2b). Ainsi, le
ceefficient de degré n+1 dans p(P)=2P'Q—nPQ’ est nul.

On a alors deg(¢(P)) < n et donc ¢(P)e R, [X].
= Finalement, ¢ est un endomorphisme de R,,[X].
(0) Soit 8 =(1,X,X?)la base canonique de R,[X].
On a, pour P eR,[X], ¢(P)=2P'(X?+ uX +v)—2P(2X +u). On calcule :
p(1)=—22X +u)=—2u—4X “ou 20 0
P(X)=2(X*+uX +v)—2X(2X + u)=2v—2X? Donc Matgz(p)=| —4 0 4v|=2A
(X2 =2(2X)(X? + uX + v)—2X*(2X + u) = 4vX +2uX? 0 -2 2u

(b) Avec les notations de la partie |, on adonc ¢ =2f et Kery =Ker f =VectQ d’aprés 2.

(a) Soit R=QAQ’. Alors R|Q et R|Q’ : les racines éventuelles de R sont communes & Q et Q’. Or on
a supposé que Q n"‘admet pas de racine double. Ainsi, R n'a pas de racine réelle.

Mais comme degR <degQ’=1, et comme il n'a pas de racine réelle, R est constant. Ainsi,
le plus grand diviseur commun & Q et Q’ est 1.
(b) Si P eKery\ {0}, p(P)=0donc 2P’Q =nPQ’ et ainsi Q | PQ’. Or, d’aprés la question précédente,
Q et Q’ sont premiers entre eux. Ainsi, d’aprés le théoréme de Gauss, Q| P.
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(c) Soit PeKeryp \ {0} et Ep ={p € N* tel que Q” | P}.
Ep est non vide, car, d’aprés la question précédente, 1€ Ep, et E, est majoré par ISSSSJ: [def;”’J
(car si p € Ep, alors degQ” < degP donc p degQ < degP).
Donc Ep admet un plus grand élément k € IN*, Ainsi, Q¥ | P et on a donc R e R[X] tel que P =Q*R.
De plus, QfR, sinon Q1| P et k n'est pas le plus grand élément de E,,.

Ainsi, pour P eKer \ {0}, on a R e R[X] et p e N* tels que P = RQ* et Q ne divise pas R.

(d) On suppose que Kery #{0}. But : n est pair.
Soit P e Ker ¢ \ {0}, on a, d’aprés la question précédente, R e R[X] ef p e N* tels que P = RQF et Q
ne divise pas R.
Mais comme P eKerp, 2P’Q=nPQ’. Donc

2(R'Q*¥ + kRQ'Q¥1)Q =nRQ*Q’ d'ou (2R'Q +2kRQ")Q* = nRQ'QF.

Mais comme Q n’est pas le polyndme nul (de degré 2), Q% £0 et

2R'Q+2kRQ’=nRQ/, puis 2R'Q=(n—2k)RQ’.

Ainsi, Q | (n—2k)RQ’ et pourtant QAQ’=1 et Q¢R.
C’est donc que n =2k. En particulier, n est pair.

(e) « D’aprésla question précédente, si n est impair, Ker ¢ = {0}.

= Sinon, en reprenant le calcul de la question précédente, on a, pour P € Kery \ {0}, P =QFR
avec k € IN*, Q ne divise pas R, 2R'Q = (n—2k)RQ’ et n =2k. Donc R’'Q =0 et donc R est
constant car Q #0. D'oU P =2AQ? pour A€ R.

Ainsi, si n est pair, Kerp = Vect(Q#).
Remarque : on retrouve le résultat de la question 2 lorsque u? # 4v.

(0) Comme « est racine double de Q qui est de degré 2, on a A€ R* tel que Q = A(X —a)? et donc
Q' =2MX —a).
Mais si P € Kerp, 2P’Q = nPQ’ donc 2A(X — @)?P’ = 2An(X —a)P donc, comme 2nA(X —a) # 0,
1 7
“(X—a)P’'=P.
n

Ainsi (X —a)| P et a estracine de P.

(b) = Soit PeKeryp\{0}. D'aprésla question précédente, a est racine de P. Soit k € N* la multiplicité
de cette racine. On a alors un R e R[X] tel que P =(X —a)*R et R(a)#0.
Alors P’ = k(X —a)* 'R+(X—a)*R’. Mais, d'aprés la question précédente, (X —a)P’ = nP. Donc

kX —a)*R+(X—a)""'R' = n(X —)R.

Ainsi, comme (X —a)* #0, on en déduit que (n—k)R = (X —a)R’. Et comme a n’est pas racine
de R, on a nécessairement k =n.
Finalement, comme P € R, [X], P s’écrit donc u(X —a)" avec u€R.
« Réciproquement, si P=u(X —a)",
@(P)=2P'Q—nPQ’ =,u/1(2n(X—a)"’1(X—a)2 —2n(X—a)”(X—a)) =0
ol on anoté Q =A(X —a)?. Et donc P eKergp.
= En conclusion, | Ker ¢ =Vect((X —a)").

Remarque : on retrouve le résultat de la question 3 lorsque u?=4v.
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