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π ❧☎ x

2
.

P✆✝ s✉✞✟❡✱ ♣✠✉✝ x > 1✡

0 ≤
1

x

∫
x

1

f(t) dt ≤
π ☛☞ x

2x
.

❉✬✌✍✎è✏ ✑✒ ✓❤é✔✎è♠✕ ❞✕ ✖✎✔✗✏✏✌✒✖✕✏ ✖✔♠✍✌✎é✕✏✘ ✙✗♠
x→+∞

π ✚✛ x

2x
= 0✜ ✢✣ ✤✥✦✧✜ ✤★✩✪✫✭✮ ✯✢ ✣✰✲✥✫✭✴✢ ✤✢✮ ❣✢✦✤✩✫✴✢✮✜

✵✶✷
x→+∞

1

x

∫
x

1

f(t) dt = 0✸

✹✺✻✼✽✾✿ ❀✻✾✽❁ ❂❃❄
x→+∞

1

x

∫1
0

f(t) dt = 0 ❅❇ ❈❊❋●❅❍❅❊❇■
1

x

∫
x

0

f(t) dt =
1

x

∫1

0

f(t) dt+
1

x

∫
x

1

f(t) dt ❏❑▲▼ ✈❑◆❖ 0 q◗❘❚❯ x ❱❲❳❨

❩❬❭❪ +∞❫ ❴❵❜❢❥❦✇❦❜①②

③④⑤
x→+∞

Φ(x) = 0⑥

⑦⑧ ⑨⑩❶ ❷❸❹❺ t ≥ 0❻ ❼❽ ❾❿➀➁➂➃➄❾➀➅➂ (t−1)2 ≥ 0➆ ➇➈ ➉➊➉➋➌➍ 2t ≤ 1+ t
2 ➎➏ ➐➑➒➓➔ →➣↔↕➙➣➎ 1+ t

2 > 0➛
t

1+ t2
≤

1

2
➜ ➝➞➟➠➡➢➤➢➟➥➦

∀t ≥ 0, 0 ≤
t

1+ t2
≤

1

2
➧

➨➩➫ ➭➯➲➳ x > 0➵

1

x
2

∫
x

0

t
2

1+ t2
dt =

1

x
2

∫
x

0

1+ t
2
− 1

1+ t2
dt =

1

x
2

∫
x

0

(

1−
1

1+ t2

)

dt =
1

x
2
(x−➸➺➻➼➽➾ x) =

x− xf(x)

x
2

=

1− f(x)

x

.

➚➪➶➹ ➪➘➴➷➹➬ ➮➱➪✃➷❐➹ ➘❒➹ ❮❰❒➹Ï➶➴Ð➹ ÑÒÑ ❒Ï ÑÒÓ➬

|φ ′(x)| =
1

x

|f(x) − φ(x)| =
1

x

(φ(x) − f(x)) ≤
1

x

(1− f(x)) =
1

x
2

∫
x

0

t
2

1+ t2
dt.

ÔÕÖ× ØÙ ÚÛÖÜÝÞßà áâãä ßà Öà åæåÛÞÝ ÚÛÖ

|φ ′(x)| ≤
1

x
2

∫
x

0

1

2
t dt =

1

x
2

x
2

4
=

1

4
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x = 0✡ ❞☛☞✌✍è✎ ✏☞ q✑✒✎✓✔✕✖ ✷✗✸✡ |φ ′(0)| = 0 ≤
1

4
✘

❋✙✚✛✢✣✤✣✚✥✦

∀x ∈ R, |φ ′(x)| ≤
1

4
✧
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|φ(b) − φ(a)| ≤
1

4
|b− a|.
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|un+1 − α| = |φ(un) − φ(α)| ≤
1

4
|un − α|.

➐➑➒➓ ➑➔→➣➓↔ ↕➑➣ ➣➙➛➜➣➣➝➞➛➝↔ →➞ ➑ ➒➟➟➙➠➒➑➡➝➟➝➞➡ ∀n ∈ N, |un − α| ≤
1

4n
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1

4n
|u0 − α|➤
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Exercice 2
I – Étude d’endomorphismes donnés par leur matrice

1. Comme A =M a t(1,X ,X 2)( f ), det f = det A =

������

−u v 0

−2 0 2v

0 −1 u

������
.

On remarque, si C1, C2 et C3 désignent les colonnes de la matrice, que v C1+uC2+C3 =
�

0
0
0

�
.

Ainsi, det f = 0.
2. Comme C1 et C2 ne sont pas colinéaires, on a rg A = rg f = 2. Par théorème du rang, dim (Ker f ) = 1.

Mais comme v C1+uC2+C3 =
�

0
0
0

�
, A
� v

u
1

�
=
�

0
0
0

�
et donc v +u X +X 2 ∈Ker f .

Comme ce n’est pas le polynôme nul et comme dim (Ker f ) = 1, on a donc que
(v +u X +X 2) est une base de Ker f .

3. On a vu que dim Im f = rg f = 2 et les colonnes C1 et C2 n’étant pas colinéaires, (− f (1), f (X )) est une
base de Im f .
Ainsi, (u +2X , v −X 2) est une base de Im f .

II – Définition d’une application linéaire, exemples et propriétés
4. ■ La linéarité deϕ provient de la distributivité de × sur +dansR[X ] et de la linéarité de la dérivation

sur R[X ].
■ Montrons que ϕ(Rn [X ])⊂Rn [X ].
Soit P ∈Rn [X ]. Alors ϕ(P ) = 2P ′Q −nPQ ′ ∈R[X ]. On veut montrer que deg (2P ′Q −nPQ ′)⩽ n . Remar-
quons que deg P ′ ⩽ deg P −1 dans R, c’est-à-dire deg P ′ ⩽ n −1. Ainsi,
�

deg (2P ′Q )⩽ deg P −1+2= deg P +1⩽ n +1

deg (−nPQ ′) = deg P +1⩽ n +1
donc deg (ϕ(P ))⩽ n +1.

Montrons que le terme de degré n +1 est nul : soient a le cœfficient de degré n dans P (éven-
tuellement nul) et b le cœfficient dominant de Q .
Alors le cœfficient de degré n + 1 dans 2P ′Q est 2(na )b , celui dans nPQ ′ est na (2b ). Ainsi, le
cœfficient de degré n +1 dans ϕ(P ) = 2P ′Q −nPQ ′ est nul.
On a alors deg (ϕ(P ))⩽ n et donc ϕ(P ) ∈Rn [X ].

■ Finalement, ϕ est un endomorphisme de Rn [X ].

5. (a) Soit B = (1, X , X 2) la base canonique de R2[X ].
On a, pour P ∈R2[X ], ϕ(P ) = 2P ′(X 2+u X + v )−2P (2X +u ). On calcule :
ϕ(1) =−2(2X +u ) =−2u −4X

ϕ(X ) = 2(X 2+u X + v )−2X (2X +u ) = 2v −2X 2

ϕ(X 2) = 2(2X )(X 2+u X + v )−2X 2(2X +u ) = 4v X +2u X 2

Donc M a tB (ϕ) =




−2u 2v 0

−4 0 4v

0 −2 2u



= 2A.

(b) Avec les notations de la partie I, on a donc ϕ = 2 f et Kerϕ =Ker f = VectQ d’après 2.
6. (a) Soit R =Q ∧Q ′. Alors R |Q et R |Q ′ : les racines éventuelles de R sont communes à Q et Q ′. Or on

a supposé que Q n’admet pas de racine double. Ainsi, R n’a pas de racine réelle.
Mais comme deg R ⩽ degQ ′ = 1, et comme il n’a pas de racine réelle, R est constant. Ainsi,
le plus grand diviseur commun à Q et Q ′ est 1.

(b) Si P ∈ Kerϕ \ {0}, ϕ(P ) = 0 donc 2P ′Q = nPQ ′ et ainsi Q | PQ ′. Or, d’après la question précédente,
Q et Q ′ sont premiers entre eux. Ainsi, d’après le théorème de Gauss, Q | P .
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(c) Soit P ∈Kerϕ \ {0} et EP = {p ∈N
∗ tel que Q p | P }.

EP est non vide, car, d’après la question précédente, 1 ∈ EP , et Ep est majoré par
�

deg P
degQ

�
=
�

deg P
n

�

(car si p ∈ EP , alors degQ p
⩽ deg P donc p degQ ⩽ deg P ).

Donc EP admet un plus grand élément k ∈N∗. Ainsi, Q k | P et on a donc R ∈R[X ] tel que P =Q k R .
De plus, Q ∤R , sinon Q k+1 | P et k n’est pas le plus grand élément de Ep .
Ainsi, pour P ∈Kerϕ \ {0}, on a R ∈R[X ] et p ∈N∗ tels que P =RQ k et Q ne divise pas R .

(d) On suppose que Kerϕ 6= {0}. But : n est pair.
Soit P ∈Kerϕ \{0}, on a, d’après la question précédente, R ∈R[X ] et p ∈N∗ tels que P =RQ k et Q

ne divise pas R .
Mais comme P ∈Kerϕ, 2P ′Q = nPQ ′. Donc

2(R ′Q k +k RQ ′Q k−1)Q = nRQ kQ ′ d’où (2R ′Q +2k RQ ′)Q k = nRQ ′Q k .

Mais comme Q n’est pas le polynôme nul (de degré 2), Q k 6= 0 et

2R ′Q +2k RQ ′ = nRQ ′, puis 2R ′Q = (n −2k )RQ ′.

Ainsi, Q | (n −2k )RQ ′ et pourtant Q ∧Q ′ = 1 et Q ∤R .
C’est donc que n = 2k . En particulier, n est pair.

(e) ■ D’après la question précédente, si n est impair, Kerϕ = {0}.
■ Sinon, en reprenant le calcul de la question précédente, on a, pour P ∈ Kerϕ \ {0}, P =Q k R

avec k ∈ N∗, Q ne divise pas R , 2R ′Q = (n − 2k )RQ ′ et n = 2k . Donc R ′Q = 0 et donc R est
constant car Q 6= 0. D’où P =λQ

n
2 pour λ ∈R.

Ainsi, si n est pair, Kerϕ = Vect
�
Q

n
2

�.
Remarque : on retrouve le résultat de la question 2 lorsque u 2 6= 4v .

7. (a) Comme α est racine double de Q qui est de degré 2, on a λ ∈R∗ tel que Q = λ(X −α)2 et donc
Q ′ = 2λ(X −α).
Mais si P ∈ Kerϕ, 2P ′Q = nPQ ′ donc 2λ(X − α)2P ′ = 2λn (X − α)P donc, comme 2nλ(X − α) 6= 0,
1
n (X −α)P

′ = P .
Ainsi (X −α) | P et α est racine de P .

(b) ■ Soit P ∈Kerϕ\{0}. D’après la question précédente, α est racine de P . Soit k ∈N∗ la multiplicité
de cette racine. On a alors un R ∈R[X ] tel que P = (X −α)k R et eR (α) 6= 0.
Alors P ′ = k (X −α)k−1R +(X −α)k R ′. Mais, d’après la question précédente, (X −α)P ′ = nP . Donc

k (X −α)k R +(X −α)k+1R ′ = n (X −α)k R .

Ainsi, comme (X −α)k 6= 0, on en déduit que (n −k )R = (X −α)R ′. Et comme α n’est pas racine
de R , on a nécessairement k = n .
Finalement, comme P ∈Rn [X ], P s’écrit donc µ(X −α)n avec µ ∈R.

■ Réciproquement, si P =µ(X −α)n ,

ϕ(P ) = 2P ′Q −nPQ ′ =µλ
�
2n (X −α)n−1(X −α)2−2n (X −α)n (X −α)

�
= 0

où on a noté Q =λ(X −α)2. Et donc P ∈Kerϕ.
■ En conclusion, Kerϕ = Vect ((X −α)n ).

Remarque : on retrouve le résultat de la question 3 lorsque u 2 = 4v .
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