MPI a rendre mardi 27 aodt
DEVOIR LIBRE 1

On veillera a présenter trés clairement sa copie, et en particulier
encadrer | les réponses, tirer un trait entre les questions et répondre de
maniére concise (mais compléte).

Probléme : Autour de (2)

1
Le but de ce probleme est d’établir par divers méthodes la convergence de Zﬁ
n=1
1
n=1 n
2 a 4 : il ne faudra pas ufiliser la valeur de ¢(2) dans ces parties!) puis d’en voir une
application (partie 5). Les différentes parties sont completement indépendantes.

+00
(partie 1), puis de calculer de plusieurs fagons différentes le nombre {(2)= Z 5 (parties

Partie 1 - Etude de la série
Les questions sont indépendantes.

o ) 1 1 1 L .
1. Justifierquesik>2, = < P en déduire la convergence de la série de terme
"y 1 . .
général o puis un majorant de £(2).
. < 1 ,
2. Soit S, = Zﬁ etT,=§,+ e Montrer que (S,),»1 et (T,),s, sont adjacentes et en
k=1
déduire un encadrement & 107! prés de (2).
- o 1 . N
3. Retrouver la convergence de la série de terme général o par comparaison 4

une intégrale.

+00 1 2
4. On admet ! dans cette question que ¢(2) = Z; = %. Justifier la convergence
n=1

. 1 1 _1 n+1
des séries E , E et E ) et calculer les valeurs exactes de leur somme.
n=1 (2]1)2 n=0 (271 + 1)2 n=1 nZ

Partie 2 — Calcul par les intégrales de Wallis

% % 4" (pn! 2
cos* tdt, J, =J t>cos®" tdt et K,= (1)
0

Pourtoutentierne N, onpose I, = f
0
1. Calculer les intégrales I, et J,.
2n+1
1,

2. Démontrer que pourtout nelN,ona I,,, = nt2lm
n

1. calculé dans les parties suivantes.
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@2n) "

2n)!
3. En déduire que pourtout neN, I, = @n) m

4n(nlp 2’
4. Soit n>1. Montrer gu’on a la relation I, =n(2n—1)J,_, —2n?J,.
2 . Vs
5. En déduire K,_,— K, =—.
4n?

n
T 1
6. Démontrer la relation —E —=J,—K,.
44k J

s v
7. Montrer que pour tout t € [0, 5]' t< —sint.

2
L ) 2 , 21,
8. En déduire que pour tout entier n,ona0< J, < I(In—I,,H), puis0<J, < BT
n
P . 3
9. En déduire que pour tout entfier n,on a 0< K, < ——.
16(n+1)

10. En déduire la valeur de Z(2).

Partie 3 — Calcul par des polynémes

(X+i)2n+l_(X_i)2n+1
2i ’
1. Montrer que P, est un polyndme & ceefficients réels. Quels sont son degré et son
coefficient dominant ?

Soit, pour neN*, P, =

2. Déterminer les racines (complexes) de P, et vérifier qu’elles sont toutes réelles.

e . kn N
On trouvera, apres simplification, qu’il s’agit des x; = cotan2 pour k € [1,2n], ou

n+1
cos
cotan=—.

Sin

3. Montrer qu’il existe Q, € R[X] fel que P, = Q,(X?). Déterminer le degré d, de Q,. ses
coefficients de degré d, et d,—1, ainsi que ses racines.

kr  n(2n-1) 4 1

puis calculer T, = Z —
2n+1 3 o= S 507

4. Endéduireque S, = Z xl= Zcotan2
k=1 k=1
5. Montrer que pour x € ]O,g[, sinx < x <tan x et en déduire (2).
Partie 4 - Calcul par le noyau de Dirichlet
Pour tout entier n>1, on note D, le noyau de Dirichlet défini par

1 n
VxeR, D,(x)= > +;cos(kx).

1. Linéariser, pour keN et xR, Zsingcos(kx).

} . ) sin((n+3)x)
2. Démontrer que pourfout entier n > 1 et tout réel x Z0[2x],ona D,(x)= “osnE
2
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T! K

xD,(x)dx. En calculantl'intégrale f x cos(kx)dx

0
C (=1
Z k2 Z '
4. On note f le prolongement par continuité en 0 de la fonction définie sur I'inter-
valle 10, 7] par x —

3. Pourtoutentiern>1,onnoteL, _J
b
pour tout entier k> 1, montrer que L, = —

- x
sy

4.0) Calculer f(0).
4.b) Déterminer un équivalent au voisinage de 0 de sinx —x cos x.
4.c) En déduire que la fonction f est de classe 4! sur I'infervalle [0, 7).
5. Soit ¢ : [0,7] —» R une fonnc’rion de classe ' sur [0,7]. Démontrer, & I'aide d’une

intégration par parties, que f ¢(x)sin(Ax)dx PR 0.
0 —+00

6. Montrer que L, — 0 et en déduire {(2).

Partie 5 - Application au calcul d’une somme double

L'objectif de cette partie est de calculer la limite de Ia somme double

N M 1
lim | lim —_— |
M—+too (Nwroo;mzl nm(n+m— 1))

N
. 1
On pose pour tout entier N > 1, Hy = E o
=1

1. Monftrer que pour tout entier N> 1, In(1+ N)< Hy <1+InN.

M-1 M

. H,, 1  Hy
2. Montrer que pour tout entier M > 2, mE:] mm+1) = E:] oty
. E | E — T dét limit
3. En déduire que la série 2, m(m ) converge et déterminer sa limite.

N
4. Pour tout entier m >2 et fout entier N >1, on pose Zy , = » ——————.
“—~n(n+m—1)

n=N+1 n

Hy,y
N —too m—1"

1 N+m—1 1
4.0) Montrer que Zy ,, = ot (Hm_l — Z )
4.b) En déduire que Zy ,,

5. Montrer que pourtout N >1 et fout M >2,

v M-
[M:=
S
S
3
+
S
|
||
M-
3| -
+
[M=
2|

N M
6. En déduire llIPoo(NllToo;Z nm(n+m—1

1

FIN DE LENONCE

Devoir Libre 1 - page 3



