Dans tout le chapitre, IK désigne R ou C.

nGENERALnEs SUR LES SERIES
(MP2I)

Il Sommes partielles, conver-
gence, divergence, somme

Définition 1 : Série, convergence

Soit (1) new € KN une suite.
Etudier la série de terme général u,, notée
Y up, c’est étudier la suite (S,) e OU

n
ST Zuk=u0+u1+-~+un€]K.
k=0

S, est appelée somme partielle d’ordre n de
la série ) u,.

Y u, est dite convergente lorsque (S,)n
converge, divergente sinon.

Lorsqu’elle est convergente, on appelle
somme de la série Z u, le nombre

+00 n
Y up= lim S,= lim ) uy.
n—+oo n—+oo
n=0 k=0

Propriété 1 : Séries géométriques

Si q € K, la série dite géométrique Y q"
converge si et seulement si |q| < 1.
+

(o8
Lorsque c’estle cas, Y q" = —.
n=0 I-q

Propriété 2 : Série exponentielle complexe

+00o Zk
Pour fout ze C, e* =) —.
i=o k!

Séries numériques

E Correspondance suite et sé-
ries

Propriété 3 : Série télescopique

Etudier la suite (v,),, c’est étudier la série
Y (vn—vn-1) (en posant v_; = 0) appelée série
télescopique.

Corollaire 1

Soit (v,), € KN, La suite (v,) et la série
Z(vnﬂ - v,) ont méme nature et, si elles sont
convergentes,

+00
Y Wnr1—vp) = lim v, —vp.
n=0 n—+oo

Espace vectoriel des termes
généraux de séries conver-
gentes

Propriété 4 : Combinaison linéaire de termes

généraux de séries convergentes

Si les séries Y u, et Y v, convergent, et si
AeK, alors ) (u, + Avy,) converge et

+00 +00 +00
Z (Up+Avy) = Z un+/lz Un
n=0 n=0

n=0

Propriété 5 : Convergence des séries a termes
complexes

Si Z u, est une série a termes complexe, elle
converge si et seulement si les séries Zme u, et
ij u, convergent, et on a alors

+00 +00 +00
Y oup=) Reup+i) IJmu,
n=0 n=0 n=0
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ﬂ Condition nécessaire de
convergence, divergence
grossiére

Propriété 6 : Divergence grossiére

Si up # 0, alors ) u, diverge.
On parle de divergence grossiére.
/\ Laréciproque est fausse !

Si u, — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la conver-
gence de ) uy.

H Reste d’une série conver-
gente

Définition 2 : Reste d’une série convergente

+00
Soit ) u, une série convergente et S= ) u,.

n=0
On appelle reste d’ordre n de la série ) _u, le
nombre R, = S-S, qQuin’a un sens que si la série
converge.

Propriété 7 : Reste sous forme de limite

Avec les mémes hypothéses,

N +00
Y uk e ) U
k=n+1 N7 k=n+1

Propriété 8 : Le reste converge vers 0

Soit Y u, une série convergente et R, son
reste d’ordre n, alors Ry, — 0.
—00
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Méthode 1 : Manipulation de sommes

de séries dans R* U {+oo}

Finalement, dans le cas d’une série a termes po-
sitifs, on peut toujours poser

+o0
S=Y upeR*U{f+ool.
n=0
Le programme autorise alors la manipulation al-
gébrigue dans R* U {+oco} de sommes de séries &
termes positifs méme divergentes (dans ce cas la
somme vaut +oo) pourvu qu’on ne manipule que
des nombres positifs ou +oo (pas de différences, par
exemple).
Alors obtenir une somme finie équivaut a la
convergence de la série : pratique !
Ce principe est généralisé dans le chapitre surla
sommabilité.

Séries alternées

Théoréme 1 : Spécial sur certaines Séries Alter-

nées (TSSA)

Si u=(un), estune suite réelle telle que
H1 u décroissante
H2 u,—0
alors Z (-1)"u, est convergente.

De plus, si on note v, = (-1)"u,,

m La somme S a le méme signe que son pre-
mier tferme vy

m Pour fout n e N, le reste d’ordre n, R,, d le
méme signe que son premier terme vy, et
vérifie

[Rpl <lvpsil = upsr.
Tous les résultats restent valables pour une sé-
rie de la forme Y (-1)"* ' uy,.

H Un critére simple pour des sé- m CONVERGENCE ABSOLUE, SE-

ries a termes positifs

Propriété 9 : Convergence d’une série a termes
positifs

n
Soit (uy) suite réelle positive, S, = Z u. Alors
k=0

(i) (S,) est croissante.
(i) (Sy) a une limite finie ou +oo.

(i) Z u, converge si et seulement si (S,) est ma-
jorée.

RIES A TERMES REELS POSITIFS
(MP2I)

Il Comparaisons de termes gé-
néraux réels positifs

Les résultats de cette partie sont valables pour des
séries O terme général réel positif. Cependant, |'étude
étant asymptotique, ils s’appliquent plus généralement
pour des séries a terme général positif & partir d’un cer-
tain rang.

SERIES NUMERIQUES - PAGE 2 SUR 5


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

Dans le cas ou le ferme général, est de signe constant
(& partir d’un certain rang), on se rameéne & un ferme gé-
néral positif quitte & &tudier Y (—uy) sile signe est négatif.

Théoreme 2 : Comparaison des séries d termes

réels positifs — cas de conver-
gence

Soient (u,) et (v,) deux suites & termes réels
positifs.

Si )" v, convergeet si I'une des hypothéses
suivantes est verifiee :

mu,=0(w,), mu,=0(vy,),

m OPCr u, < vy, B Uy~ Uy

alors Y u, converge.

Corollaire 2 : Comparaison des séries a termes
positifs — cas de divergence

Soient (u,) et (v,) deux suites & termes positifs.

Si’Y " u, diverge et sil’'une des hypotheses sui-
vantes est vérifiee :
mu, =0(vy), ® Uy =0(vp),

m OPCr u, < vy, WUy~ Uy

alors Y v, diverge.

E Convergence absolue

Définition 3 : Convergence absolue

Une série Zun a valeur dans K est dite ab-
solument convergente lorsque la série a termes
réels positifs ) |u,lconverge.

Théoréme 3 : convergence absolue — conver-
gence

Si ) u, converge absolument (donc si ) |uy|
converge), alors Y _ u, converge.
La réciproque est fausse.

Propriété 10 : Inégalité triangulaire
Si’)_ u, est absolument convergente,
+00

D tn

n=0

+00
< z:lunL
n=0
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h'd Méthode 2 : Utilisation de la comparai-
son pour des séries quel-
conques

On compare |u,| & une suite (v,) A termes réels
positifs (au moins & partir d’un certain rang), ferme
général d’une série convergente.

Dire que uy, = o(vy) OU que uy, = O (vy,), c'est dire
que |uyl =o0(vy) ou que |uyl =0 (vy).

Silupl =0 (vy) ou O (v,) ou < v, APCH, OU ~ vy, alors

la série ) u, est absolument convergente donc
convergente.

Pas de cas de divergence car il y a des séries
semi-convergentes.

Critére de d’Alembert (MPI)

Propriété 11 : Critere de d’Alembert

Soit (uy) suite a termes réels strictement posi-

tifs tel que
Un+1

Un

— ¢ € [0, +o0].

m Si¢>1,) u, diverge grossierement.
m Si¢<1,) u, converge.

m Si¢=1, on ne peut rien dire en général (cas
douteux).

ﬂ Comparaison série-intégrale

n Comparaison

N

Méthode 3 : Comparaison série-
intégrale, cas décroissant

Soit f:R* — R décroissante et continue par mor-
ceaux. On observe, pour k € IN, en comparant les
aires,

y

k+1
fde < fk).

fl) [~
! kK k+l

On peut alors ou bien sommer de 0 & n et obtenir
n

+1 n
fnde< Y fk)
0 k=0

ou bien sommer de 0 & n-1 et rajouter f(n) pour
obtenir

n n
f fode+ fm< Y. Fk.
0 k=0
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De méme, pour ke N,

flR) | ~

k-1 &

y

k
£ <f Fad.
k-1

On peut alors sommer de 1 & n et rajouter f(0) pour
obtenir

n n
Y F<fO)+ f Fod.
k=0 0

Si 0 < p < non peut aussi sommer de p A n pour ob-
tenir

n n
Y f< [ fode
k=p p-1

(il faut faire aftention dans ce cas a ce que l'inté-
grale soit bien définie.)

En résumé,
y
0 - - - 7
f( ) f(nfl) f(n) | eT
———-l—Xx
0 1 n—-1 n
y
L fO | f
! [0
0 1 n—1 n
donnent

n n n
VnelN, f fde+ f(n) < Z f(k)gf(0)+f f(nde
0 k=0 0

et
y
‘ p p+1 n n+1
y
fp ’ 0 }
\ p-1 p n-1 n

n+1 n n
donnent f fode< ) fio< fode
p k=p p-1
si f est confinue par morceaux sur [p -1, n].
On peut aussi, suivant les besoins, mixer les deux
en sortant un terme d’un cété et en modifiant les
bornes de I'intégrale de I'autre.

T\
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H Séries de Riemann

Théoréme 4 : Séries de Riemann

Soit a € R.

1
) — converge < a>1
n(l

Méthode 4 : Régle du n®u,
Soit Z u, une série a termes réels positifs.

m S'il existe a > 1 tel que (n®u,) est bornée (par
1
exemple n*u;, — 0),alors u, =0 (—a) donc ) uy,
n
converge.

m S’il existe a < 1 tel que n%u, — +oo, alors
1 ,
—& =oun) donc )" uy diverge.

o g l
m S'il existe a,¢ € R} tels que uy ~ o alors Y uy
converge si et seulement si a > 1.

Séries de Bertrand (HP mais classique)

Méthode 5 : Séries de Bertrand

Il s’agit des séries de terme générall >0

ne(nmbh ~
avec a, f € R. Hors programme, mais trés classique.

Intuitivement, le tferme en In n’a pas une grande
influence, donc le comportement correspond & ce-
lui d'une série de Riemann, sauf dans le cas limite
ou a =1, dans lequel le terme en In peut permettre
d’accélérer la convergence du terme général vers
0 et rendre la série convergente & condition que
B>1.

On montre donc que la série converge si et
seulement si ’ a>1ou(a=1etf>1). ‘

m Sia<0ousia=0et <0,ily adivergence gros-
siere.
m Sia<1 (englobe le cas précédent) ou (a=1 et

B<0), _ > 1 & partir d’un certain rang
n®(nn)b n

1
et » — diverge donc diverge.
L n & néZ n%(In n)P 2
m Sia>1,avec yell,al ;—o(i) et donc
' 4 Y n“(lnn)ﬁ o\

par comparaison de termes généraux positifs
" . 1
et la série de Riemann } — étant conver-
n

gente, Y

converge.
n>2 n*(n n)P

m Sia=1et >0, on obtient la nature de la série
& I'aide d’une comparaison série-intégrale.
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n Evaluation des sommes partielles et des E Cas de convergence
restes . s -
Théoréeme 8 : Sommation dans le cas de
La comparaison série-intégrale est un bon outil pour convergence
évaluer asymptotiqguement les sommes partielles dans le
cas de divergence et les restes dans le cas de conver- Soient ue KN, v une suite réelle positive. On
gence. suppose que Y v, converge.
Aucun résultat théorique au programme. O’loo note, oS UL d’existence,
R, = Z up etp,= Z V.
k=n+1 k=n+1

N Si u, = Oy, alors Yu, converge et

m ForRMULE DE STRILING (MP2I) Ry =0 (o).

T Tl (B
)

1~v2 = o
" di ( e (ziify Si up ~ vy, alors Y. u, converge et R, ~ py.

Corollaire 3 : Développement asymptotique m - . -
de In(n) COMPLEMENT : DEVELOPPE-

On en déduit un développement asympto- MENT DECIMAL ILLIMITE
tique de In(n!) :

Inn In@2n) Théoréme 9 : (HP)
ln(n!)znlnn—n+7+ o(1)

Tout réel positif x s’écrit de maniére unique
sous la forme

+00 an

x=N+0,aq1ay...= N+ =
n=1 10"

m SOMMATION DES RELATIONS
COMPARAISON (MP') ol NelN et (ay),>1 €[0,9]N dont les termes ne

sont pas constamment égaux a 9 & partir d’un
cerfain rang.

Il Cas de divergence
On aenoufre N = |x| et

Théoréeme 6 : Sommation dans le cas de diver-

vnelN, a,=[10"x|-10[10"'x].

gence
Soient ue KN, v une suite réelle positive. On
suppose que ¥ v, diverge. Définition 4 : développement décimal illimité
n n ropre
Onnote S,=) uretZ,=) u. prop
k=0 k=0 Une felle écriture est appelée développe-
(D) Sitn=0(vy), Alors Sy =0 (). ment décimal illimité propre de x.

(i) Siup=o0(vy), alors S, =o(Z,).

(iiiy Si up ~ vy, alors Sy ~ =y,

Théoreme 7 : de Cesdro

Si u, — ¢ € K (éventuellement infinie) et
1 n-1
vy = —Z uy alors v, — ¢.
N =0
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