Soit K=1R ou C.

Une suite peut étre vue comme une famille (u,)en € KN ou comme une
application ne N— u, € K, c’est équivalent.

N — K
On peut alors noter

n CAS DES SUITES REELLES

Il Limites

Définition 1 : Limite

= Une suite (u,) e RN est dite convergente vers 7 € R si et seulement si

V/570/ INe ﬂ\//%o//u/ lu,. el ¢ce

= On dit que (u,), € RN diverge vers +oo lorsque

VAe R 3 NEU\/' T2V 2 A
ou de maniére équivalente

\FAZ0, Qe ¥z, Vi 7 A

On note alors u,, — +oo.
» On dit que (u,), € RN diverge vers —cc lorsque —u,, — +oo soit

VBeld I NED, ¥ayN, W, <8

ou de maniere équivalente

Fheo, Ined v N W, £

On note alors u;, — —oo.

OU (Uy) neN OU (Uy),, OU (1) MAIS PAS 1, 111,

Suites numériques (MP2I)

E Limites et ordre

Propriété 1 : Passage des inégalités a la limite

Siu,veRN felles que u— ¢ e R et v— ¢ € R et si & partir d’un certain
rang u, < vy, alors ¢ < ¢'.

Sion suppose a partir d’un certain rang u,, < v, Finégalité devient large
alalimite : ¢ < ¢'.

Propriété 2

SiueRN tel que u, — ¢ €R et ac R, alors
m Si¢>a, & partird’un certain rang u,, > a.
m Sit¢<a, & partird’un certain rang u;, < a.

Théoreme 1 : Limite par encadrement

() Siu,v,weRN et ¢eR tels que (i) Siu,veRN telles que

s v—/ B UV— 400
. Wl ® QPCr uy, = vy,

m apcr v, <u, < w, alors u — +oo.

alors u—¢. (iiiy Si u,weRN telles que

" W— —00
® QPCr u, < wy

alors u— —oo.
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Opérations sur les limites

Propriété 3
Soient u,ve RN,

(i) SireR etu,—eR, alors Au, — A,
(i Si u—0 et v bornée, alors uv — 0.

Propriété 4 : Limite de somme et produit

Siu—?¢,eR etv—¥l,eR, LeR, alors lorsque ces opérations sont bien
définies,

mu+tv—>li+4, muv— 010,

Remarque
R1- Dans les cas douteux, il peut se passer tout et n‘importe quoi.
Par exemple, pour 0 x (+o0) :

1 a
B —xn?—+o00 B —Xxn—a
n n

-1, . ((—1)”
n

B — xn?——c x n) n'a pas de limite.
n

Propriété 5 : Limite d’inverse

S u, — ¢ ¢ R, alors & partir d’un cerfain rang, u, # 0 ef

~| -

si ¢ finie

1
Un 0 sinon

. . - . 1
m Siu, — 0 et apartir d’un certain rang u, >0, alors — — +oo.
Un

E.
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) . o . 1
m Siu, — 0 etdpartird’un certain rang u; <0, alors — — —oo.

Un

Propriété 6 : Convergence des suites géométriques réelles

Soit g € R.
mSig=14q"—1.

m Silg| <1, g"—0.
mSig>1, q" — +oo.

m Sig<-1, (g") n’a pas de limite. Si g < -1, la suite n’est ni majorée, ni
minorée.

m LES SUITES MONOTONES

Il Théoréme de la limite monotone

Théoreme 2 : Théoreme de la limite monotone

Soit ue RN une suite croissante (respectivement décroissante).

() Siuestmajorée (respectivement minorée) alors u converge vers sup uy,
nelN
(respectivement inﬂf\I Up).
ne

(i Si u n‘est pas majorée (resp. minorée), alors u — +oo (respectivement
U — —00).

Corollaire 1

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissante mi-
norée), alors Y ne N, u, <limu (respectivement u,, > lim u).
De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte monofonie.

SUITES NUMERIQUES (MP2) - PAGE 2 SUR 11


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette

E Suites adjacentes

Définition 2 : Suites adjacentes

Soient u,ve RN, u et v sont adjacentes si
= |'une est croissante,
= |'autre est décroissante,

mv—u—~0.
Exemple
o 1 1 1
E1- S, = =1+ 4-+—etS. =S, +—.
L kglkz 4 nz n n 7

E2 - Si xe R, les suites d’approximation décimale par défaut et par exces (dy, (x))
et (Dy(x)) sont adjacentes.

Propriété 7

Si u, v sont adjacentes avec u croissante, alors u et v convergent vers
une méme limite fe R etV nelN, u,<?¢< vy, lesinégalités étant strictes si
u et v ont strictement monotones.

Remarque

R2 - On aalors pour tout n, |u, — | < v, — uyl| = vy, — u; ce qui donne des informa-
fion intéressante sur la vitesse de convergence : plus v — u converge rapide-
ment vers 0, plus u converge rapidement vers 2.

Cela permet aussi de connaitre un rang a partir duquel u,, est une approxi-
mation de ¢ & une précision donnée.

VERSION DU 18 A00T 2024

Exemple

E3— Approximations décimales : |d,(x) - xI< Da(3) — 4, (») = Ao "
Convergence frés rapide (au moins exponentielle).
Si on veut n décimales, on calcule dj(x) (évidemment!).
n 1 +00 1

2
T P
E4— S, = k§_1 = k§_1 = Vu le calcul précédent, pour tout n,

La converge est (au moins) en % donc plutdt lente.
Si on veut n décimales, on calcule... Sygn !

2

T
Sn__

<
6

S|+

E5 — Dichotomie : On construit des segments emboités en divisant leur taille par

2 d chaque étape : Iy = [a, b], pour tout n, I,,41 < I, avec £(I;41) = Un) ,avec
In = lan, bnl.
Alors (ay), (bp) sont adjacentes, [ I, = {¢} et la convergence de (ay) et (by)

nelN
. b-a N .
vers ¢ est au moins en < donc frés rapide.

Exercice 1: CCINP 43

m CRITERES SEQUENTIELS

Il Caractérisation séquentielle des bornes infé-
rieure et supérieure

Propriété 8 : Caractérisation séquentielle de la borne supérieure

Soit A partie non vide R, a, € R.

A VxeA x<a
a=supA < .
dap)neA™, ap—a

SU(D: Ue el maﬁJ ook Lo Al i
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Propriété 9 : Caractérisation séquentielle de la borne inférieure

Soit A partie non vide R, a, € R. m
P “p EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES
) VxeA x=>p
p=infA = T Notation 1 : Parties réelle et imaginaire, conjugué, module d’une suite
A(an)n€ A%, an—p complexe

Soit z = (z,) € CN. On note MRe(z) = Re(zn)) € RN, Tm(z) = (Gm(z,) € RN,
z=(zn) €@, Izl = (zal) e RN,

E Caractérisation séquentielle de la densité

Définition 4 : Convergence de suite complexe
Définition 3 : Partie dense dans R . . . .
Une suite (z,) € C est dite convergente vers ¢ € C si et seulement si

Une partie A non vide de R est dite dense dans R lorsque pour fout |zy — €] — 0, C'est-O-dire
x,yeR telque x< y, Anlx, y[# 2.

S‘ _ Ve>0, ANeN, Vn>N, |z,-/¢|<Ee.
Y D ae ﬂ) X <ady b &

L ' i
Remarque 0 Remarque A\ \ b
R3 - La définition sera étendue plus tard dans I'année. R4 — Pas de limite infinie dans €. On peut au mieux Avoir |z,| — +oo. '

Propriété 11

Soit (z,) eC" ef ¢ e C.

Propriété 10 : Caractérisation séquentielle de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si fout réel

est limite d’une suite d’éléments de A. Zn — € = Nezy — Relet Tmz, — Jml

Définition 5
Corollaire 2 : Cas des réels et des décimaux Une suite (z,,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe M € R* tel

ue v N, <M.
() Tout réel est limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels. i e £é
(in D est dense dans R.

N
( 04“ (7(}) )\’\60& 6/@ n)\} ff An(ﬂ — 4 SUITES NUMERIQUES (MP2) - PAGE 4 SUR 11
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Propriété 12 : Suites géométriques complexes se précipiter sur la méthode ci-dessous !

Soit ge C. m Ensuite, les premiéres choses & cibler sont les intervalles stables par f : I tel

mSig=1q"—1.

que f() <.

) " Alors, par récurrence, si & partir d’'un certain rang upy, € I, la suite est bien
= Sifq[<1, g"—o0. définie et Vi > ng, unel.
m Silg|>1, (g™ n’est pas bornée et donc diverge. Vu la propriété précédente, bien souvent, I'une des bornes de I'intervalle

m Silg|=1etg#1, (g™ diverge en étant bornée.

sera un point fixe de f. (Il faut donc chercher les points fixes!)
On pose en général g(x) = f(x) — x : les points fixes de f sont les zéros de g.

Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie !

Remarque m Ensuite, on s’inféresse & la monotonie de f.

R5 — En particulier, si 6 ¢ n7Z, les suites (cos(nh)), et (sin(nh)), divergent. En effet,
si 'une convergeait, & I'aide de cos((n + 1)0) ou sin((n +1)0), on obtient que

I’autre converge aussi et alors (eine) convergerait également.

m SUITES RECURRENTES

I'.l Cas général

Le but est d'étudier les suites récurrentes réelles d'ordre 1 générales
VnelN, upy1=f(uy) avec f:D—R.

Propriété 13

Siu,— ¢eD etsi f estcontinue en ¢, alors f(¢) = ¢ (¢ est un point fixe de

.

N

Méthode 1 : Etude générique de suite récurrente

m On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles propriétés
vérifient directement la suite.

m Parfois, les choses se voient clairement sur la formule de récurrence : ne pas

La monotonie de la suite peut se frouver directement en remarquant
que up+1 —up = fluy) —uy = gluy) : il est donc primordial de connaitre le
signe de g.

Si f est croissante sur I stable par f et uy, € 1, alors (un) ;> p, €5t Mono-
tone.

(St tng < upy+1. 1€ g(uny) =0, pour fout nelN,

up = from (ung) < (Uno+l) =Un+l
et si upy > upy+1. i€ g(un,) <0, pour tout neNN,

Un :fn7n0 (ung) > fn7n0 (un0+1) =Up+1.)

Si f est décroissante sur I stable par f et uy, € I, alors (Ltgn)n>n270 et
(u2n+1)n> -1 Sont monotones, de monotonie contraire. Elles sont en
= 2

fait solution de v,,+1 = fo f(v,) Avec fo f croissante.

Lorsqu’elles convergent vers une méme limite (¢’ est-a-dire qu’elles sont
adjacentes), alors (u;,;) converge vers cette limite. Notons que les points
fixes de f sont des points fixes de fo f (mais la réciproque est fausse en
général.)

u%+8

Exercice 2: Etude de (u,) telle que upe R et VnelN, uyy = .

6
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Remarque

E , . R6 — On peut démontrer que si ¢ est un point fixe de f de classe ¢!, alors
Cas d’une fonction contractante .

m si|f'(0)| <1, le point fixe est attractif, en particulier si f'(¢) = 0 (point super-

attractif), la convergence est quadratique, comme pour la méthode
Définition 6 : Fonction contractante de Newton,

o o L
Une fonction f est dite contractante sur un intervalle I si et seulement si m si|f'(0)] > 1, le point fixe est répulsif,
onak<1telque vVxxel, |f(x) _f(xl)\ < k’x—x’|. m si|f'(0)] =1, c’est le cas douteux. Tout peut arriver.

Cela se traduit graphiquement par le fait que les pentes des cordes ne sont « pas

trop élevées ». -gf*a) - g( )

. 1
< Exercice 3: ypeR* etvnelN, uui1=2+—.
h— u2
%— W "

',
™

Méthode 2 : Cas d’une fonction contractante

Cela est intéressant si I est stable par f. Si c’est le cas, si £ € I point fixe de f
(on peut montrer qu’il existe et est nécessairement unique), si ug € I stable par f,

alorsVneNlN, upeletvnel, m RELATIONS DE COMPARAISON
lun— 01 = |f(up-1) - fO)| <klup_1 - 01 << k" lug— €] —0

Donc directement u, — ¢, on a méme une convergence exponentielle. n Déf|n|f|on

Définition 7 : Relations de comparaison

Si u,ve KN et si v, n"est jamais nul & partir d’un certain rang, on dit que

On peut parfois conclure rapidement gréce a I'inégalité des accroissements finis :

"o u <
Théoréme 3 : Inégalité des accroissements finis = u est dominée par v et on note u =0 (v) lorsque (U—”) est bornée.
n’n
Soit f: I—R. On suppose que = u est négligeable devant v et on note u = o(v) ou u, <« v, lorsque

H1 { at Cofrvae AL LN

H2 { € dduntle ¢ T Un
—f E~1C ALE T A < B 3 ) . . '
¢ ) ~ P . m u est équivalente & v et on note u ~ v lorsque — — 1, soit encore
H3 On a [~ = h_{ L;( (.(x.g._. \ AE r / ‘ { !(-)-‘) } ( L Wi

~ u—-v=o(v), c’est-0-dire u=v+o(v).
Alors f est k-lipschitzienne :

Vx,x' €lab), |fx)-f&)]<k|x-—x]. Remarque

R7 — La définition se généralise au cas ou (v,), est quelconque en écrivant
Un = vy x Wy, AVEeC (wy), bornée (respectivement —0,1).
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R8 — A u=o(v) et u=0(v) fraduisent une appartenance.

Exemple

E6— n=o(n) et n? =o(n®) mais n# n?!

R9 — u= 0 (v) signifie qu’il existe K e R et un rang & partir duquel |uy,| < K|vyl.
u = o (v) signifie que pour tout € > 0, il existe un rang & partir duquel |u,| < elvyl.

R10 - lIn"y a pas unicité de I'équivalent d’une suite. En général, on choisit le plus
simple.

R11 — Cela ne donne que des informations asymptotiques sur les suites : au voisi-
nage de +oo, donc a partir d’un certain rang.

Propriété 14 : Croissances comparées des suites usuelles

Sia>0,6>0g>1,

Infn<«n®<q"<n<n"

1 1 1 1 1
LK — K — < .
n"  n nopd P

—_— = =
1
Exemple / n "

Inn<n<nlnn< n?.

n_o A
V\eﬂ\h ,@\M'\

Propriété 15

U~v<—=>u=v+0(v)

VERSION DU 18 A00T 2024

E Propriétés

Propriété 16 : Propriétés de o et O

Soient u,v,w,a,b € KN, v,w,b ne s’annulant pas & partir d’un certain
rang, et a, e K.

() Sia#0, u=o(av)=u=0) efu=0(av) = u=0(v).
(i u=o(l) = u—0etu=001) < u bornée.
(i Siu=o0(v) ou u~ v, alors u=0 (v) et la réciproque est fausse.

(iv) Transitivité
u=o(v)etv=o(w) = u=o0w)

u=0Wetv=0w)=u=0(Ww)
(v) Combinaison linéaire
u=o(w)etv=o(w) = au+pv=o(w)
u=0w)etv=0w)=au+pr=0w)

(vi) Produit
u=o(v)eta=o((b) = ua=o(vh)

u=0w) eta=0Mb) = ua=0(wh)

Propriété 17 : Propriétés de ~

Soient u,v,w,a,b € KN, v,w,b ne s’annulant pas & partir d’un certain

rang. Q s g . T

() ~ estune relation d’équivalence. »
o _ Wy Ay a2 VN W M 5 A
(i Siu~vetv—r¢eR ouC, alors u—¢. = oo |

iify u—»l — u~/.

(iv) Siu~ v, alors & partir d’un cerfain rang, u, et v, sont de méme signe.
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(V) Siu~veta~b,alors ua~vbe7‘g~%,

Vi) Siu~vetael fixé, (u,>0etv,>0s a¢IN, nonnuls siaeZ™), u* ~ v«
(vif) Siuy,~ vy, et @ extractrice, uym) ~ vVem)-

i?:lN ——QLN S 7
Remarque

R12 - A Up~vp&=pup—vy—0

. , ) 1 . 1 \\& 1l \&
R13 - A Sian‘estpasfixe:1+—~1mais|1+—| ~edonc [1+—| #£1"=1.
n n n

R14 - A On n’gjoute pas les équivalents.

R15— A Si on trouve une suite équivalente a 0, on s’est frompé! (En général,
on a gjouté/soustrait des équivalents...)
Cela n'a pas de sens avec la définition du programme, et méme avec la
généralisation, cela voudrait dire qu’on peut écrire & partir d’un certain rang
un =0x wy =0 donc que la suite est nulle & partir d’un certain rang.
En particulier, si u;, — 0, on ne peut pas donner facilement un équivalent en
général.

R16 — A On ne compose pas des équivalents par la gauche avec des fonc-
fions, méme continues.

La propriété suivoq}te Nn’est pas officiellement au programme mais & savoir
retrouver : Un-TUn

5 € — 1
& LY

mer~e'n =u,—v,—0

= Si u, ~ v, avec pour tout n, u, >0 et v, >0, & partir d'un certain
rang v, #1 et si v, — £ € R* U{+oo} avec alors Inuy, ~Invy,.

Exercice 4 :Intégrales de Wallis : Trés classique!
Détermination d’un équivalent de I'intégrale de Wallis

/2
I, :f sin” tdt
0

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I

= Relation de récurrence,
m Expression de I,

= Décroissance,

m Ip~In-1,

®m nl,I,_; constant,

= Equivalent de 1,,.

Equivalents usuels

Propriété 18 : Formule de Stirling

nl~

; : 2
Exercice 5: Equivalent de u), = ( :)

Propriété 19 : Equivalents usuels

Soit a e R* fixé et h,, — 0.

m sinh, ~ hy, m (1+h)*-1~ah,
m tanh, ~ h, m Arctanh,, ~ hy,
h2
n coshn—1~—7" m Arcsinh, ~ hy,
m In(1+hy,) ~hy, m shh, ~h,

[ ] eh"—1~hn
m thh, ~h,
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Remarque

R17 — Lorsque I'on est au voisinage de a, on se raméne en général au voisinage
de 0 enposant x=a+h si a est finiet x= % si a est infini.

n
Exercice 6 : Limite de u, = n((l —sin iz) - 1).
n

ﬂ Exemples de développements asymptotiques

Définition 8 : Développement asymptotique

On appelle développement asymptotique de (u,), toute expression de
la forme
up=vP + v+ + v +0(v)

ot vW,...,v™ sont des suites telles que v > v? » ... > v, c’est-a-dire
telles que V ke [1,r-1], vk =o(v{P).
On dit que le développement asymptotique est & la précision v,

Remarque

R18— On atoujours que u, — v —---— v ~ !+ C’est un des moyen de former
un développement asymptotique : par la recherche d’équivalents succes-
sifs.

R19 — On peut adapter la définition précédente pour des fonctions au voisinage
d’un point : c’est une généralisation du développement limité.

VERSION DU 18 A00T 2024

S

Méthode 3 : Calcul de développement asymptotique

Chercher un développement asymptotique d’une suite est souvent délicat.
On peut par exemple essayer de :

1. reconnaitre un développement limité « déguisé »;
2. chercher un équivalent u; ~ v, qui donne u, = v, + o (vy,), PUis un équivalent
de la différence u, — v, ~ w, Qui donne u, = v, + wy, +o (wy) et ainsi de suite ;

3. réinjecter le développement partiel dans une expression du terme général
de la suite pour obtenir le terme suivant.

Exercice 7 : Développement asymptotique en +oo de f:n— eV’ +21+4 & |a pré-

n
cision —.
n

Exercice 8: Développement asymptotique en +code f: x — In(ch x) & la précision
e~%*. Asymptote ?

Exercice 9 : Développement asymptotique & trois termes de x1*% en +oo. Asymp-
tote?

Exercice 10
— N . . er

On s’intéresse & u,, unique zérode f,(x)=1+x+ —.
n

1. Vérifier que la suite (u,) est bien définie, majorée par -1 et croissante.
2. Déterminer la limite de (u;,).
3. Déterminer un développement asymptotique & 3 termes de (u;,).
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Remarque
R20 — Réciproque fausse.

m SUITES EXTRAITES, VALEURS D’ADHERENCE

Définition 9 : Suite extraite Exemple

Soit u € KN, On appelle suite extraite ou sous-suite de u toute suite E8 — u, =nsinestpair et 0sinon.
v e KN telle qu'il existe ¢ : N — IN strictement croissante telle que
Vne ]N, Un = Up(n)-

¢ est appelée extractrice.

Corollaire 3
Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle diverge.

Si @ est une extractrice, alors Y ne N, ¢(n) > n.

Propriété 22

Si (uzp) et (upn+1) Cconvergent vers une méme limite, alors u converge

Propriété 20 vers cette limite.

Si u— ¢, foute suite extraite de u converge vers ¢.

Théoréeme 4 : de Bolzano-WeierstraB dans R ou C

Toute suite réelle ou complexe bornée a au moins une valeur d’adhé-
rence.

Définition 10 : Valeur d’adhérence

On appelle valeur d’adhérence de u € KN toute limite (dans KK) de suite
extraite de u.

_ m THEOREME DE CESARO
Exemple 1 G hfa""
E7 — Valeurs d’adhérence de (-1)"= {v,, Gaan Théoréme 5 : de Cesdro

(" '/l)h]——‘i 1 on il ol \A/i/rvol.ﬁ\g JI&W\&M
(-1 )1“”—-‘: A nhu M

Propriété 21

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence.
Une application classique est la recherche d’équivalent d’une suite récurrente.

o o chaplbe céme.
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Exercice 11: Oral CCINP
Soit (up) ey la suite définie par uy =1 et, pour tout ne N, uy4 = upe 4.
1. Soit (x;) v Une suite réelle convergente. On pose ¢ sa limite et, pour tout
1 n—1

nelN*, yp=—Y x.
Ly

Démontrer que la suite (y,),,>; converge vers /.
2. Montrer que la suite (i), converge et calculer sa limite.

1 1 .
— —. Montrer que la suite (v,),y converge
Up+1l Un

3. Soit, pour tout ne N, v, =
vers 1.

4. En déduire un équivalent de u;,. La série ) u, converge-t-elle?
n=0

m RECURRENCES LINEAIRES D’ORDRE 1 ET 2

Propriété 22 : Suites arithmético-géométrique

Soit une suite ue KN telle qu’on ait a,be K tels que
VnelN, uy,y1=au,+b

Alors, si @ est solution particuliére, on a u= v+ a ol v est solution de
(H) VnelN, vy =av,, égquation homogéne associee.,
On cherche @ constante en général.

VERSION DU 18 A00T 2024

Propriété 23 :récurrence linéaire d’ordre 2 homogéne a coefficients

constants

On considére une suite ue KN récurrente linéaire d’ordre 2 homogéne

& ccefficients constants, ¢ est-a-dire telle qu’il existe (a, b) € IK? tels que

VnelN, upio=au,.+bu,.
On appelle équation caractéristique associée (E) r? = ar + b.
On suppose (a,b) # (0,0). Alors

m Soit (E) admet deux solutions distinctes r; et r, dans K, alors on a
A BeK fels que
vnelN, u,=Arl'+Brj.

m Soit (E) admet une unique solutfion (double) r dans K, alors on a
A,BeK fels que
VvnelN, u,=(A+nB)r".

m Soit (E) n‘admet pas de solution dans KK, c’esf—d-dire K=R et (EF) ad-
met deux solutions complexes conjuguées pe*? avec p >0 et € R\nZ.
Alors on a A,Be R fels que

VnelN, u,=(Acos(nf)+ Bsin(nh))p"
c’est-a-dire quon a K,p e R tels que

VnelN, u,=Kcos(nd+qg)p".
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