Suites numériques (MP2I)

Soit K=1R ou C.
Une suite peut étre vue comme une famille (1) . € KN ou comme une application ne N — u, € K, c’est
équivalent.

N — K
On peut alors noter OU (Up) ey OU (up), OU (1) MAIS PAS 1, 111,

n o — U
n CAS DES SUITES REELLES

Il Limites

= Une suite (u,) e RN est dite convergente vers 7 € R si et seulement si

Ve>0, ANeN, Vun>N, |u,-¢|<e.

» On dit que (u,), € RN diverge vers +oco lorsque
VAeR, ANeN, Vn>N, u,>A

ou de maniére équivalente
VA>0, ANeN, Vn>N, u,>A

On note alors u;, — +oo.
» On dit que (u,), € RN diverge vers —co lorsque —u,, — +oo soit

VBeR, ANelN, Vn>N, u,<B

ou de maniére équivalente
VB<0, ANeN, Van>N, u,<B

On note alors u;, — —oo.

E Limites et ordre

Propriété 1 : Passage des inégalités a la limite

Siu,veRN telles que u— ¢ eR et v— ¢' € R et si & partir d’un certain rang u, < v,, alors £ < ¢'.
Si on suppose a partir d’un certain rang u, < vy,, inégalité devient large & la limite : ¢ < ¢'.

Démonstration

Soit € > 0.
On a Nj, Ny, N3 e IN tels que

msin>Ny lup-01<$,
msin>Ny, jvy-0|<5,
m Sin> N3, up<vp.

Alors si n>max(Ni, Nz, N3), -5 <up<vp <0 +5.
Ainsi, Ve>0, £-¢'<e.
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Donc ¢-¢' minore R}, donc ¢-¢' <infR} =0, d'ou le résultat.

Contre-exemple pour I'inégalité stricte : si u, = 717 et v, = %, alors pour fout n e N*, u, < v, et les deux suites
tendent vers 0.

Propriété 2
SiueRN tel que u, — ¢ €R et acR, alors

m Si ¢>a, & partird’un certain rang u, > a.
m Si ¢ <a, G partird’un certain rang u, < a.

Démonstration

Si ¢ = +00, C’est la définition (quitte & prendre A=a+10u B=a-1).

Si £ e R, on choisit e = |£ - al.

m Si ¢>a, & partird’un certain rang, lu, — £/ < ¢ —a donc u, > ¢ — (¢ - a) = a.
m Si ¢ <a, & partird’un certain rang, lu, — ¢l <a-¢ donc u, <+ (a-¥) = a.

Théoréme 1 : Limite par encadrement

() Siu,v,weRN et ¢eR tels que (i) Siu,ve RN telles que
mv—/ B U— +00
mw—?¢ ® QOCT Uy > vy
B apcr v, < u, < wp alors u — +oo.
alors u—¢.

(iiiy Si u,weRN telles que
B Ww— -0
m OPCr u, < wy

alors u — —oo.

Démonstration

() Soif e>0.
On a N, N, N3 € N tels que
B Vn>Np, |lvp—-fl|<e¢
BVYn>Ny, |lwp—Y0<e
BVYn>N;3, vp<up<wy

Alors si N=max(Ni, N2, N3)eIN et si n > N,

(—e<vp<up<wp<l+e

donc luy - ¢ISe.
(i) Soit AeR.
On a Nj, N, €N tels que
mVYn>N, vp=2A
B VYn>N3, up=vp
Alors si N=max(N1, N2)e N et sin> N, uy > A
(i) —w — +oo et apcr —uy, > —w, donc, par (i), —u — +oo doNc u — —oo.
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Opérations sur les limites

Propriété 3
Soient u, ve RY,

() SireR et u,— R, alors Au, — AL.
(i Siu—0etvbornée, alors uv — 0.

Démonstration
(i) SiA=0,c’estimmédiat. Sinon, soit £ >0,
OnaNeNtelquesin>N, lu, £ <ep=... (O déterminer)
. A-f £
Alorssi n > N, [Auy —All= Al luy — £1<IAl g9 = en choisissant g = o > 0.
(i) Ona M >0 tel que pour tout ne N, |v,| < M.
Alors si ne N, |upvnl = lupllvgl < Mlugl — 0 d’apres (i), donc u, vy, — 0.

(i) Soit AeR.Ona NeNN felque sin> N, u, > Ag =... (O déterminer)
On a me R fel que pour fout ne N, vy, > m.
Alorssinz N, uy + vy 2Ag+m=Aen prenant Ag=A-melR.

Propriété 4 : Limite de somme et produit

Siu—?¢,eR etv—¥,eR, AeR, alors lorsque ces opérations sont bien définies,
mu+tv—>l1+4, muv— 4010,

Remarque

R1- Dans les cas douteux, il peut se passer tout et n‘importe quoi.
Par exemple, pour 0 x (+o0) :

1 a
B —xn?—+oo = RB=E
n n
-1, (-n" , o
B — xn?2——c0 [ xn|Nn'apas de limite.
n

Démonstration

m Cas fini

* Siup—l1eRetv,—lreR,alors u,+v,—01+45:
Soite>0.Ona Nj,NoeINtelquesin> Ny, lup—£l11<gg=%5etsin>No, [1,-011<e1 =5,
Alors si N=max(N;,No)eINetsin> N,

|(un+Vn)—(ll+£2)|ﬁ|un—ll|+|vn_lz|<50+51=5

* Siup—01eRetv,—t,eR, alors uyv, — 0105 :

lupvn = 01021 =1(up — 1) vp + €1 (v = £2)]

< lup — 21| [vnl +lvp—2Cal 1611 —0
T S—— ~—~— ——— N~
—0 CV donc bornée —0 borné

—0 —0

en utilisant la somme des limites. Donc uy, v, — €102,
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m Cas infini

* Si up — eRuU{+oo} et v, — +oo, alors uy, + v, — +oo :

u est minorée et v — +oo.
* Siuy —¢eRuU{-oo} et v,; — —o0, alors uy, + v, — —oco:

—u——¢eRU{+oo} et —v — +oo, dONC —u— v — +o0.
* Siup—CeR} U{+oo} et vy, — +oo, alors u, v, — +oo':
Soit m >0 tel que m < ¢ (par exemple % si ¢ est finie, 1 sinon).

Ona N eNtelsquesin> Ny, up>m>0.

\ \ A
Soit A>0. OnoNze]NTquuemn>Ng,vn>A0:E.

) A
Alors si n > max(Ny, No), upvy > m— = A.
m

* Siup—¢ecR* U{-o0} et v, — —oco, alors u, v, — +oo:
—u——-¢eR} U{+oo} ef —v — +00, dONC uv = (—u)(-v) — +oo.

* Siup—¢eR* Ui—oo} et v, — +oo, alors u, v, — —co:
—u——leR} U{+oo} ef v — +oo0, dONC —uv = (—w)v — +oo.

* Siup—CeR} U{+oo} et v, — —oo, alors u, vy, — —oco:

u—CeR} U{+oo} ef —v — +o0, dONC —uv = u(-v) — +oo.

Propriété 5 : Limite d’inverse

| I
) — . o ) 1 — si¢finie
m Siu,—¢eR , alors & partir d’un certain rang, u, #0 et — —< ¢
Un 0 sinon

, R . , 1
m Siu, —0 et dpartird’un certain rang u, >0, alors — — +oo.

m Siu, — 0 etapartird’un certain rang u, <0, alors — — —oo.

Démonstration

. 0 . l o
m Si un—»ﬂelR*,lunl—»|[|>%>0donc on a NelN fel que si n>N,|un|>%>Oe’ren particulier u, # 0.

Sin>N,

lup—€)—0

1 1‘_|un—[| 2

un O Tuallel e

1 1
donc — — -.
u, ¢

, . 1
m Siu,—+ooete>0,onaNelNtelquesin> N, un2%>0. AIors‘—
Up

1 1 1
m Siuy— -0, —u—+ocoet —=-—— 0.
u  -u

. . 1 1
m Siu,—0" eTA>0,onoNe]NTquueS|n>N,|un|=un<Zdonc—>A.
Un

\ 1 1
wmSiu,—-0,-u—0"et—=—— — —0c0.
u —u
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Propriété 6 : Convergence des suites géométriques réelles

Soit g e R.
mSig=14"—1.

m Silg| <1, g"—o.
mSig>1, q" — +oco.

m Sig< -1, (g™ n’apas de limite. Si g < -1, la suife n’est ni magjorée, ni minorée.

Démonstration
m Sig=1,0k
m Si|q|<1. |q"|= |q|":e"m|‘7I —0.
mSig>1,qg"=e"M - 4o

B Sig<-1, ¢? - +00 et ¢?**1 — —c0 donc (¢™) n’est ni majorée, ni minorée. En particulier, elle n'a pas de
limite.

Démonstration

m Si ¢ <1, soit g tel que ¢ < g < 1. A partir d’'un certain rang ny, on a il o q donc uu+1 < quy. Alors, par
Un
récurrence, sin>ng, 0< up < g ™uy, — 0. Donc u— 0.
Up+

m Si¢>1,soit g tel que 1< g <¢. A partir d’'un certain rang ng, on a L> g doNnc uu41 > quy. Alors, par

Un
récurrence, si n > ng, up = """ ™ uy, — +o0o0. DONC u — +oo.

1
1 [
—1etn— +oo. ”T“qle‘r%qo.

n

m LES SUITES MONOTONES

I'.l Théoréme de la limite monotone

Théoreme 2 : Théoreme de la limite monotone

Soit ue RN une suite croissante (respectivement décroissante).

() Si u est majorée (respectivement minorée) alors u converge vers sup uy, (respectivement in]Ifq Uy).
nelN ne

(i Si u n’est pas majorée (resp. minorée), alors u — +oo (respectivement u— —oo).

Démonstration

Soit E = {uy,, ne N} cR. Alors E # @. On suppose u croissante (si u est décroissante, il suffit d’appliquer les résultats
& —u qui est croissante.)
(i) Si uest majorée, ¢ =supu, =supE existe. Soit £ > 0.
Par caractérisation de la borne supérieure, on a Ne N tel que ¢—e < uy (¢ —e ne majore pas u).
Alors par croissance de u,
Vn>N, -e<uny<up<supup=0<l+e¢
doncVn>=N, |lup—/¢|<e.
Finalement, u,, — ¢.
(i) Si u non majorée, soit Ae R. A ne majore par u donc on a N e IN tel que uy > A.
Par croissance de u, Vn> N, u, > Adonc u— +oo.
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Corollaire 1

Si u est une suite croissante majorée (respectivement décroissanfe minorée), alors Vne N, u, <limu
(respectivement u, > lim u).
De plus, les inégalités sont strictes en cas de stricte monotonie.

Démonstration

lim u = sup u (respectivement infu.)
Si u croit strictement, pour tout ne N, uy, < uy41 <limu. [ |

E Suites adjacentes

Définition 2 : Suites adjacentes

Soient u, ve RN. u et v sont adjacentes si
m |'une est croissante,
m |'autre est décroissante,

mv—u—>~0.
Exemple
no 1 1 , 1
El- Snzlglﬁ:1+1+"'+ﬁ eTSn:Sn-i-;.

E2 - Si xe R, les suites d’approximation décimale par défaut et par exces (d, (x)) et (D, (x)) sont adjacentes.

Théoreme 3 : des suites adjacentes

Si u,v sont adjacentes avec u croissante, alors u et v convergent vers une méme limite ¢ € R et
vnelN, u,<?<v,, lesinégalités étant strictes si u et v ont strictement monotones.

Démonstration

Soit wy = vy, — uy,. Alors par opérations, w est décroissante et w,, — 0 donc pour tout ne N, w, > 0, c’est-O-dire
Up < Vn.

Ainsi, pour tout ne IN, ug < u, < vy < yg donc u est croissante majorée par vy et v est décroissante minorée par ug
et donc ces suites convergent. Comme v, —u,, — 0, les limites sont égales et I'encadrement découle des propriétés
des suites monotones. [ |

Remarque

R2 - On a alors pour tout n, |u, — 2| < |vy — unl = v, — u, c€ qui donne des information intéressante sur la vitesse de
convergence : plus v —u converge rapidement vers 0, plus u converge rapidement vers .

Cela permet aussi de connaifre un rang & partir duquel u, est une approximation de ¢ & une précision
donnée.

Exemple
E3 — Approximations décimales : |d,,(x) — x| < D;(x) — dp(x) =107"
Convergence tres rapide (au moins exponentielle).
Si on veut n décimales, on calcule d,(x) (évidemment!).
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n 1 +00 1 7.[2 L 71.2 1 .
E4— S;= kz = kz ol Vu le calcul précédent, pour tout n, |S, — —| < o La converge est (au moins) en 1
=1 =1

donc plutét lente.
Si on veut n décimales, on calcule... Sygn !

e5 — Dichotomie : On construit des segments emboites en divisant leur taille par 2 & chaque étape : Iy = [a, b], pour

o1
tout n, I;41 < I, avec ¢(I,41) = (In)

,avec I, = [an, byl

b_
Alors (ay), (bp) sont adjacentes, [ I, = {¢} et la convergence de (ay) et (by) vers ¢ est au moins en z—na donc
nelN
frés rapide.

m CRITERES SEQUENTIELS

Il Caractérisation séquentielle des bornes inférieure et supérieure

Propriété 7 : Caractérisation séquentielle de la borne supérieure

Soit A partie non vide R, a, € R.

n VxeA x<a

a=sup A<

p N
d(ap)n€ AV, a,—«a

Propriété 8 : Caractérisation séquentielle de la borne inférieure

Soit A partie non vide R, «, € R.

ﬁ—ianc»{ VLY e

J(an)n € A]Nr a,— B

E Caractérisation séquentielle de la densité

Définition 3 : Partie dense dans R

Une partie A non vide de R est dite dense dans R lorsque pour tout x, ye R tel que x < y, Anlx, y[# <.

Remarque
R3 — La définition sera étendue plus tard dans I’année.

Propriété 9 : Caractérisation séquentielle de la densité

Soit A une partie de R. A est dense dans R si et seulement si tout réel est limite d’une suite d’éléments
de A.
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Démonstration

m (=) :SixeR, pourtout ne IN*, on a a, € A tel que x—% <ap < x+% car A est dense dans R. Alors, par
encadrement, a, — x.
= (<) Sitout réel est limite d’une suite d’éléments de 4, et si x < y. Soit (an) € AN telle que a, — 3. Avec e = 1%,

on a un rang & partir duquel
x+ = + -
e y y—x <ap Xty o y—x _
2 2 2 2
avec ay € A. Donc A est dense dans RR. [ |

Corollaire 2: Cas des réels et des décimaux

() Tout réel est limite d’une suite de rationnels et d’une suite d’irrationnels.
(i D est dense dans R.

Démonstration

(i) : il suffit de prendre une suite d’approximations décimales. [ |

m EXTENSION AUX SUITES COMPLEXES

Notation 1 : Parties réelle et imaginaire, conjugué, module d’une suite complexe

Soit z = (z,) € CN. On note MRe(z) = Re(zp) € RY, Tm(z) = OGm(z,) e RN, z = (zn) € RN, |zl = (1z,)) € RN,

Définition 4 : Convergence de suite complexe

Une suite (z,) € C est dite convergente vers ¢ € C si ef seulement si |z, — ¢| — 0, C’est-a-dire

Ve>0, ANelN, Vn>N, |z,-¢|<e.

Remarque
R4 — Pas de limite infinie dans C. On peut au mieux avoir |z;| — +oo.

Propriété 10

Soit (z,) e C" et £ € C.
2y — 0 —=%Rez, —NRelet ITmz, —Im/l

Démonstration

0) B |Rez, —Rel|=Re(zn— O < |z — ¢ = |zn—£|=\/(%ezn—%eé)zﬂﬁmzn—jmi)z
B [Jmz, —Jm/l| =Im(z, - 0)| < l|zp— Y|

(i) llznl-1llI<lzp—¢1 O

Définition 5

Une suite (z,) € CN est dite bornée si et seulement s'il existe Me R* tel que Vne NN, |z, <M.
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Démonstration

Si z;, — ¢, alors |z,| — |4 donc la suite réelle (1z,]) est bornée donc par définition (z,) I'est aussi.

Propriété 11 : Suites géométriques complexes
Soit g€ C.
mSig=1q"—1.

Silg| <1, g"—o.

Si|g| > 1, (g™ n’est pas bornée et donc diverge.

Si|g|=1et g#1, (g™ diverge en étant bornée.

Démonstration
m Sig=1:0k
m Si|g|<1.|q"-0|=|q|" —0donc g" —o0.
m Si|g|>1.|q"| =|q|" — +oo donc (g™ est non bomée et diverge.

m Si|g|=1etg#1,onadelo,2n[telque g= el Alors |g"| =1 donc la suite est borée (on reste sur le cercle trigono-
. n+l
métrique) et si " = e"® — ¢, alors |g"|=1— I¢]=1 par unicité de la limite. En particulier ¢ #0 et g = qqn — ; =1

ce qui est contradictoire.

Remarque

R5 - En particulier, si 6 ¢ 77, les suites (cos(n0)), et (sin(nh)), divergent. En effet, si I'une convergeait, & I'aide de
cos((n+1)0) ou sin((n+1)8), on obtient que I'autre converge aussi et alors (ei”B) convergerait également.

m SUITES RECURRENTES

Il Cas général

Le but est d’étudier les suites récurrentes réelles d’ordre 1 générales : VnelN, uu4+1 = f(uy) avec f:D — R.

Propriété 12 : Limite éventuelle, cas général

Siu,— ¢eD etsi f estcontinue en ¢, alors f(¢) =¢ (¢ est un point fixe de f).

Démonstration

Unicité de la limite avec u,4+1 — ¢ et f(un) — f(0).

T\

Méthode 1 : Etude générique de suite récurrente
m On commence en général par faire un dessin, et par voir quelles propriétés vérifient directement la suite.

m Parfois, les choses se voient clairement sur la formule de récurrence : ne pas se précipiter sur la méthode
ci-dessous !

m Ensuite, les premieres choses & cibler sont les intervalles stables par 1 : I tel que f() < 1.
Alors, par récurrence, si a partir d’un certain rang uy, € I, Ia suite est bien définie et vn>ng, upel.
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Vu la propriété précédente, bien souvent, I'une des bornes de I'intervalle sera un point fixe de f. (Il faut donc
chercher les points fixes!)

On pose en général g(x) = f(x) —x : les points fixes de f sont les zéros de g.
Il faut aussi s’assurer que la suite est bien définie !
m Ensuite, on s’intéresse & la monotonie de f.

* La monotonie de la suite peut se frouver directement en remarquant que w41 — uy = fuy) — uy = gluy) :
il est donc primordial de connaitre le signe de g.

= Si f est croissante sur I stable par f ef up, € 1, Alors (un) >, €5t mMonotone.
(Si uny < ung+1. 1€ g(un,) >0, pour fout ne N,

up = frm (uno) ST (un0+1) =Un+1
et si upy = tung+1. 1€ g(un,) <0, pour tout ne NN,

un = "7 (ung) = f7 (ung+1) = tn+1.)

x Si f est décroissante sur I stable par f et uy, € I, alors (u2n) > m0 et (U2n+1), - -1 sont monotones, de
Z72 Z =3
monotonie contraire. Elles sont en fait solution de v,4+1 = fo f(vy) AQvec fo f croissante.

Lorsqu’elles convergent vers une méme limite (c’est-a-dire qu’elles sont adjacentes), alors (1) converge
vers cette limite. Notons que les points fixes de f sont des points fixes de fo f (mais la réciproque est fausse
en général.)

2
Exercice 1: Etude de (u,) felle que uyc R et VnelN, w1 = 20
2 2_ _ -
On pose donc f(x) = x+8 etgx)=fx)—x= al 2x+8 & 2)6(x 4). En particulier, les points fixes de f sont 2 et

4. f est paire, continue, dérivable sur R et f': x— . Les suites (uy) sont toujours définies sans probleme.

X -4 =7 0 2 4 +00

+00
. A
f o~ 2 2/

gx) + 0 - 0 +

oy : (RPN
— y=(2" +6)/8

— y=z

répulsif

attractif

Intervalles stables intéressants : [0,2], 12,4[ et 14, +ool.

. uy €[0,2[ stable par f, donc V=1, unel0,2l.

Sin>1, up+1 —un = glun) >0, donc (un) > est strictement croissante. Remarquons qu’ici, on a Méme (un) ;>0
strictement croissante.

Comme (uy) est croissante et majorée par 2, elle converge vers ¢ € [0,2]. Comme f est continue, ¢ est un point
fixe de f,donc ¢=2.

[u,, — 2 en croissant s’rric’remen’r.]
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[ ESi Uy

€] —4,—2[u]2,4[,j uy €12,4[ stable par f,donc Vnrn>1, uye€l2,4[.

Sinz1, ups1—up =glup) <0, doNC (uy),> est strictement décroissante.

Com

me (un) > est décroissante et minorée par 2, elle converge vers ¢ € 2,4]. Comme f est continue, ¢ est

un point fixe de f. Comme ona ¢ < u; <4, (=2,

[un — 2 en décroissant strictement au moins & partir du rang 1.]

B [Si uo

€] — oo, —4[Ul4, +oo[,] u; €14, +oo stable par £, donc Vn>1, uy €14, +ool.

Sin>1, up+1—up = gup) >0, doNC (uy) > est strictement croissante. Remarquons qu’ici, on a méme (un) ;>0
strictement croissante.

Si up — ¢ € R, comme f est continue, ¢ est un point fixe de f. Comme ¢ € [4,+ool, £ =4. Or 4 < uy; < ¢ ce qui est
contradictoire.

Com

me (uy) > est croissante et non convergente, uy — +oo.

[un — +00 €en croissant s’rric’remen’r.]

- Si[uo

e{-2,2L,vn>1, unzz.}

- Si[uo

e{-4,4,Yn>1, un:4.}

Exercice 2: CCINP 43
Soit xy € R. On définit la suite (u,,) par uy = xo et, VrneN, u,.1 = Arctan(up).

1. a)

b)

Démontrer que la suite (u;) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de x, le sens de
variation de (u;,).

Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer 'ensemble des fonctions &, continues sur R, telles que : Vx e R, h(x) = h(Arctan x).

On pos

1. (9)

(b)

€ g:x— Arctanx — x.
2
<0 sauf en 0 ou elle s’annule de maniére isolée.

g est dérivable sur R et g’ : x— — ol
1+ x2

Donc g est strictement décroissante sur R, nulle en 0 qui est donc le seul point fixe de Arctan.

Par ailleurs R* ef R~ sont des infervalles stables par Arctan (on connait ses variations).

Alors soit x > 0 et, par récurrence (vu la stabilité de R* par Arctan), pour tout n e N, u, € Rt et alors
Up+1 — Un = g(uy) <0 donc (uy) décroit,

soit x < 0 etf, par récurrence (vu la stabilité de R~ par Arctan), pour tout n € IN, u, € R~ et alors
Un+1— Up = g(uy) =0 donc (uy) croit.

On a alors dans le premier cas u décroissante et minorée par 0 et dans le deuxieme cas u croissante

majorée par 0 donc, dans tous les cas, elle converge, vers I'unique point fixe de Arctan qui est bien
continue.

Finalement, u; — 0.

2. Analyse Soit h une fonction contfinue sur R telle que, Vx e R, h(x) = h(Arctan x).

Soit x e R. Considérons la suite (u,) définie par ug=x et VneN, u;,+1 = Arctan(uy).

Vu I’'hypothése sur h, on a que la suite (h(uy)) est constamment égale & h(ug) = h(x).
Or, d’apres la question précédente et la continuité de h, h(uy,) — h(0).

On obtient par unicité de la limite h(x) = h(0) et donc h est une fonction constante.

Synthése Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent : elles sont continues et vérifient

Vx€eR, h(x) = h(Arctan x).

Conclusion Les fonctions constantes sont exactement les fonctions qui répondent au probleme.
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E Cas d’une fonction contractante

Définition 6 : Fonction contractante

Une fonction f est dite contractante sur un intervalle I si et seulement si on a k <1 tel que
Vx,x' €I, |f(x)-fx)|<k|x-x

Cela se fraduit graphiquement par le fait que les pentes des cordes ne sont « pas frop élevées ».

T\

Méthode 2 : Cas d’une fonction contractante

Cela est intéressant si I est stable par f. Si c’est le cas, si £ € I point fixe de f (on peut montrer qu’il existe et est
nécessairement unique), si ug € I stable par f, alors vnelN, uyeletvVnelN,

lun =€) = |f(un-1) - O < klup—1 — 01 << k" ug— €] —0

Donc directement u, — ¢, on a méme une convergence exponentielle.

On peut parfois conclure rapidement gréce a I'inégalité des accroissements finis :

Théoréme 4 : Inégalité des accroissements finis

Soit f: I — K. On suppose que
H1 f est continue sur I

H2 f est dérivable sur I

H3 On a keR* fel que Vxe, || <k

Alors f est k-lipschifzienne :
Vx,x'€labl, |f(x)-f&xN]<k|x-x].

Remarque
R6 — On peut démontrer que si ¢ est un point fixe de f de classe ¢!, alors

m si |f/(0)| <1, le point fixe est aftractif, en particulier si f/(¢) = 0 (point superattractif), la convergence est
quadratique, comme pour la méthode de Newton,

m si [f(0)]>1, le point fixe est répulsif,

m si |f(0)| =1, c’est le cas douteux. Tout peut arriver.

. 1
Exercice 3: upeR* etVnelN, upi1=2+—.
Un

Par récurrence, (uy) est définie et uy, >2 & partir du rang 1.
frx—2+ é est définie sur R*, paire, décroissante sur R .

[2,+oo[ est stable par f et comme uy € (2,400, V> 1, uy€(2,+00l.
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2

1

[ | — y=x b

-4 -3 -2 -1 4 5 6 7

f(x) = x = x%-2x%-1=0 et une rapide étude de fonction montre, & I'aide du théoréme de la bijection, qu’il y
a un unique point fixe a € [2, +oo[ pour f.

) . \ 1
f est continue sur [2, +oo[, dérivable sur 12, +ool et si x > 2, f/(x) < Z(< 1).
D’aprés I'inégalité des accroissements finis,

Vx,x' €[2,+00l, |f(x)-fxN)|< 211 |x—x'].

On en déduit que Yne IN*, |u, —al < (%)n_l |u; —al donc (plutot rapidement.)

m RELATIONS DE COMPARAISON

Il Définition

Définition 7 : Relations de comparaison

Si u,ve KN et si v, n"est jamais nul & partir d’un certain rang, on dit que

n

m u est dominée par v et on note u =0 (v) lorsque (u—) est bornée.
n

Un

@ u
= u est négligeable devant v et on note u=o(v) ou u, < v, lorsque —= — 0.
Un

Py . & u \ 0 & 0
= u est équivalente & v et on note u ~ v lorsque —= — 1, soit encore u— v =o(v), c'est-a-dire u=v+o(v).
Un

Remarque

R7 — La définition se généralise au cas ou (v,), est quelconque en écrivant uy, = v, x w, avec (wy), bornée (res-
pectivement — 0,1).

R8— /\ u=o(v) et u=0() fraduisent une appartenance.

Exemple

E6— n=o0(n®) et n? =o(n®) mais n # n?!

R9 — u=0(v) signifie qu’il existe K € R et un rang & partir duquel |u,| < K|vyl.
u = o (v) signifie que pour tout £ > 0, il existe un rang & partir duquel |u,| < €lvyl.
R10- I n"y a pas unicité de I'équivalent d’une suite. En général, on choisit le plus simple.

R11 - Cela ne donne que des informations asymptotiques sur les suites : au voisinage de +oo, donc & partir d'un
certain rang.
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Propriété 13 : Croissances comparées des suites usuelles

Sia>0,6>0,g>1,
Infn<n® <« q"<n<n"

Exemple

Inn<n<nlnn< n?.

Propriété 14

Uu~v<=>u=v+0o(v)

Démonstration

Un Unp—Un
— -l ———-0.
Un Un

E Propriétés

Propriété 15 : Propriétés de o et O

Soient u, v, w,a,be KN, v,w, b ne s’annulant pas & partir d’un certain rang, et a, B € K.
() Sia#0, u=o(av)=u=0) efu=0(av) = u=0(v).

(i u=o(l) <= u—0etu=0() < ubornée.
(i Siu=o0(v) ou u~ v, alors u=0 (v) et la réciproque est fausse.

(iv) Transitivité
u=o(v)etv=0(w) = u=o0(w)

u=0Wetv=0w) = u=0(w)

(v) Combinaison linéaire
u=o(w)etv=o(w) = au+pPv=o(w)

u=0w)etv=0w)= au+pPr=0w)

(vi) Produit
u=o(v) eta=o0(b) = ua=o(vb)

u=0w)eta=0b) = ua=0(wh)

Démonstration

Toutes ces propriétés se démontrent facilement en passant par le quotient qui doit étre bornée/— 0.
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Propriété 16 : Propriétés de ~

Soient u,v,w,a,be KX, v, w, b ne s’annulant pas & partir d’un certain rang.
() ~ estune relation d’équivalence.
(i Siu~vetv—reRouC, alors u—¢.
iify u—>€ = u~/.

(iv) Siu~ v, alors & partir d’un certain rang, u, et v, sont de méme signe.

(V) Siu~veta~Db, alors ua~ vb ef%~%.

(Vi) Siu~vetaeR fixé, (u,>0etv,>0sia¢IN, nonnuls siaeZ™), u® ~ v%,

(Vi) Si u, ~ vy, et g extractrice, ugm) ~ vpm).

Remarque

R12 — A Up~vp&=puy—vy—0

. , . 1 . 1\" 12
R13 — A Sian‘estpasfixe:1+—~1mais|1+—| ~edonc |[1+—| #£1"=1.
n n n

R14 - A On n’gjoute pas les équivalents.

R15— A Si on tfrouve une suite équivalente & 0, on s’est frompé! (En général, on a gjouté/soustrait des équiva-
lents...)
Cela n’a pas de sens avec la définition du programme, et méme avec la généralisation, cela voudrait dire
qu’on peut écrire A partir d’un certain rang u;, = 0 x w, = 0 donc que la suite est nulle & partir d'un certain
rang.
En particulier, si u;, — 0, on ne peut pas donner facilement un équivalent en général.

R16 — A On ne compose pas des équivalents par la gauche avec des fonctions, méme continues.

La propriété suivante n’est pas officiellement au programme mais & savoir retrouver :

meln~e'" = u,—v,—0
m Si u, ~ v, avec pour tout n, u, >0 et v, >0, & partir d’un certain rang v, #1 et si v, — £ e R* U {+oo}

avec alors Inuy, ~Invy,.

Exercice 4 : Intégrales de Wallis : Trés classique!

/2
Détermination d’un équivalent de I'intégrale de Wallis 1, =f sin” rdt
0

= Relation de récurrence,
m Expression de I»,, >4
m Décroissance,
mIy~1In-1,

m nl,I,—; constant,

m Equivalent de I,,.
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Equivalents usuels

Propriété 17 : Formule de Stirling

n n
nl~vV2rnn"e " = 2nn(g)

Démonstration

Admis provisoirement. Les séries permettent de montrer que n! ~ K\/ﬁ(g)n et les intégrales de Wallis permettent
de voir que K = V2.

_ent 4"

n?2  an’

Exercice 5: Equivalent de u, = (2:)

Propriété 18 : Equivalents usuels

Soit a e R* fixé et h,, — 0.

m sinh, ~ h, m 1+h)%-1~ah,
m tanhy ~ hy m Arctanh, ~ h,
h2
n coshn—1~—7" m Arcsinh, ~ hy
m In(1+hy) ~ hy, m shh,~h,

hn —1~h
. e " m thh, ~ b,

Démonstration

Conséquences de la propriété précédente.
X

cosx—1=-2sin =,
2

Remarque
R17 — Lorsque I'on est au voisinage de a, on se raméene en général au voisinage de 0 en posant x = a+ h si a est fini

et x= 7 si a est infini.

n
Exercice 6: Limite de un:n((l—siniz) —1).
n

SUITES NUMERIQUES (MP2I) - PAGE 16 SUR 21


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 24 AOUT 2024

ﬂ Exemples de développements asymptotiques

Définition 8 : Développement asymptotique

On appelle développement asymptotique de (u,),, toute expression de la forme
up=vP +v@ +---+ v +0(v)

ou v, v sont des suites telles que v > v? » ... » I, c'est-d-dire telles que
Vke[l,r-1], vﬁlkH):o(vﬁlk)).

On dit que le développement asymptotique est & la précision v,

Remarque

R18— On atoujours que up— v —---— v ~ p*+1 C’est un des moyen de former un développement asymptotique :
par la recherche d’équivalents successifs.

R19 — On peut adapter la définition précédente pour des fonctions au voisinage d’un point : ¢c’est une généralisa-
fion du développement limité.

T\

Méthode 3 : Calcul de développement asymptotique

Chercher un développement asymptotique d’une suite est souvent délicat. On peut par exemple essayer de :

1. reconnaitre un développement limité « déguisé »;

2. chercher un équivalent u;, ~ v, qui donne u; = v, +o(vy). puis un équivalent de la différence u,, — v, ~ w;, qui
donne u, = v, + wy +o(wy) et ainsi de suite ;

3. réinjecter le développement partiel dans une expression du terme général de la suite pour obtenir le terme
suivant,

n
. P N \/ < PO e
Exercice 7 : Développement asymptotique en +code f:n—e nf+2n+td § 1g précision —.
n

Exercice 8: Développement asymptotique en +oo de f: x— In(chx) & la précision e4*. Asymptote ?

2x 1 4

In(chx)=x—-In2+e <% - 3¢ Y+o (e_4x)

y=x-1In2 asymptote et la courbe est au-dessus.

Exercice 9 : Développement asymptotique a trois termes de x*% en +oo. Asymptiote ?

Inx Inx In?x In? x In? x In? x
=xex =x|1l+—+—+0|——||=x+Inx+ ——+0|——
x  2x? x2 2x X

x1+

==

0 donc y = x+Inx est asymptote et la courbe est au-dessus.

X—+00

In? x In? x
aveCc —+o| ——
2x X
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Exercice 10

X
A Py N A Py &

On s’intéresse a u, unique zéro de f,(x)=1+x+—.
n

1. Vérifier que la suite (1) est bien définie, majorée par -1 et croissante.
2. Déterminer la limite de (u;,).
3. Déterminer un développement asymptotique & 3 termes de (u;,).

m SUITES EXTRAITES, VALEURS D’ADHERENCE

Définition 9 : Suite extraite

Soit u e KN, On appelle suite extraite ou sous-suite de u toute suite v e KN telle qu’il existe ¢ : IN — N
strictement croissante telle que VrnelN, v, = uym).
@ est appelée extractrice.

Lemme 1

Si @ est une extractrice, alors Y nelN, ¢(n) > n.

Démonstration

Par récurrence simple, c’est vrai pour n=0 et si c’est vrai pourun ne N, p(n+1) > ¢(nr) > ndonc pn+1) > n+1
car on est dans IN. [ |

Propriété 19 : Cas des suites convergentes

Si u— ¢, foute suite extraife de u converge vers ¢.

Démonstration

SiteR,soite>0.OnaNelNtelquesin>N, |u,—¥¢|<e.
Alors sin= N, p(n) = n> N et |uym — €| <& doNC ugy — £

Si up — +o00, 501t Ae R.Ona NeN telque sin> N, u, > A.
Alorssin> N, p(n) > n> N ef upyy > A dONC ugp(y) — +oo.

Si uy — —oo, —uy — +oo... [ |

Définition 10 : Valeur d’adhérence
On appelle valeur d’adhérence de u e KN toute limite (dans KK) de suite extraite de wu.

Exemple
E7 — Valeurs d’adhérence de (-1)".

Corollaire 3 : Reformulation

Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence : sa limite.
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Remarque
R20 — Réciproque fausse.

Exemple
E8 — u, =nSi n est pair et 0 sinon.

Corollaire 4 : Contraposée

Si une suite a plusieurs valeurs d’adhérence, elle diverge.

Propriété 20 : Condition suffisante de convergence

Si (uzy,) et (up,+1) convergent vers une méme limite, alors u converge vers cette limite.

Démonstration
Pour ZeR. Soit e>0. Ona Ny, N, e N telsque sin> Ny, lupp, -l <eetsin> No, luppe1 — 0l <e.
Alors si n > N =max(2Nj,2No +1),
m soit n est pair et n=2k avec k> N,
m soit n estimpairet n=2k+1avec k> Ny,

donc |u, - ¢ <e.
Donc u, — ¢.
Idem si ¢ = +oo0.

Théoréme 5 : de Bolzano-WeierstraB dans R ou C

Toute suite réelle ou complexe bornée a au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration

Cas réel
ue RN pornée.
m lére étape : Dichotomie. Comme u est bornée, on a ag < by tels que pour tout ne N, ag < un < bo.

. ap+b . - e
Soit ¢y = 20770 parmi les segments [ag, col €t [cg, bpl, pour au moins I’'un des deux le nombre d’indices k

tel que u; est dedans est infini. Soit [a;, b1] un tel segment.
Puis, par récurrence, on construit de la méme maniére deux suites (a,), et (by), telles que pour tout
nelN,
* ap < apt1 < by < by,
bn—an
2
* I'ensemble {p e N, up € [an, byl} estinfini.

* bpy1—anp+1 =

bo —ap
271
Elles convergent donc vers une méme limite ¢ € R.

AlorsvneNN, by,—an= — 0 et (an)n et (bp), sont adjacentes.

= 2éme étape : Extraction. On construit ¢ : IN — IN strictement croissante telle que Vne IN, Up(n) € [an, bn).

* @0)elN: Ugp(0) € [ag, bg].
* @) =min({pe N, up € a1, b11}\[0,9(0)]) qui existe car {pe N, up € [a1,b11} est infini.
* puis par récurrence, ayant trouvé ¢(n-1),

@) =min({peN, up € [an, bpl}\[0,0(n-1)])
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qui existe car {p e N, uy, € [apn, byl} est infini.
Par construction, (uy(x)) €st une suite extraite de u.

m 3éme étape : Conclusion. On a alors par définition,
VnelN, a, < Ugp(n) < by

donc par encadrement ug ;) — £.

2¢ méthode : En extrayant une suite monotone (lemme des pics).
On consideére les termes de la suite comme des immeubles au bord de mer (en +oo). Deux catégories :

m Ceux qui ont vu sur la mer, c’est-O-dire d'indice ntel que Vp>n, up < up.

m Les autfres: d'indice ntelque Ap>n, up > uy.
Notons

E={neN,Vp>n, up<up}.

Alors

m soit E est infini et on peut extraire une suite décroissante (la suite des immeubles avec vue sur la mer,
dans l'ordre).

Plus formellement, il suffit de poser ¢(0) € E, puis, par récurrence, pour tout ne IN*,
@) =min(E\[0,p(n-1)])
m soif E est fini et & partir d’un certain rang, tous les termes seront de la deuxiéme catégorie, ce qui permet

de former une suite extraite croissante.

Plus formellement, en notant M = maxE si E non vide, n'importe quel entier sinon, on pose ¢(0)=M+1¢ E
donc on a ¢(1) > (0) tel que uyp) = Up()-

Et par récurrence, pour tout ne IN*, on a bien ¢(n) > p(n—1) ¢ E tel que uypy) = tpn-1)-
Dans tous les cas on extrait une suite monotone et bornée, donc convergente.

Cas complexe Si (z;;) est bornée, alors soit (x) = (Rezy) et (yn) = Tmz,). Ces deux suites sont bornées. Par le théo-

reéme réel, on peut extraire une suite convergente (x, ) de x. Puis (y, () est bornée en tant que suite extraite
d’une suite bornée, on peut donc en extraire une suite convergente : (ygoy ). Alors par extraction, (xpey )
est également convergente et donc (zy.y(n)) cONverge.

m THEOREME DE CESARO

. L o 1&
Si u, — ¢ € K (éventuellement infinie) et v, = = uy alors v, — ¢.
n

k=1

Démonstration

Voir TD ou chapitre sur les séries.

Une application classique est la recherche d’équivalent d’une suite récurrente.

Exercice 11 : Oral CCINP
Soit (un) ey la suite définie par 1y =1 et, pour tout ne N, w1 = upe 4.

1.

. . . gl
Soit (x;) v Une suite réelle convergente. On pose ¢ sa limite et, pour fout ne IN*, y,, = o > xpe

k=0
Démontrer que la suite (y,),>, converge vers /.

Montrer que la suite (u,), .y converge et calculer sa limite.
1 1 .
— —. Montrer que la suite (v,),cny converge vers 1.
Up+l Un

En déduire un équivalent de u,. La série ) u, converge-t-elle?
n>=0

Soit, pour tout ne N, v, =
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m RECURRENCES LINEAIRES D’ORDRE 1 ET 2

Propriété 21 : Suites arithmético-géométrique

Soit une suite ue KN telle qu’on ait a,be K tels que
VnelN, uyy1=au,+b

Alors, si it est solution particuliere, on a u=v+ i ol v est solution de (H) YneNN, v,y =av,, équation
homogéne associée.
On cherche @ constante en général.

Propriété 22 : récurrence linéaire d’ordre 2 homogéne a ccefficients constants

On considére une suite ue KN récurrente linéaire d’ordre 2 homogéne & ccefficients constants, c‘est-
a-dire telle qu’il existe (a, b) € K? tels que

VnelN, u,io=au,s+buy,.

On appelle équation caractéristique associée (E) r? = ar + b.
On suppose (a,b) # (0,0). Alors

m Soit (E) admet deux solutions distinctes r; et r, dans K, alors on a A,Be K tels que
VnelN, u,=Ar!+Br).

= Soit (E) admet une unique solution (double) r dans IK, alors on a A, Be K fels que
vnelN, u,=(A+nB)r".

m Soit (E) n‘admet pas de solution dans K, c’est-a-dire K =R et (E) admet deux solutions complexes
conjuguées pe*l® avec p >0 et @ e R\nZ. Alors on a A,BeR tels que

VneNlN, u,=(Acos(nd)+ Bsin(nh))p"
c’est-a-dire quon a K,p e R tels que

VnelN, u,=Kcos(nd+gp)p".
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