MPI - Lycée Leconte de Lisle 2023-2024

Préparation aux Oraux
1. Polynémes

@ Mines-Télécom 2019

Soit (n, m) € (IN*)>. Démontrer que X" —1 divise X" —1 si et
seulement si n divise m.

Variante : monfrer que X" —1=(X"—1)A(X™—1).

@ Mines-Télécom 2019

Soit P € R[X] un polynbme de degré n > 2, scindé a ra-
cines simples dans R[X].

1. Démontrer que P’ est scindé & racines simples dans
RIX].
2. On note a,,...,a, lesracines de P et B,,...,B,_, celles

n—1

1 1
deP/.OnposeM:;EakeTmzﬁéﬁk.
k=1 k=1

Comparer M et m.

@ Mines-Ponts 2018

Soit a, b et ¢ les frois racines complexes du polyndme
P=X3+X?+1.
x+ay+a’*z=a*
X+by+b?z=Db*
xX+cy+ciz=ct

Résoudre le systeme (S) : d'incon-

nue (x,y,z)e C3.

@ Mines-Télécom 2018

1. Soit meIN*, P e R,,,[X] et (a,b)eR? tel que a < b.
On suppose que a et b sont racines d'ordre m de P.

Monftrer que pour tout k €1, m], P® admet k racines
distinctes dans ]a, b|.

2. Soit neIN*. On note Q,(X)=((x2—1)")".
Quel est le degré de Q, 2 Montrer que Q,, admet n ra-
cines simples dans ]—1,1].

@ CCINP 2017 Polynémes de Tchebychev

Soit (T,,),en la suite de polyndbmes définie par Ty(X) = 1,
T,(X)=X et, pour tout nelN

Tp2(X) = 2X T, 11 (X) = T, (X).

1. Déterminer, pour tout n €N, le degré et le coefficient
dominant de T,.

2. Démontrer que pour tout 8 R et tout ne€ NN,
T, (cos(8)) =cos(n@).
3. Pour tout n €N, on note
E,={PeR[X], (1-X*)P"—XP'+n*P =0}.

a) Soit n € N et P € R[X]. Démontrer que si P € E,,
alors P =0 ou deg(P)=n.

b) Démontrer que pour tout neN, T, € E,,.

4. Démontrer que pour tout n €N, E, = Vect(T,).

@ Centrale - Polynomes de Tchebychev (suite)

. Loz . . 1
Decomposer en élements simples la fraction T

Mines-Ponts 2017

Soit P € R[X]. Démontrer que les deux propositions sui-
vantes sont équivalentes

(2,) Pourtout xeR, P(x)>0.
(22,) ll existe (A, B)e R[X]? tel que P = A%+ B2.

g TPE (Mines-Télécom) 2017 - Théoréme de GauB-
Lucas

Soit neIN*, P e C[X] de degré n et z,,...,z, les racines de
P dans C. L'ensemble :

Gp= {;Akzk avec (A,...,A,)€(R,)" tel que ;xk = 1}

est appelé enveloppe convexe des racines de P.

Démontrer que toute racine complexe de P’ appartient
d (gP-

@ Centrale 2019

1. Déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que P’ di-
vise P.

2. Montrer que si P € R[X] est scindé, il en est de méme
de P’.

3. Soit P e R[X]non constant. On note z,,..., z, sesracines.
Montrer que les racines non réelles de P’ sont dans

Utz €€ lz—Re(z0) < [Tm(z,)]}-
k=1

m Mines-Ponts

Décomposer en éléments simples la fraction

n—1

Xn—1"

2. Algebre générale

(11) ccne

Soit n € IN*, (G, ) un groupe cyclique de cardinal n ef a
un générateur de (G, ).

SoiTre]N*,dzPGCD(n,r)e’rf:;; — C

— X',
1. Montrer que f est un morphisme de groupes.

2. Déterminer le noyau de f.

3. Monftrer que I'image de f est le sous-groupe de (G, %)
engendré par a?.

4. Soit y € Im(f). Déterminer les solutions de I'équation
x" =y d'inconnue x €G.
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@ CCINP

Soit (G,%), (H,x) deux groupes et f un morphisme de
groupes de (G,*) vers (H, x).

1. Soit x € G et n € N*. On suppose que x est d'ordre fini
égal & n. Montrer que f(x) est d’ordre fini et que son
ordre divise n.

2. Déterminer tous les morphismes de groupes de
(Z.]77.,+) vers (Z./13Z, +).

3. Déterminer tous les morphismes de groupes de
(Z,/3Z7.,+) vers (Z.]127Z, +).

@ Mines-Télécom 2019

Pour tout (x,y) € N2, on note xV y le PPCM de x et y,
et x Ay le PGCD de x et y. Déterminer tous les couples

(x,y)e N2 vérifiant

xVy+11(x Ay)=203.

m Mines-Télécom 2019

Par combien de 0 se termine I' écriture décimale de I'en-
tier naturel 2022! 2

@ Mines-Télécom 2018

Résoudre le systeme

(8) {

d'inconnue (x, y) € Z2.

m Mines-Ponts 2017

Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n tels que
n'®=n[42].

xX+y
Xy

4 [11]
10 [11]

3. Algeébre linéaire

Mines-Ponts 2022 (Théo) avec 15 minutes de pré-
paration Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie
n>2.Soit f,ge ¥(E)telsque fog—gof=f.

1. Montrer que f est nilpotente.
2. On suppose f*! #0. Montrer qu'il existe une base e
0. 1.. (0)
de E telle que Mat,(f) =

0) "

m CCINP 2021 (Marcelin)

K désigne R ou C, E est un K-espace vectoriel de di-
mension n.

Soient f et g deux endomorphismes de E.

Montrer que les deux propositions suivantes sont équiva-
lentes

(i) rg(f+g)=rgf+18g.
(i) ImfNImg={0} et E=Kerf +Kerg.

m CCINP 2021 (Mailane)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n > 1, f en-
domorphisme de E.

1. Soit f un projecteur, la condition «rgf =1» est elle né-
cessaire ¢ Suffisante 2

2. Soit f tel que rgf =1 et tr f = 1. Montrer que f est un
projecteur.

3. Déterminer une base de ¥(E) formée de projecteurs.

(20 CCINP - Mines-Télécom 2019

Soit E un C-espace vectoriel et p, g des projecteurs de
E.

1. Montrer que les trois propositions suivantes sont équi-
valentes :

(P1) p+gq estun projecteur;

(P2) pog=0=gqop;
(P3) Im(g) c Ker(p) et Im(p) C Ker(q).

2. On suppose que p +q est un projecteur. Démontrer
que

Ker(p+g)=Ker(p)nKer(q) et Im(p+qg)=Im(p)+Im(qg).

@ Mines-Télécom 2019

Soit (a, b) e C? et n e IN*. Calculer le déterminant de taille

n défini par :
a+b ab 0 ... 0
) .
D,=| o 0
ab
0 0 1 a+b
CCINP 2019

1. Soit n € N et g, 'endomorphisme de R,,[X] défini
par :
VP eR,[X], §.(P)=P(X+1)—P(X).

Déterminer le noyau et I'image de g,,.
2. Soit g I'endomorphisme de R[X] vers R[X] défini par :

VP eR[X], g(P)=P(X+1)—P(X).

Montrer que g est surjectif.

(23] ccine 2018

Soit (a, m) € R?. Résoudre le systéme

3x + my + z = 1
(S) (m—3)x - z = -1
X + ¥y + mz = a

d'inconnue (x,y,z) € R? en discutant selon les valeurs de
meta.
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m Mines-Télécom 2018 m TPE (Mines-Télécom) 2018
Soit (a,b) e R? et Soit neIN* et Ae .#,(C) telle que A®=0.

Z Z Z Z 1. Montrer que I, + A est inversible.
M= b b a bl 2. Soit Be 9% ,(C) telle que AB=BA. Démontrer que A+B
b b b a est inversible.
Calculer M™ pour tout neN.
P " (31) ccINP 2021 (Maximilien)
@ CCINP 2018 Soit f e £ (R?) tel que f2#0 et f2=0.
Soit neIN*, Ae ., (C) fixée et 1. gALj)er;l’r;er qu'il existe une base a déterminer dans la-
MN(C) —  M,(C) 01 0
X —  —X+t(X)A. Mat,(f)={0 0 1|
0 0 O

1. Montrer que u est une application linéaire.

2. Montrer que u est injective si et seulement si tr(A) # 1. . 110
L. " 3 . . 2. Soit B=({0 1 1 |. Calculer B".
3. En déduire une condition nécessaire et suffisante pour 0 0 1

que u ne soit pas bijective. )
. . , ' . L. 3. Soient (u,), (v,). (w,) telles que uy, =0, v, = w,=1 et pour
4. Soit B € .#,(C) fixée. Résoudre I'équation linéaire

- P fout neN,
u(X)= B d'inconnue X € .#,(C). Uy = U, + 1,
Unt1="Vp +w,
m Mines-Télécom 2018 W41 = Wy,
Soit n € IN*, Pour tout k €[1,n], on note f; et g, les fonc- Exprimer ces suites en fonction de n.
tions de R vers R définies par :
Vx €R, fi(x)=cos(kx) et gu(x)=sin(kx). @ Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie de di-
mension n et 7 =(f;), .., une famille de dormes linéaires.

Montrer que & est libre si et seulement si

Montrer que (fi,..., 1, 81,---,&n) €St une famille libre de
I'espace vectoriel Z (R, R).

Mines-Télécom 2018 V(oA €KP, 35 €E, (filxo)o fo(%0)) = (A0 4):
Soit 8 € R. Calculer, pour tout entier n = 2, le déterminant
de taille n défini par : 4. Réduction des endomorphismes
cos(0) 1 0o ... ... 0
L 2cos®) 1 : CCINP 2022 (Aure) couplé avec 20 Soit
A, = 0 1 : . u: /””X(]R) : if?ﬁi(x)ln . Montrer que u est dia-
: e 0 gonalisable et donner ses sous-espaces propres.
: T 1
0 e e 01 2cos(0) m CCINP 2022 (Greg) couplé avec 17 Soit n > 2 et
Ae #,R)telque A2=1,,A#1, et A#—1I,.
m Mines-Télécom 2022 (Lilian) Monirer que les propo- 1. Montrer que trA= n[2].

- . L 2. Montrer que trA< n—2.
sifions suivantes sont équivalentes :

1. n est pair. @
. rd . >
2. llexiste A, Be 9.2, (R) telles que AB+BA=0,. CCINP 2022 (Guillaume) couplé avec 11 Soit n>3
3. llexiste A, B € 0,(R) telles que AB+BA=0,,. 0 I 1....... 1
1 0
. - un entier naturel. On pose M = | ! 0 €M, (R)
m Mines-Telecom 2018

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n> 1. _ o\ 0

Soit u et v deux endomorphismes de E tels que u+v =id; et f I'endomorphisme canoniquement associé.
ef rg(u) +rg(v) < n. 1. Déterminer le rang de M.

Démontrer que E = Im(u) @ Im(v) puis en déduire que u 2. Trouver les valeurs propres de M ainsi que les sous-
et v sont des projecteurs. espaces propres associés.
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3. Donner la matrice de la projection orthogonale sur
Jm f dans la base canonique de R,,.

m Mines-Telecom 2022 (Guillaume) Soit A € M,(C)
telle que rg(A)=1.
1. Donner le polyndme caractéristique de A.

2. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit diagonalisable.

3. Bonus : montrer que A?=tr(A)-A.

Mines-Télécom 2022 (Aure) Soit neIN* et N € .#,,(C)
une mafrice nilpotente d’indice de nilpotence p € IN*.

1. Donner son polyndme minimal.

2. (a) On suppose que eV est diagonalisable. Montrer
que e¥ — I, est diagonalisable et nilpotente.

(b) En déduire que N =0,,.

CCINP 2022 (Lovise) couplé avec ? Soit u € £(E) ov

E est un R-espace vectoriel de dimension n. On suppose
que u admet n valeurs propres distinctes.

1. Soit v € Z(E). Montrer que uov=vou < u et v pos-
sedent une base de vecteurs propres en commun.

2. Soit A la matrice de u dans une base e. Discuter du
nombre de solutions de I'équation X2 = A.

m CCINP 2021 (Lucas)

1. Soient A, B € .#,(R). Que pensez-vous de |'affirmation
AB=0=A=00uB=0

Question bonus hors exercice : trouver une condifion
supplémentaire & AB =0 pour que cela implique A=0.

2. (a) Soit Ae .#,(R) telle que A(A—1,)*> =0. Montrer que
trAeN.

(o) Déterminer A dansle cas oU trA=0.

3. Soit Ae . #,(R) tel que A(A—1,)* =0. A est-elle toujours
diagonalisable 2

Mines Telecom 2021 (Eléonore)

Soit n > 3. On pose A la matrice carrée de taille n avec
des 1 sur la premiére ligne, la premiere colonne et la dia-
gonale et des 0 ailleurs.

Montrer que 1 est valeur propre de A et calculer son sous-
espace propre.

Déterminer les autres valeurs propres de A et leurs sous-
espaces propres.

m Mines Telecom 2021 (Mariette) Soit A< .#,(C). Mon-

frer que
trl,=trA=trA’=-..=tr A"

si et seulement si SpA={1}.

(42) ccine 2019

Soit b € R et n € N\ {0,1}. On considére dans .#,(IR) les
malftrices :

1. a) Exprimer A en fonctionde I, et J.
b) Montrer que P(X)=X?+(2—-2b—n)X+(b—1)(n+b—1)
est un polynébme annulateur de A.

a) Déterminerles valeurs propres et la dimension des
sous-espaces propres de A.

b) Calculer det(A).

(43) ccine 2019

Soit n € IN* et A, B deux matrices de .#,(R) telles que
AB=BA.O M = A B
=BA.Onpose M=|( |

1. Monftrer que pour tout k € IN, A*B = BA*. Calculer M*
pour tout k € IN*,

2. Montrer que pour tout P e R[X], P(M) = (P(A) BpP (A)).

0 P(A)

3. Soit Q un polyndme annulateur de A, scindé d racines
simples.

Montrer que Q’(A) est une matrice inversible.

4. Monftrer que si M est diagonalisable, alors A est diago-
nalisable et B=0.

5. Etablir la réciproque.

m TPE (Mines-Télécom) 2019

0 z =z
SoitzeCetA=|1 0 =z|.
1 1 0

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur z
pour que A soit diagonalisable dans .#;(C).

m CCINP 2019 Soit dans .#;(R) la matrice

3 -1 1

A=| 2 2

1 -1 3

1. Calculer A2—4A. En déduire un polyndbme annulateur

et le polyndme minimal de A. En déduire I'unique va-

leur propre de A. La matrice A est-elle diagonalisable 2
Est-elle inversible ¢

2. Soit n € N tel que n > 2. Déterminer le reste de la divi-
sion euclidienne de X" par (X —2).

3. Exprimer A" en fonction de A, I; et n.

4. L'expression obtenue a la question 3) est-elle toujours
vraie pourn=0¢n=12n=-1%2
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m TPE (Mines-Télécom) 2019 Soit E le R-espace vec-

toriel défini par
E = {fE%O(IR/erR)v f(x)mo}

Soit T I'endomorphisme de E défini par :
Vfe€E, VxeR,, T(f)(x)=f(x+1).

Déterminer I'ensemble des valeurs propres de f.

1 1 1
CCINP 2019 SoitA=| 0 0 1
0 -1 0

1. Dans cette question, on considéere A comme matrice
de #(R).
Calculer les valeurs propres de A et déterminer une
base de chaque sous-espace propre de A.

La matrice A est-elle diagonalisable 2 Déterminer le
polynébme minimal de A.

2. Dans cette question, on considéere A comme matrice
de ,(C).
Calculer les valeurs propres de A et déterminer une
base de chaque sous-espace propre de A.

La matrice A est-elle diagonalisable 2 Déterminer le
polyndme minimal de A.

3. Calculer A" pour tout neIN.

m Mines-Télécom 2019
2 1 1

SoitA=|1 2 1|e.s(R).
11 2

1. Exprimer A% en fonction de A et L.
2. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.

3. Soit A, et A, les deux valeurs propres de A. On pose
B=A-MLetC=A-A,1,.
Calculer BC, CB eft, pour tout neIN*, B" et C".

Exprimer, pour fout n € IN*, A* en fonction de B et C,
puis calculer A™.

(49 ccine 2019

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f, g
deux endomorphismes de E.

1. Démontrer que si f est bijectif, alors fog et go f ont
méme polyndme caractéristique.

2. Démontrer que si f, g sont bijectifs et fog est diago-
nalisable, alors go f est diagonalisable.

3. Démontrer que fog et go f ont les mémes valeurs
propres.

4. Donner deux matrices A, B de .#,(R) non diagonali-
sables et telle que AB est diagonalisable.

m Mines-Télécom 2019
Soit neIN\{0,1} et Ae .#,(R) telle que A +A+41,=0.

1. Montrer que A n'admet aucune valeur propre réelle.
2. Montrer que n est pair.

3. Déterminer tr(A) et det(A).

(51) ccINp 2019 soita-

1. La matrice A est-elle diagonalisable 2

2. On suppose qu'il existe une matrice B € .#,(C) telle
que B2=A.
Déterminer le polynéme caractéristique de B. En dé-
duire une confradiction. Conclure.

3. Montrer que A est semblable &

(52) ccinp 2019

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et
B =(e,,e,e;) une base de E.

Soit f I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la

o = O
o o o

1
0].
0

0 0 -—12
base BestA= 1 0 4
0 1 3

Pour fout vecteur X S E,
E(x)=Vect({f*(x), keN}).

1. Déterminer E(e)).

on  pose

2. Calculer le polyndme caractéristique de f et vérifier
que 2 est valeur propre de f.

3. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-
espaces propres associés.

L'endomorphisme f est-il diagonalisable ¢
4. Déterminer tous les vecteurs x de E tels que E(x)#E.

(53] ccinp 2019

Soit f un endomorphisme de R3 tel que f3+f =0et f #0.

1. Soit A la matrice de f dans la base canonique de R3.
Monftrer que A est diagonalisable dans .;(C).

2. Déterminer le rang de f.

3. Montrer que R? =Ker(f)®Im(f).

4. En utilisant le lemme des noyaux, montrer que
R® = Ker(f)®Ker(f? +id).

5. Montrer que Im(f)=Ker(f? +id).
6. Montrer qu'il existe une base de R?® dans laquelle la

0 0 0
matrice de festA=| 0 0 -1
0 1 0

(54) ccine 2019

SoitaeR, beR, et ceR,. On pose A=

0 b
a 0].
0 a

o O Q

1. La matrice A est-elle diagonalisable 2 Diagonaliser A
lorsque A est diagonalisable.

2. On suppose ¢ =0. Calculer exp(A).

3. Onsuppose bc #0. Expliqguer comment on peut calcu-
ler exp(A).
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@ CCINP 2019 m CCINP 2019 Soit neIN\{0,1} et f I'application définie

) — R sur /,(R) parYM e #,(R), f(M)=M +2MT.
Soit neIN\{0,1}, E=.#,(R) et tr: o ]
M — (M) 1. Vérifier que f est un endomorphisme de ., (R).
1. a) Montrer que Im(tr) = R. 2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
b) Déterminer dim (Ker(tr)). propres de f.
c) Montrer que E = Ker(tr) @ Vect(1,,). 3. L’endomorphisme f est-il diagonalisable 2
2. Montrer que I'endomorphisme 4. Calculer tr(f) et det(f).

E — E . .
f: M — M+t est diagonalisable. . -
3. Soit J € E telle que tr(J) = 0 et I'endomorphisme -m Mines-Telecom 2018
| E — E Soit E un espace vectoriel de dimension finie n>2 et u
81l M — M +tr(M)]. un endomorphisme de E.

Montrer que X2—2X +1 est un polyndme annulateur

A o ) 1. Démontrer que pour tout k€N,
de g. L'endomorphisme g est-il diagonalisable ¢

dim (Ker(u**")) < dim (Ker (")) + dim (Ker (u)).

m Mines-Télécom 2019 2. Dans la suite de cet exercice, on suppose que u" =
etrg(u)=n—1.
0 a a Démontrer que pour tout k €[1,n—1], dim(Ker(u*))=k.
SoitacR* et A= 11//a2 1? g € M(R). 3. Soit ke[1,n—1] et F un sous-espace vectoriel de E de
a a

dimension k. Démontrer que F =Ker(u*).
1. Montrer que A est diagonalisable sur R.

2. Calculer exp(A) sans chercher a diagonaliser A. m CCINP 2018 Soit f I'application définie sur R[X] par

x+1

CCINP 2019 smm:G D ¥PeR[X], VxR, f(P)(x):f P(t)dt.

1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

2. Soit neN. Pour tout P e R,[X], on pose f,(P)= f(P).
a) Montrer que f, est un endomorphisme de R,[X].
b) Calculer le déterminant de f,.
c) L'endomorphisme f, est-il diagonalisable 2

1. a) Justifier que A est diagonalisable.

b) Déterminer les valeurs propres de A et une base
de .#,,(R) formée de vecteurs propres de A.

2. Résoudre I'équation X2+ X = A d'inconnue X € ./4,(R).

3. Quelle solution de cette équation aurait pu étre immé-
diatement obtenue a I'acide du théoreme de Cayley-

Hamilton 2 m CCINP 2018 Pour tout P e R[X], on pose
f(P)=(2X+1)P—(X*—1)P’.

m CCINP 2019 1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

Soit neIN\{0,1} et Ae_#,(C). 2. Pour tout P e Ry[X], on pose ¢(P)= f(P).

On suppose que A" =1, et que (I,,4,...,A"") est une fa- a) Monftrer que ¢ est un endomorphisme de R,[X].

mille libre. Montrer que tr(A)=0. b) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de
R,[X].

m TPE (Mines-Télécom) - CCINP 2019 3. @) Soit Q un vecteur propre de f. Montrer que Q' #£0

et déterminer le degré de Q.

0 1 1 0 1 0 b) Déterminer les éléments propres de f.
SoitA=|1 0 O]JetB=|1 0 1].
2 1 0 1 2 0
Montrer de deux manieres différentes que A et B sont m CCINP 2018
semblables. 11 1 1 s 1 1 1
Soit _ 1 1 1 1 t _ 1 16 1 1 d
m CCINP 2019 Soit n € N* et A € .#,(R) telle que otA=1; 1 1 1|eTB=], 16 1 | 99ns
AT 1 1 1 1 1 1 1 16
=Atl. M4(R).
1. Montrer que A est diagonalisable dans .#,(C). 1. Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser A.
2. Montrer que le polyndme X°*—X—1 admet une unique 2. En déduire que B est diagonalisable et diagonaliser B.

racine réelle A, puis que 4> 0. . )
PUi 9 3. Donner deux polynémes annulateurs de la matrice B

3. En déduire que det(A)> 0. ainsi que son polyndme minimal.
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m CCINP - Mines-Télécom 2018 TPE (Mines-Télécom) 2018

. 1 1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
SO'TA:(l 1) et M € #,(R) telle que M*+M = A. Soit f un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres distinctes. Démontrer qu'il existe a € E tel que
1. Montrer que toute valeur propre de M prend au plus (a,f(a), f4(a),..., f""(a)) est une base de E.
quatre valeurs que I'on donnera.
2. a) Montrer que 0 ou —1 est valeur propre de M. CCINP 2018 Soif n € I o A € ,(C). On pose
Indication : utiliser det(A). e P
b) Que peut-on en déduire pour le polynébme carac- B (A A)
téristique de M 2 (o0 A)

. i . . °
c) La matrice M est-elle diagonalisable 2 1. Calculer B" pour tout m e N,

2. Soit P € C[X]. Exprimer P(B) en fonction de A, P(A) et
P'(A).

3. a) Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser
A

b) Soit X e 4,(R) telle que X?+ X = A.

Montrer qu'il existe P e 9.2,(R) telle que P-LAP et 3. Montrer que si B est diagonalisable, alors A I'est aussi.
P1XP sont diagonales. 4. Monfrer que B est diagonalisable si ef seulement si
c) Déterminer toutes les matrices X € .#,(R) telles A=0.

que X2+ X =A.

CCINP 2018 Soit E un C-espace vectoriel de dimen-

Mines-Télécom 2018 Soit E = 6°([0,+0oo[, R) I'espace sion finie. On note ¥ ={f € Z(E), Vg€ Z(E), fog=gof}.
vectoriel des fonctions continues de [0,+oo[ vers R. 1. Soit f e Z.

Pour toute fonction f € E, on définit la fonction

a) Monfrer que pour tout x € E, la famille (x, f(x)) est
o(f): R, — R par ®(f)0)=f(0) et, pour tout x >0,

lige.
1 (°F b) En déduire gu'il existe k € C tel que pourtout x € E,
<I>(f)(x):xf f(r)de. f(x)=kx.
0

. 2. Déterminer . Vérifier alors que & est un sous-espace
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. vectoriel de Z(E) et préciser sa dimension.

2. Déeterminer les éléments propres de @. 3. Soit f et g deux endomorphismes de E. On suppose

qu’il existe AeC telque fog—gof=Af.

m Mines-Télécom 2018 Soit n e IN* et 4, B dans ., (C). Moqtrergue f’efg ontfun vecteur propre en commun.
On étudiera d'abord le cas A=0.

On suppose que B est nilpotente et AB = BA.

1. Démontrer que si A est inversible, alors A™'B est une

. . CCINP 2018 Soit n € N tel que n > 3, et
matrice nilpotente.

2. Démontrer que det(A+ B) = det(A). (_)_. 1 0_.. ...... 0
3. Démontrer que A+ B et A ont méme polyndme carac- Do "
téristique. (ag,ay,...,a,,) € €. Soit J = | o et
0 B!
m CCINP 2018 Soit n e IN*. 1 0...ooonn... .0
X ” a . a, _.az'. ........ a,,
1.Soit X=( : |etY= deux matrices non nulles de argfl,.- h o
X, Y A=| az dans ., (C).
My (C). On pose A=XYT. a:2 611
a) Quelle estla taille de A2 a  Gp....... a,, a
b) Calculer A.
¢) Calculer le rang de A. 1. Calculer J* pour tout k €1, n].
d) Déterminer la dimension de Ker(A). 2. Exprimer A en fonction des matrices de la famille
e) Exprimer tr(A) en fonction de X et Y. (]k)0<k<n—l'
2. Soit Ae.#,(C) une matrice de rang 1. 3. Soit Q un polyndme non nul de C[X] tel que deg(Q) < n.

Montrer qu’il existe X et Y non nulles dans .#,, ,(C) telles Montrer que QUJ)# 0.
que A=XYT. 4. Que peut-on en déduire surle degré de «;, polyndéme

o -
3. Soit Ae ., (C) une matrice derang 1. minimal de J 2

a) Quel est le spectre de A2

b) Monfrer que 4 est diagonalisable si et seulement Montrer que A est diagonalisable et donnerles valeurs
si tr(A) #0. propres de A.

5. Déterminer ; et y;.

o
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CCINP 2018

Soit f un endomorphisme de R3 tel que 2+ f =0et f #0.

1. Montrer que R? =Ker(f)® Im(f).
2. Montrer que Im(f)=Ker(f? +id).

3. Montrer que f n'est pas injectif. Indication : on pourra
raisonner par I'absurde.

4. Montrer qu'il existe a € R® tel que (f(a), f*(a)) est liore.
En déduire que rg(f)=2.

5. Montrer qu'il existe une base de R? dans laqguelle la

0 0 0
matrice de festA=| 0 0 -1
0 1 0

CCINP 2018

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n > 2.
Soit p un projecteur de E distinct de I'endomorphisme
nul et de id;. On note ® I'endomorphisme de £(E) défini
par:
Yue ¥Y(E), ®(u)=uop—pou.
1. Soit ue Y(E)telque u=uop—pou.
a) Monfrerque pou=0et u=uop.
b) En déduire que u? =0 et Im(u) c Ker(p) c Ker(u).
2. Justifier que ® n'est pas injectif et déterminer Ker(®).

3. Montrer que I'endomorphisme @ est diagonalisable et
donner ses valeurs propres.

4. Montrer que 2(E)=Ker(®)® Im(P).

CCINP 2018

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n>2.
Soit f un endomorphisme de E tel que rg(f)=1.

1. Montrer qu'il existe A€ R tel que f2=Af.
2. A-t-on nécessairement E =Im(f) @ Ker(f) 2

3. Montrer que les frois propositions suivantes sont équi-
valentes :

(P1) il existe ¢ e R* tel que cf est une projection;

(P2) fof#0:
(P3) E=Im(f)eKer(f).

4, On suppose que f vérifie (P1). Montrer que f est dia-
gonalisable et tr(f)#0.

CCINP 2018

Soit n € N\ {0,1} et (a,b) € C?. Pour tout x € C,

on pose M(x) = € M,(C) et

A(x)=det(M(x)).
1. Montrer que A est une fonction polynomiale de degré
au plus égal a 1.
2. Onsuppose que a # b. Calculer A(x) pour tout x e C.

3. On suppose a = b. Soit x € C. Montrer que M(x) est
diagonalisable et calculer A(x).

CCINP 2018

On note E = 6°([0,1],R). Pour toute fonction f € E, on
note T(f) I'application de [0,1] vers R définie par

1—x
Vx €[0,1], T(f)(x)=f f()de.
0

Pour toute fonction f € E, on pose || flleo = sup |f(x)l.
x€[0,1]

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.

2. Soit f € E. Montrer que T(f) est dérivable et calculer
T(f)(x) pour tout x €[0,1].

3. L'endomorphisme T est-ilinjectif 2 surjectif 2 Justifierles

réponses.

4. Montrer que pour toute fonction f € E,
T (Moo <N flloo-
Que peut-on en déduire pour les valeurs propres de
T?

5. Soit f € E un vecteur propre de T et A la valeur propre
qui lui est associée.

Montrer que f est solution de I'équation différentielle

1 o
y”-i—ﬁy =0 et vérifie f(1)=0, f'(0)=0.

6. Déterminer le spectre de T et donner le sous-espace
propre associé d chaque valeur propre.

On vérifiera que Sp(T) est une famille dénombrable
convergeant vers 0.

CCINP 2018

Soit n e N* eTA:( O I

). On note K I'un des deux
_In On

corps R ou C.

1. Déterminer de trois maniéres différentes les valeurs
propres de A dans K :

(a) en utilisant la définition d'une valeur propre et
d'un vecteur propre de A;

(b) en calculant le polyndme caractéristique de A;
(c) en déterminant le polynéme minimal de A.

2. La matrice A est-elle frigonalisable dans .#,,(R) ¢

3. Montrer que A est diagonalisable dans .#,,(C) et dé-
terminer une matrice P € ¥.4,,(C) telle que PAP est
diagonale.

m CCINP - Mines-Télécom 2018

Soit n e N\ {0,1}, E =R, [X] et ¢ I"'application définie sur
E par

YPeE, o(P)=(X*—X)P(1)+(X*+X)P(-1).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.
2. Déterminer Im(y) et Ker(y).

3. Déterminer les valeurs
propres de .

propres et sous-espaces

4. L'endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 2
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m Mines-Télécom 2018

Soit ne IN* et Ae . #,(R) vérifiant A3+ A2+ A=0.

1.

Monftrer que la matrice A est diagonalisable dans
M, (C). Est-elle diagonalisable dans .#,(R) ¢

2. Démontrer que rg(A) est un entier pair.

. Donner un exemple de matrice non nulle A € #;(R)

telle que A*+ A2+ A=0.

m Mines-Télécom 2018

Soit E =6°([0,1], R). Pour toute fonction f € E et pour tout
x €[0,1], on pose

1.

1

@(f)(x):f min(x, £)f(¢)dt.
0

Montrer que ® est un endomorphisme de E.

2. Déterminer les éléments propres de ®.

5.

Algebre bilinéaire

Mines-Télécom 2022 (Cybélia)

Soient f,g € E=%([0,1],R). On définit

1 1
(flg)= f f(t)g(t)dt+f (g (t)de.
0 0

On pose

V={fe%'(0,1,R), f(0)=f(1)=0},
W ={fe6*(0,1LR), f'=f}.

. Montrer que (|-} définit un produit scalaire sur E.
. Montrer que V et W sont des sous-espaces vectoriels

de E et que (r—e', t— e ") est une base orthogonale
de w.

. Montrer que V et W sont orthogonaux.
. Calculer py(f) projeté orthogonal de f € E sur w.
. Montrer que V et W sont supplémentaires.

(84) ccINP 2021 (Hugo)

Soit (E, {,)) un espace préhilbertien avec E I'espace vec-
toriel des fonctions continues sur [a, b] A valeur dans R, a,

b réels, et (,) le produit scalaire tel que (f,g)=

b

[

On admet I'existence d'une suite orfhonormale
(L)wen € R,[XDN de polynédmes tels que pour tout
kelN, degL; =k.

Soit n € IN. On note F, le sous espace vectoriel des fonc-
tions polynomiales engendré par Ly, ..., L, et P,(f) la pro-
jection orthogonale de f sur F,.

1.
2.

Exprimer P,(f) et ||Pn(f)||2 en fonction des L.

Montrer que que la suite (||f—Pn(f)||2)n est décrois-
sante.

3. Montrer que la suite (L,), est fotale dans E.

. Donnez la limite de la suite (|| £ — P.(F)|")

n

+00 b 2
5. Montrez que ||fH2=Z(J f(t)Lk(t)dt) .
k=0 a

m Mines Telecom 2021 (Maryam)

Soit 8 une base orthonormale directe. Soit E un espace
vectoriel euclidien de dimension 2.

1.

Décrire I'ensemble des isométries vectorielles.

Déterminer I'expression de la représentation matri-
cielle d'une isométrie dans R2.

. Monftrer que la représentation matricielle d'une iso-

métrie vectorielle directe ne dépend pas de la base
orthonormée choisie (a I'aide des régles de calcul
usuelles sur .7 0,(R)).

. Trouver la nature et les éléments caractéristiques

de [l'isométrie

A_14 3
“5\3 —4)

représentée matriciellement par

(86 ccine 2019

Soit (E,{, }) un espace euclidien de dimension n > 2. Soit
u un vecteur unitaire de E. Pour fout a € R* et tout x € E,
on pose f,(x)=x+a(x, u)u.

1.

2.

3.

Soit a € R*. Montrer que f, est un endomorphisme sy-
métrique de E.

a) Montrer qu'il existe un unique b € R* vérifiant
Vx €k, lIf(x)ll=Ilx|l.

b) Montrer que Ker(f, —id;) et Ker(f, +ids) sont sup-
plémentaires dans E.

Soit a € R*. Déterminer les valeurs propres et sous-
espaces propres de f,.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur

a € R* pour que [, soit bijectif.

CCINP 2019

Soit n e IN*. On note #,(R) I'ensemble des matrices symé-
friques de ., (RR). On pose

. SoitA=|1

SHR)={M € #,(R), VX € M,,(R), XTMX >0}.

. Soit M € Z,(R).

Montrer que M € #}(R) si et seulement si toutes les va-
leurs propres de M sont positives.
5 1 1
5 1].
1 1 5

a) Justifier que A est diagonalisable et diagonaliser
A dans une base orthonormale de #;,(R).

b) Montrer que A€ #(R).

c) Montrer gqu’il existe R € #*(R) telle que R? = A.
Soit B € #(R).

a) Montrer que B? € #"(R).

b) Montrer que si AB = BA, alors (ABY € #(R).
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CCINP 2019

Soit neIN* et Ae .#,(R) telle que A2+ AT=1,.
1. Déterminer un polyndbme annulateur de A de degré 4.
Que peut-on en déduire pour A2

2. Démontrer que 0 et 1 ne sont pas valeurs propres de
A.

Indication : on pourra considérer XTAX oU X est un
vecteur de ., ,(R) bien choisi.

3. Montrer que A est une matrice symétrique. Que peut-
on dire de ses valeurs propres ¢

4. Déterminer toutes les matrices M de 4, (R) telles que

M?*+MT=1,. 1.

(89 ccine 2019

Pour tout (P,Q)e R[X]?, on pose (P,Q) = f
0

P(t)Q(¢)dt.

1. Montrer que (,) est un produit scalaire sur R[X].
2. Déterminer une base orthonormée de R,[X].

1
3. On pose a=min{f

0
Justifier I'existence de a et déterminer a, ainsi que
deux nombres réels a et b réalisant ce minimum, en
utilisant deux méthodes différentes :

* al'cide delabase orthonormée de R, [X] trouvée
d la question précédente;

% en cherchant a et b de telle sorte que X?2—aX—b
appartienne a R,[X]*.

(90 ccine 2019

Soit n € IN*. On note 0,(R) I'ensemble des matrices or-
thogonales de .#,(R) et T}(R) I'ensemble des matrices tri-
angulaires supérieures de .#,(IR) dont tous les coefficients
diagonaux sonft strictement posiifs.

1. Montrer que 0,(R) et T (IR) sont des sous-groupes de 1

(9<,(R),x). )
2. Montrer que 0,(R)NT;(R)={I,}. ’
3. Montrer que pour toute A€ 9.2 ,(R), il existe un unique 3

(0,T)e 0,(R) x T[(R) tel que A=OT.
Indication : on pourra utiliser une base orthonormale
construite a I'aide du procédé de Schmidt.

(91) ccine 2019

Soit n e N* et U, V deux vecteurs de ., ,(R). On pose
M=IL,+UVTetr=tr(UVT).

1. Montrer que M2 —(t +2)M + (¢ +1)I, = 0. Indication : on
pourra remarquer que VTU € R.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢
pour que M soit inversible.
Dans ce cas exprimer M~ en fonctionde r, U, V et I,.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢, U
et V pour que M soit diagonalisable.

Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces
propres de M.

1 2.

(tZ—at—b)zdt, (a,b)e]Rz}. 4.

m Mines-Télécom 2019

Soit (E,(,)) un espace euclidien de dimension n > 2.

Soit a, b deux vecteurs de E et f I'endomorphisme de
E définiparVx eE, f(x)={(a,x)b.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a
et b pour que f soif diagonalisable.

CCINP - Mines-Télécom 2019

Soit n € IN*. On munit R* du produit scalaire canonique
(, ). Soit f un endomorphisme symétrique de R" dont
toutes les valeurs propres sont strictement positives.

Justifier qu'il existe une base orthonormale

B =(u,...,u,) de R* formée de vecteurs propres de

f.

, L R" — R

Démontrer que I'application :
querapp (x,7) (x, f(¥)

—

est un produit scalaire sur R".

Démontrer qu'il existe un unique endomorphisme sy-
métrique g de R” tel que g2 = f et n'admettant que
des valeurs propres strictement positives.

Justifier que g est bijectif et démontrer que

(g*l(ul),...,gfl(u,,)) est une base orthonormale de
R" pour le produit scalaire ®.

m Mines-Télécom 2018

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soit
B =(ey,...,e,) Une base orthonormée de E.
Soit F un sous-espace vectoriel de E ef p le projecteur
n

orthogonal sur F. Démontrer que Zl|p(e,-)||2 est indépen-

i=1

dant du choix de la base orthonormée 4.

CCINP - Mines-Télécom 2018
Soit E un espace préhilbertien et p un projecteur de E.

. Montrer que E =Ker(p)®Im(p).

On suppose que p est un projecteur orthogonal. Dé-
montrer que pour tout x € E, ||p(x)l| < |lx]].

. On suppose que pour tout x € E, ||p(x)|| <||x]. Démon-

frer que p est un projecteur orthogonal.

. Dans cette question, E = R?, ¢ = (1,0), & = (1,1),

D =Vect(g;) et A=Vect(s,).
Soit p le projecteur sur A = Vect(s,) parallelement &
D =Vect(e,).

a) Donner la matrice de p dans la base canonique
de R2.
b) Trouver x € E tel que ||p(x)l > ||x]|.

. Soit u € 2(RR%) canoniquement associé a

5 -1 2
5 2
2 2

Démontrer que u est un projecteur orthogonal sur un
plan dont on donnera un vecteur normal.
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(96 ccine 2018

Soit E = ¢6°(—1,1],R) et @ I'application définie sur E? par
1

V(f.8)€ E? of,8)= | f(x)g(x)dx.

-1

On note P (resp. I) le sous-espace vectoriel de E des

fonctions paires (resp. impaires).

1. Montrerque E=P@o1.

. Montrer que Pt=1.

AW N

x e[-1,1].

Mines-Télécom 2018

. Montrer que @ est un produit scalaire sur E.

. Soit ¥ la symétrie orthogonale de E par rapport & P.
Soit f € E. On note f=u(f). Déterminer f(x) pour tout

Soit (E,(, )) un espace euclidien de dimension n > 2.

Soit a un vecteur unitaire de E. Pour tout ¢ € R, on note f,
I'endomorphisme de E définiparVx € E, f,(x)=x+a(a, x)a.

1. Montrer que pour tout (a, B) € R?, f, o f5 = fusprap-

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur

a € R pour que f, soit bijectif.

3. Soit a € R. Déterminer les éléments propres de f,. Justi-

fier de deux facons que f, est diagonalisable.

4. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur

a pour que f, soit une symétrie.

(98] ccine 2018

Soit m € IN*. Pour tout (A,B) € .#,(R)’>, on pose

(A,B) =tr(ATB).

On note #,(R) le sous-espace vectoriel de .#,(R) des
matrices symétriques et ./, (R) le sous-espace vectoriel de

M ,(R) des matrices antisymétriques.

1. Montrer que (, ) est un produit scalaire sur .4, (R).
2. Montrer que %,(R)L.«,(R) et #,(R)=%,(R)®.«,(R).

3. Calculer la distance de M =

0
2

-1

4. Soit H, ={X € .#,(R), tr(X)=0}.

a) Montrer que H, est un sous-espace vectoriel de
M ,(R) et calculer sa dimension.

b) Calculerla distance de J =

c) Calculer la distance de I, & H,.

dimension n > 3.

Soit a, b deux vecteurs unitaires et linéairement indépen-

dants de E.

On pose, pour tout x € E, u(x)={a,x)a+{b,x)b.

1. Montrer que u est un endomorphisme symétrique de

E.
2. Déterminer Ker(u).

1
0

-1

2
1
0

a #A(R).

d H;.

3.

1.

6.

P=

En déduire les valeurs propres et les sous-espaces

propres de u.

ENS 2022 (Greg)
Soit (s,) eRN.
On pose
R[X] — R
S +00 oo
P= Z aan —_ Z a, Sy
n=0 n=0
Pour n €N, on note
. ]Rn[X]2 — R
"l (PQ) — S(PQ)
H, = (Si+]'*2)i,je[[l,n+l]l
d,=detH,

Montrer que ¢, est une forme bilinéaire symétrique.

. Montrer que ¢,, est défini-positive.
Indication : frouver une relation entre H, et ¢,,.

. Onsuppose que pour tout neN, p, est un produit sca-

laire.
Soit PeR[X]telque P£0et P>0.
Montrer que S(P)> 0.

Espaces vectoriels normés

Mines Telecom 2021 (Marcelin) Soit E = C[X],

> arX*eE.

keN

On définit la norme ||.|| par

VP €E, ||P||=sup|al.
keN

Soit b €N, on définit I'application

1.
2.

Soit E=<%([0,1],R) et ¢ € E. Pour toute fonction f € E, on

f:|E — C
P — P(b)

Montrer que f est linéaire.
Etudier la confinuité de f.

Mines-Télécom 2019

POse || flloo = Sl[lopl]lf(X)l et No(f)=11f¢lloo-

Démontrer que N, est une norme sur E si et seulement si

¢V (R*) est dense dans [0,1].

CCINP 2022 (Théo) Soit E un espace euclidien de CCINP 2019

Soit f:]—1,1[— R? définie par Vre]—1,1[,

On note ||.], la norme euclidienne associée au produit

(0,0)

Fle)= (tzsin(%),tzcos(%)) si t€]0,1]

scalaire canonigue sur R2.
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1. Montrer que f est dérivable sur ]—1,1[.
2. Caleuler ||f'(¢)

3. f(1—1,1]) est-il connexe par arcs? f'(]—1,1[) est-il
connexe par arcs ¢

(104) ccine 2019

Soit £° ={(u,)ex €RY, (u,),en €5t DOMEE}.

Pour toute suite u € £*°, on pose N, (u) = sup|u,| ef
nelN

Nl pour tout t €]-1,1[.

N(u)ZSup|un+l_ un|~
nelN

1. Montrer que N,, est une norme sur £*°.

2. Soit E le sous-espace vectoriel de (> défini par
E= {(un)nEIN e[oo, Uy = O}
Montrer que N est une norme sur E. L'application N
est-elle une norme sur (= 2

3. Comparerles normes N, et N sur E.
4. Soit F={(u,),en € E, IpeN, ¥Yn>p, u, =0}.

L'ensemble F est-il un fermé de E pour la norme N, 2
pour la norme N 2

m CCINP 2018 Soit nN\{0,1} et
F={Ae.,(C), A>=A}.

1. Démontrer que ¥.¢,(C) est un ouvert dense de .#,,(C).

2. Démontrer que F est une partie fermée de .#,,(C).
3. Démontrer que F n'est pas compact.
4. Démontrer que F est d'intérieur vide.

CCINP 2022 (Ammar) couplé avec 82
Soit Soit f: K — K une application vérifiant

1. Soient E,F espaces vectoriels normés. Montrer que
I'image d’'un compact de E par une application
continue f: E — F est un compact de F.

2. Soit (E,||.]|) un espace vectoriel normé, K un compact
non vide de E, f: K — K confinue telle que

V(x,y)eK?, x#y=>IIf(x)=f(y

a) Monfrer que g: x— ||f(x)—x|| est continue.

b) En déduire que f admet un point fixe et qu'il est
unique. On le note ¢.

c) Soit (u,),en € KN telle que Vn e NN,
Monftrer que (u,),en € KN converge ver £.
Indication : on pourra montrer que (|lu, —£|)nen
converge et que sa limite ne peut éfre que 0.

< llx=yll.

3. Soit f: xe[O,g]-—wosx. Monftrer que f admet un point

fixe Ee[o,g].

CCINP 2018

Soit (E,||.|)) un espace vectoriel normé de dimension finie
et A un fermé non vide de E. )
o
2

Soit f : A — A une application vérifiant 3k €
V(x,y)e A2,

If(x)= ¥l <

k(I ()= xl+1F ()= yll).

un+1 = f(un)

1. Montrer que f admet au plus un point fixe dans A.

2. Soit (x,),en UNe suite définie par x, € A et, pour tout
nelN, x,,, = f(x,). Montrer que pour tout ne N,

k n
=5l < (1 ) = 5l

3. Montrer que la suite (x,),en CONverge.

4. Démontrer que f admet un unique point fixe dans A.

m Mines-Télécom 2017

Soit E=<€([0,1],R). Pour toute fonction f € E, on pose :

x) et N(f d 2+f fr(t)2dte.

1. Montrer que N est une norme sur E.

1flleo = sup If(x

x€[0,1]
2. Comparerles normes N et ||+ ||oo-

m Mines-Ponts 2022 (Greg) Soita,b eRtelsque a < b.

1. Montrer que

N:PeR[X]— sup |P(x)|

x€la,b]

est une norme.

2. Soit BLQ eR[X].
Montrer qu'il existe (E,) € R[IX]N et deux normes telles
que F, converge vers P pour I'une et Q pour |'autre.

TPE (Mines-Telecom) 2017

On note (*°(C) I'espace vectoriel des suites complexes
bornées.

Pour toute suite u = (u,),eny Qppartenant & £°°(C), on
pose |lulleo =sup|u,|.

nelN

Pour toute suite u = (u,),,ey appartenant a £°°(C), on
pose (I)(u) = (un+1 - un)nE]N~
1. Montrer que |||l €st une norme sur £>°(C).
2. Montrer que ® est un endomorphisme de £°(C).

3. Montrer que I'application & est continue pour la
norme |||/ eo-

4. Calculer la norme d'opérateur de ® subordonnée a

[loo-

@ Mines-Telecom 2022 (Cybélia)

Soit H={(x,y)eR?, y?—x?=1}.

1. La partie H de R? est-elle fermée 2

2. Rappeler la définition d’une partie connexe par arcs.
3. La sphére unité S de RR? est-elle connexe par arcs 2
4

. Monftrer que I'image de S par une fonction f: R?—> R
continue est un segment.
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7. Dérivation, fonctions convexes et intégra- 1.

tion sur un segment 2

(112) ccinp 2021 (Clément) 3,

Soit ¢ une fonction continue et convexe sur R, f une
fonction continue sur un segment [a, b].

1. Démontrer que

1 (7 1
(p(b—a_L f(t)dt)< b—a

Indication : penser aux sommes de Riemann.
2. Montrer que In(1+1)< L.

b
j p(f(r)dr.

3. (...) 1.
. Déterminer mfloof(x)'

(113] ccinp 2019 3.

dr
NeEET

1. Montrer que g est de classe 6" sur R* et calculer g'(x)
pour tout x e R*.

2x
Pour tout x €]0,+00[, on pose g(x):J.

. Dresser le tableau de variation de g.
. Etudier le comportement de g en 0*.
. Etudier le comportement de g en +co.

O A ON

. Tracer I'allure de la représentation graphique de g.

Montrer que f est de classe 6! sur R.

. Soit n € IN*. Résoudre I'équation F;(x) =0 d’'inconnue

xeR.
Pour tout n € IN*, on note

x,=min{xeR,, F/(x)=0}.

Montrer que Fn(x,,)—::f f(e)dz.
0

dr
1414

2x
CCINP 2018 Soit la fonction f:x—»f

Etudier la parité de f.

Montrer que f est de classe 6! sur R et exprimer f/(x)
pour tout x e R.

. Etudier le sens de variation de f sur R, puis tracer son

graphe.

. Donner un équivalent de f’(x) quand x tend vers +oo,

puis déterminer un équivalent de f(x) quand x tend
Vers +00.

TPE (Mines-Telecom) 2017

Soit I unintervalle de R et f une fonction de I vers R.

(114) ccine 2019

Soit P e R[X]un polyndme de degré impair et f une fonc-
tion de R vers R. On suppose que f est de classe ¢ sur

R et que:

2.

VneN, VieR, |f"(1)|<|P(1).

1. Montrer qu'il existe a € R tel que pour tout n € NN,
f™(a)=0.

2. En déduire que f est la fonction nulle sur R.

3. Ce résultat subsiste-t-il si P est de degré pair?

@ Mines-Télécom 2018

Soit f:[0,1]— R une fonction continue telle que

1
f f(oyde=o.
0

1. Justifier I'existence de m = inf f(x), M = sup f(x) et
x€[0,1] x€l0,1]

1.

montrer que mM <0.
2. Montrer que f s'annule sur [0,1].

1
3. Monftrer que f f(x)dx <—mM. 5
N .

Indication on pourra considérer la fonction

g:x— (M- f(x)(f(x)—m).

116) comp 2018

Soit f la fonction de R vers R définie par f(0)=1 et, pour

fout x e R?, f(x)= S0,

n

Pour tout n e IN* et fout x € R, on pose F,,(x):z
k=1

sin(k x)
.

1.

Démontrer que si f est convexe sur I, alors pour fout
(a,b) € I?, f est majorée sur [a, b] et atteint son maxi-
mum en a ou b.

Démontrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

(C1) f est convexe sur I.
(C2) Pour tout (a,b) € I? et tout A € R, la fonction

x — f(x)+ Ax est majorée sur [a, b] et atteint son
maximum en a ouU b.

TPE (Mines-Telecom) 2017

Soit f: IR — R une solution sur R de I'équation différen-
tielle

y"+(2—cos(t?))y =o0.
Dans cette question, on suppose que pour tout ¢ € R,
f(r)<o.
a) Monfrer que f est convexe sur R.

b) On note 4, le graphe de f. Soit a € R. Ecrire
I'équation de la tangente & ¢, au point d’abs-
cisse a. En déduire une contradiction.

Montrer que I'équation f(t) =0 admet au moins une
racine réelle.

CCINP 2022 (Anatol) couplé avec 102

Soit f: R — E continue avec E espace vectoriel de di-
mension finie, F I'unique primitive de f s’annulant en 0. On
pose

1 )
o _xf(t)dt Si x #£0,

f(0)

VxeR, Gyx)=
sinon.
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1. (a) Montrer que @ Mines-Télécom 2019

Soit @ e Rx. Déterminer un équivalent de Zln“(k).
k=2

1
1
(b) Pour x eR, montrer que Gy(x)= Zf f(xu)du.
-1 . V4
(c) Montrer que G, est paire et donner I'ensemble Mines-Teélecom 2019

des réels en lesquels elle est contfinue. 1)

(d) Montrer que G; est nulle si et seulement si f est Etudier la nature de la série Zm
impaire. n>2
2. Soit ¢ 1 f — Gy
(a) Montrer que ¢ est un endomorphisme. CCINP 2019 Soit (a,b) € (R:)" ef (u,),ay la suite défi-
(b) ¢ est-elle injective 2 n+a

nie par u,=1 et, pour tout neN, u,,, =

(c) ¢ est-elle surjective 2 ntb

1. a) Vérifier que pour tout ne€NN, u, > 0.

@ Mines-Telecom 2022 (Perrine) Soit a,b € R tel que b) Soit @ e R. Pour tout n e IN*, on pose x, =In(n%u,,).

) b Déterminer une valeur a pour que la série
a<b.Soit fe€¢°(a,b],R) tel que f f=1 Z(x"“ —x,) converge.
2 b a n>1
Comparer (J tf(t)dt) e’rf 2 f(t)de. 2. Etudier la nature de la série Zun.
a n=0

8. Suites et séries numériques

(129) ccine 2019

Soit (uy,),en la suite définie par u, =1 et, pour tout n e NN,
Uy = Uyetn,

@ Mines-Télécom 2022 (Aure) Soit x€]—1,1[.

1. Montrer que la famille (x**) .p est sommable.

(k,0)e(IN
2. Pour tout n € IN*, on note d(n) le nombre de diviseurs
de n dans IN.

1. Soit (x,),en UNE suite réelle convergente. On pose ¢ sa

o 1 n—1
" oo limite et, pour tout neIN*, y, = szk'
k=0

+00
Démontrer que Z - =Zd(n)x".
k=1 n=1

Démontrer que la suite (y,),s converge vers £.

2. Montrer que la suite (u,),en CcOnverge et calculer sa

. limite.
@ CCINP 2021 (Matthieu) 1 1
" 3. Soit, pour tout n e NN, v, = — —. Montrer que la
« 1 . un+1 un
Oﬂ pose pOUF tOUt ne N s Uy :Z E et v, = un—ln n. Su|1'e (Un)nE]N Converge vers ] .
k=1
oo 4. En déduire un équivalent de u,. La série Z u,
1. Montrerque R, = Z — existe puis en trouver un équi- n>0
o k2 converge-t-elle 2
valent.
2. Trouver un équivalent de v,,, — v, puis en déduire que .
(v,) converge vers une limite 7. Mines-Télécom 2018
3. Trouver pour quelles valeurs de a la série de terme gé- n
néral a, =a"» converge. Soit, pour fout neN*, v,=> Vk—n.
k=1
m Mines Telecom 2021 (Mariette) 1. Etudier sur R la fonction f: x — In(x)
X

Soit fe €' (R), f>0, f'<0, f(0)=1.

X __1__ 2
Soit (x,),50 € RN, felle que x, € R} et pour fout entier n e N, 2. Montrer que pour fout x €[0,1], e* —1—x|<2x*.

Xp1 = X, f(X5)- 3. Déterminer lim v, puis donner un équivalent de v,
1. Etudier la suite (x,),s;- quand n tend vers +oo.

2. Etudier la série de terme général x,,.

@ Mines-Télécom 2018

@ TPE (Mines-Telecom) 2019

Soit z € €. Mont Soit, pour tout entier n>2, u, =1 ( @n—1)n )
’ nzc U,=mM| —————— |.
oit z € C. Montrer que p 0 En s =T
(1+E)"_,ez Montrer que la série Zu,, converge et calculer sa
n n—too n>2
somme.
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@ Mines-Télécom 2018 1. Etudier la convergence simple et la convergence uni-
forme de la suite de fonctions (f;,),en-

det !

Soit, pour tout neNN, u, :f 2. On pose, pour tout n €N, u, :f f.(t)dz. Etudier la

1+18/2°
. 0
Etudier la nature de la série Z u,. convergence de la suite (u,),en-
10 Autre question posée a['oral : Onnote f lalimite de (f,)en-
Pourtout neN, on pose g, = f,,—f. Etudier la convergence
Mines-Ponts 2022 (Greg) de la série > g,.

1. Soit (p,) €[2,+oc]" croissante.
roo CCINP 2019

Montrer que Z converge vers x €]0,1]. 1
n=1 PLoo-Pn Pour tout ne€ N et tout x € R, on pose f,(x)= M
2. Inversement, soit x €]0,1]. Monftrer |'existence et unicité 2n(3n—1)
des p,. 1. Déterminer I'ensemble D de convergence simple de
3. Montrer que si x €]0,1]uQ alors (p,) est stationnaire. la série de fonctions an-

n=0

4. Montrer que v2 est irationnel. oo
2. Montrer que la fonction f =an est contfinue sur D.

9. Suites et séries de fonctions n=0
3. La série de fonctions an converge-t-elle uniformé-
(134) cCINP 2021 (Jéhanne) ment sur D 2 "
On définit Z(1)= Z* @ CCINP 2019 Pour tout n e N et tout t € R, on pose
1. Donner I'ensemble de définition de Z et son sens de e’
variation. u,(t)= PEERE

2. Calculer la limite de Z en +oo.
1 1. Justifier que t— .(1) est définie et continue sur
3. Montrer que Z(t) S ToT que f: nz(; )

, R.
4. Etudier la convexité de Z sur son ensemble de défini-
2. Montrer que f(t)—— 1.

tion. : t—+00

3. Soit n € IN*. Etudier les variations de u/ sur R, et en

CCINP 2021 (Amaury) deduire [lulloo = sup|u; (1)]-

1— x2n+2 4. Montrer que f est de classe 6! sur R.
On pose pour tout n e N, f,: x e R\ {-1} » —— et . Lo .
1 I+x 5. Etudier le sens de variation de la fonction f et donner
fixeR\{-1}— Te I'allure de sa représentation graphique.
X

6. Démontrer que la fonction g : r — f(t)—1 estintégrable

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions SUrR
.

(f;l)né]N'
2. Donner les intervalles sur lesquels il y a convergence

uniforme. m CCINP 2019

1
3. Déterminer une majoration de f (fulx)—f(x)) dx| et Pour touf n € IN* ef tout x € R, on pose
0
1 “ X
en déduire lir&f f.(0)de. u"(x):ﬂcos(ﬁ)'
. -
4. Proposer une autre méthode pour déterminer cette 1. Soit x e R*. Montrer que pour tout n e IN*,
limite.
n n Jsin X )= sin(x)
5. Montrer que f,,:x»—erz"—Zka“. Un(x SIH(27)_ 2n
k=0 k=0
1) En déduire gqu'il existe N, € N* tel que pour tout n> N,,
6. Justifier a convergence de la série Z— et expli-
= 1+k _ sin(x)
guer comment calculer la somme avec les questions Un T on Sm(i)'
, , 2n
précédentes.
2. Etudier la convergence simple sur R de la suite de
m Mines Telecom 2021 (Eléonore) fonctions ().
) 3. En étudiant la suite (u, (2*'x)) _,, montrer que (u,),:
Pour tout n €N, on définit, sur R, f, : x — 224 ne converge pas uniformément sur R.
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4. Soit ¢ :[-1,1]— R la fonction définie par : @ Mines-Télécom 2019

oot tout B 1 0
©(0)=0 et, pour tout x € [-1,1]\ {0}, p(x)= sin(x)  x’ Soit a €]—1,1] fixé et la foncTionS:xHZ .
=0 n+x
Justifier que ¢ est bornée sur [-1,1]. 1. Déterminer le domaine de définition de la fonction §.
5. Démontrer que (u,),s; converge uniformément sur 2. Calculer ligrn(><> S(x) puis déterminer un équivalent de S
[-1,1]. Cela se généralise-t-il & [—a,a] avec a>072 au voisinoxge de +o0.
Indication : on pourra utiliser la fonction ¢. . B 1
3. Déterminer (a, B) € R? tel que S(x)= —+;+ 0 (;)

(140) ccine 2019

m Mines-Télécom 2019 Soit (u,),s, la suite de fonc-
Pour tout n e N et tfout x €[0,2], on pose

tions de R vers R définies par

fu(x)=n?x(1—x)" + Arcsin(x —1). xe—"x
Vn=2 VxeR, u,(x)=

1. Déterminer le domaine D de convergence simple de
la suite de fonctions (f,),en- 1. Déterminer le domaine D de convergence simple de
la série de fonctions Z u,

n=2

2. Soit a €]0,1[. Etudier la convergence uniforme sur

[a,2—a] de la suite de fonctions (f,)en- . .
2. Etudier la convergence normale de la série de fonc-

3. Etudierla convergence uniforme de (f,),ex sUr [0, 1] par tions Z u, sur D.
deux méthodes différentes : =
= en étudiant les variations de f, — f sur [0,1], ou 3. Etudier la convergence uniforme de la série de fonc-
f=lim f,; tions > "u, sur D.
n—+00 )
1
= en calculant lir+nooJ fu(t)dt
' CCINP 2018
. (tz_l)n-H
CCINP 2019 Pour tout n e IN* et tout £ €[0,1], on pose Soit, pour tout n€ N et tout £ €[0,1], f,(¢)= ]
1\ . . .
2 )=et(1——) . 1. Montrer que la série de fonctions ;fn converge sim
plement sur [0,1].
1. Soit ne IN*. 2. Etudier la convergence normale de an sur [0,1].

nz0

e’
Montrer que pour tout ¢ €]0,1 1)< — .
9 auep b |g ( )| n’ 3. Etudier la convergence uniforme de Zf,, sur [0,1].

b) Montrer que pour tout r €[0,1], n>0
4. Donner le developpemem en série entiere de

_(1_ L)" <L
2 S x —In(1—x). En déduire nZ;fn ) pour fout ¢t €[0,1].
1 (tz_l)nﬂ
2. Pour tout n € IN* ef tout x € [0,1], on pose 5. Soit, pour tout neN, u, =f — T dt. Montrer que
x n
0
h"(x)zf gn(t)dt. la série > u, conver
" ge.
Etudier la convergence simple et la convergence uni- 1 oo
forme de la suite de fonctions (h,,),s; sur[0,1]. 6. Colculerf In(2—2) dt et en déduire Z“"
0 n=0
m Mines-Télécom 2019 . L,
Mines-Telecom 2018
Soit la fonction f: XHZArctan(nx) IPQgr tout n € IN*, on note f, la fonction de [0,1] vers R
— définie par
1 . 1
1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction fx)={n **€ ] e 1';]
I 0 sinon

2. Etudier la confinuite de f sur D. Etudier la convergence simple et la convergence uni-

3. Etudier la dérivabilité de f sur D. forme de la série de fonctions an.

nz1
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CCINP 2018

Soit, pour tout n €N et tout x €[0, ],
[fu(x)=cos"(x)sin(x).
1. Etudierles convergences simple et uniforme de la suite

de fonctions (f,)nen SUr [0, 7).

2. Etudier les convergences simple, uniforme et normale
de la série de fonctions an sur [0, 7t].

n=0
+00
La fonction S = an est-elle définie sur [0,77] ¢ Est-elle

n=0

continue sur [0,7] ¢

Mines-Télécom 2018

Soit (f,).s1 la suite de fonctions de R vers R définies par

1
T n+n2x’

VnelN', VxeR:, f,(x)

+00
1. Montrer que la fonction f:an est de classe € sur
n=1
R*.
2

2. Démontrer que f(x) oo bx"

Mines-Télécom 2018
+00

Soit la fonction f:x — Ze‘xﬁ.
n=0

1. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction
f.
2. Montrer que f est de classe ¢ sur D;.

3. Déterminer un équivalent de f(x) quand x tend vers
0*.

@ Mines-Télécom 2018

Soit (f,),51 la suite de fonctions de R vers R définies par
(_l)n—l x
X 11’1(1 + ;) .

1. Montrer que la série de fonctions Zf,, converge sim-

n=1

YnelN*, VxeR!, f,(x)=

plement sur RY.

+00
2. Déterminer )}Lrg;fn(x).

10. Intégrales généralisées, convergence do-

minée et intégrales a parametre

@ CCINP 2002 (Gabriel) couplé avec 61 Soit
oo Arctan(xt)
F:x— —FF X dr.
0 t(1+12)
1. (a) Montrer que F est de classe 4! sur R.
(o) Déterminer F.

z Arctan(x tan8)
tan @
maine de définition de G.

2. Soit G : x — dg. Déterminer le do-

3. Trouver une relation entre F et G.

2

4, En déduiref
an @

0

@ Mines-Télécom 2019

Soit @ € R. Etudier la nature de I'intégrale

+00
f x%In(x +e**)dx.
0

CCINP 2021 (Théo)

Soit f :[0,4+00[— R une fonction continue n-périodique

telle que f(x)dx=0.
0

™ +00

Soit n e IN* et u,, :f f(x)e™/"dx et v, :J. f(x)e /" dx.
0 0

1. Justifier I'existence de u,, et v,.

2. Montrer qu’il existe (ay.,)kmenxn telle que pour tout

+00
nelN*, v,=u,S, oU S, :Zak_n.
=0

n
3. Montrer que S, ~ o

4. Montrer que u, —— 0.
n—+00

5. Etudier la limite de (v,,).

CCINP 2019

Pour tout n € IN*, on pose I, =J

0

+00

dr
(14"

1. Montrer que pour tout n € IN*, I, existe.

2. Montrer que la suite (1,),s; est décroissante et

converge.

3. Soit n € IN*. Déterminer une relation de récurrence
entre I, et I,,,.

4. Pour tout n € IN* et tout ¢ € [0,400[, on pose

fn(l‘):m~

Etudier la convergence simple de la suite de fonctions
(fn)n>1 sur [0’ +OO[-
La suite de fonctions (f,),s; converge-t-elle uniformé-
ment sur [0, +oo[ ¢

5. Calculer la limite de la suite (I,),-; en appliquant le
théoréme de convergence dominée.

(155) ccine 2019

% sin(rx)e~t
Soit la fonction f: x —»f —_—
0

t

dz.

1. Déterminer le domaine de définition D de la fonction
f.

2. Démontrer que f est de classe € sur D.
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3. Calculer explicitement f/(
4, En déduire f(x)

(156) ccinp 2019

Soit les fonctions

f:xH(J-xe_’zdt)

L g—x21412)
X — —_—
g L 1+1¢2

1. Montrer que f est de classe 61! sur R et calculer f/(x)
pour tout x e R.

x) pour tout x e D.
pour tout x e D.

et

dr.

2. Monftrer que g est de classe 6! sur R et calculer g'(x)

pour tout x eR.
3. Montrer que pour fout x e R, f'(x)+g’(x)=0.
4. En déduire que pour tout x € R, f(x)=§—g(x).
+00

5. Démontrer que f e’ dr converge et calculer

+00 0
J e dr.
0

CCINP 2019

Soit p € IN. Pour fout n € N, on pose
+oo xPl
Sn=J e "*dx.
o ex—1
1. Montrer que pour tout n €N, S, existe.
+0oo
2. Soit (a, b)e N x N*. On pose F(a,b):f x%e P dx.
0

a) Justifier I'existence de I'(a, b).
b) Calculer I'(a, b) sachant que pour tout n €N,

+00
f t"e'dt=n
0

3. Montrer que pour tout n € IN*,

1
Soz(p-i-l)'ZW"r
k=1

En déduire que (S,),eny CONverge.

xP+1 I
dx=(p+1)!
— da=(p );

1
ex Jep+2”

@ Mines-Télécom 2019

Soit (a, b) € (R*)’".

+00
4. Montrer que J
0

a—1
- SOUS la forme Z u,(t).

t
. Soit t €]0,1[. Ecrire —— .
n=0

1

2. Etudier la nature de la série Z lu,(t) dz.
n=0J0

L a1
3. Justifier I'existence de f d
1+1¢

0

- dt et démontrer que

1 tu—l _*Z’O (_nn
o 1410 &a+nb’

@ CCINP 2018

. Justifier, pour tfout n € IN*, I'existence de

+0oo
I= f
0

2. Montrer que la suite (1I,,),s; converge et déterminer sa
limite.

3. Lasérie Z(—l)klk converge-t-elle ¢ Si tel est le cas, cal-
k>1

dx
(1+x3)n"

Mines-Ponts 2018

"2 In(1—1)
1. Justifier I'existence de f ——— dt et montrer que

0
1/2
1
J d =f In(®) .
0 1/21_t

. . 1
2. En déduire la valeur de la somme S=Z

— onp2’
m Mines-Télécom 2018

+o0

1 .
In (1+—)dx et si elle

converge, calculer cette m‘regrole

+00
m Mines-Télécom 2018 Soit I :J
0

1. Justifier que l'intégrale I est convergente.
3x

In(1—1¢)

Etudier la nature de

;3
sin®(x) do.

x2

sin(t)

2. Montrer que la fonction g : x — dr est de

X
classe ¢! sur R* ef calculer sa dérivée.
3. Déterminer lim g(x) et lim g(x).
X—+00 x—0+

4. En déduire la valeur de 1.

@ Mines-Télécom 2018 Pour fout n € N et tout

€[0,1], on pose f,(x)=x"(1—vx).

1
1. Soit neNN. Colculerf fu(x)dx
0

L & 1
2. En déduire ;m

m TPE (Mines-Télécom) 2018

Soit x €]l,+00[. On pose I(x) =

+00
f t*le7'dr et
0

+00

=3 L
n=1
x—1

1 dt et mon-

Justifier I'existence de l'intégrale J.

+00 0
t

frer que

0 el —1

x—1

dt =T(x)Z(x).
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CCINP 2021 (Pierre-Louis et Eléonore)

. T extginyt
Soit F(x)= fdt
0

1. Montrer que F est continue sur R?.
2. Montrer que F est dérivable sur R}.
3. Calculer F’ puis en déduire F.

@ CCINP 2018 Soit f: R, — R une fonction de classe
€. On suppose que les fonctions ¢ — t2f(t)? et t — f/(¢)?
sont intégrables sur R,.

1. Montrer que la fonction ¢ — ¢ f(¢)f’(¢) est intégrable sur
R,.

2. Montrer que pour fout x e R,
xf(x)zzf f(t)zdt—i-zf tf(0)f(1)dr.
0 0
3. Montrer que la fonction r— f(¢)? est intégrable sur R.,

et que x f(x)? —0

4. En déduire que

(f f(t)2dt) <4(J tzf(t)zdt)(J f’(t)zdt).
0 0 0
coiNe 2018

1. Enoncer le théoréme de convergence dominée.

n [ n
2. Calculer lim f (1+—) e 2t dt.
n

n—+00
0

3. Al'aide du théoréme de caractérisation séquentielle
de la continuité et du théoreme de convergence do-
minée, démontrer le théoréme de continuité d'une
fonction définie par une intégrale & parametre.

Mines-Télécom 2018

Soit I =J2 In(sin(¢)) dr et ]=J In(cos(t)) dt.
0

0
1. Justifier I'existence de 1.
2. Montrerque I=].
min(2)

3. Montrerque I+J=1— et en déduire I.

m Centrale 2022 (Greg)

1. Soita,B R et

I_ +00 dx
- L xe(l+xP)

A quelles conditions sur a et  I'intégrale converge-t-
ellee

2. On pose pour n e N*

.A n dx
82 | a1+ AxP)

(g.) converge-t-elle uniformément?2 Répondre selon
les valeurs de a et .

Cs .
3. On suppose que g, — g. Donner un développement
asymptotique de g(A) lorsque A — 0*.

Mines-Ponts 2021 (Patrick)

1
Soiff:xHJ ' de.
0

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f est de classe €.
3. Déterminer I'allure du graphe de f.

Mines-Ponts 2021 (Maximilien)

0 sit=0
Soit f:¢t
! ._){tzsin(tlz) si t €]0,1]

1. L'intégrale de f’ converge-t-elle sur 10,1]2
2. f’ est-elle intégrable sur ]0,1]2

11. Séries entieres

CCINP

. 1
Soit (d,),en la suite définie pard, =1, d, = > et, pour tout
nz2:

n 1
0 0
n+1 vn+1
1 n—1
vn+1 n
dn = 0 .. 0
2 1
3 V3
0 0 1 1
V32

1. Calculer d, et d;.
2. Montrer que pour tout n>2,

(n+1)d,=nd,_,+d,_,.

3. Montrer que pour tout neIN*, |d, | < 1.

Que peut-on en déduire sur le rayon de convergence
R de la série entiere Zd,lx” 2

nz0

+00
4. SoitS: x »—>Zd,,x"“. Montrer que pour tout x €]—R, R,

n=0

(1—x)S"(x)—xS(x)=1.

5. En déduire que pour tout x €]—1,1], S(x)=

6. Déterminer d,, pour tout n€N.
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CCINP

+00
Soit la fonction f: x— > In(n)x".

n=2
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série en-

tiere Zln(n)x".

2. Montrer que pour tout x €]—R, R,

(x—l)f(x):fln(l—%)x”.
n=2

3. Soit x €[0,1[. 4

En remarquant que pour tout n>2, ln(nn 1): o

donner un encadrement de (x—1)f(x).

4. Déterminer un équivalent de f en R™. 5.

CCINP

Soit la fonction f: x — Arcsin(x)

Ji—x2 '
1. Donner I'ensemble de définition de f.

2. Montrer que f est solution sur ]—1,1[ d'une équation
différentielle linéaire d'ordre 1.

3. Déterminer le développement en série entiere de f 1.

sur]—1,1[. 2
4. En déduire le développement en série entiere de la

fonction g : x — Arcsin®(x) sur ]—1,1[. 3

1. Donner le développement en série entiere de la fonc-
tion Arctan.

2. Exprimer, pour tout x € ]—g, g[ tan(2x) en fonction de
tan(x).

+00 (—1)" (\/E— 1)2I’H~1
3. Montrerquen=8» ————
; 2n+1

4. Soit N e N. Donnerune majoration de I'erreur commise
lorsqu’on approche « par la somme partielle :

2n+1

2.

CCINP 2017 3.

+00
1
Soit la fonction f: x — sin(—)x”.
fie—2 o\ 7
1. Déterminer le rayon de convergence de la série en-

tiere Zsin(%) x".

nx1

f-

3. Montrer que f est continue sur D;.

2.

4. Déterminer lir{{f(x).

5. Démontrer que (1 —x)f(x)—r» 0.

1.

n>2 2.

Mines-Télécom 2018 4.

+0o
Soit la fonction f:x— Z
n=2

N (_1)n(ﬁ_1)2n+l 1.

CCINP 2017

Soit n € N la suite définie par u, = u; =1 et, pour tout
entier n>2,

Uy, = Uy +2U,_,+(—1)".
Montrer que pour tout neN, u,, > 1.

Montrer que (u,),en €St croissante puis que pour tout
nelN, u, <4".

. Monftrer que le rayon de convergence R de la série

entiere Z u,x" est strictement positif.

n=0

+00
. SOin:XHZunx".
n=0

Calculer f(x) pour tout x €

1 1[
4’4

Exprimer, pour tout n €N, u, en fonction de n.

Indication : on pourra décomposer en éléments
X2+ X+1

simples la fraction rationnelle ———.
(1+X)2(1—-2X)

Mines-Télécom 2017

Pour tout n €N, on pose a,, =f

1
x"In(1—x)dx.
0

Justifier, pour tout n €N, I'existence de a,,.

. Montrer que la suite (a,),e;y CcoOnverge et calculer sa

limite. h

. Montrer que la série Za,, diverge.

n=0
1
n+l’

Montrer que pour tout n e N*, (n+1)a,, —na,_, =—

. Déterminer le rayon de convergence R de la série en-

tiere Z“"xn puis exprimer sa somme d |'aide d'une
n=0

intégrale.

TPE (Mines-Télécom) 2017

(=1 o
nn—-1 "~

Déterminer le rayon de convergence R de la série en-
N (=1)"

fiere x".

Z n(n—1)

n=2

Calculer f(x) pour tout x €]—R, R|.
Etudier f en R et —R (existence et valeur).

12. Equations différentielles

Mines-Telecom 2022 (Guillaume)

Soit n>2 un entier naturel.
2. Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction 1.

Résoudre I'équation y”+ y =sin(nt).

On suppose que la série Za,, converge absolument.

nz2

+00
Résoudre I'équation y”+y = Za,, sin(nr).

n=2
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m Mines Telecom 2022 (Maryam) @ Mines-Télécom 2019

1. Résoudre sur 10,+00[, ty'—y =—1. 1. Déterminer les solutions sur R de I'équation différen-
tielle (E): y”+y =eV~.

Indication : on pourra exprimer chaque solution de (E)
a I'aide d'une intégrale.

2. Soit (x, y) €]0,+00[xR. Exprimer r et 8 en fonction de x
et y en coordonnées polaires.

3. En posant x = rcos@ et y = rcos@, montrer que ré-

soudre 2. Montrer qu'une seule des solutions de (E) admet une

p p limite finie en +o0.
1+xif(x,y)_kyif(xyy)_f(x,y):o (E) Exprimer cette solution & 1'aide d'une intégrale et don-
dx dy ner sa limite en +oco.
avec g(r,0)= f(rcos@,rsin@) revient & résoudre

1 87 Mines-Ponts 2019

Soit (a,b)eR? tel que a < b, et g :[a, b]— R une fonction
4. Terminer la résolution de I'équation aux dérivées par- continue sur [a, b].

tielles (E). Soit f une solution non nulle sur [a, b] de I'équation diffé-
rentielle (E): y” +q(x)y =0.

Démontrer que f admet un nombre fini de zéros sur

8
1+r5(r,0)—g(r,6)—0

m Mines-Ponts 2021 (Maximilien) la,b].

SoitAeC et (E) y”"—2xy’ +Ay=0. -
1. Montrer que les solutions de (E) sont toutes dévelop- 188 CCINP 2018

pables en série entiere. Soit F I'ensemble des fonctions f de R vers R vérifiant
2. Soif f solution de (E) telle que f(x)= 0 (x*)avec (H1) f est deux fois dérivable sur R;

keN*. (H2) f ne s'annule pas sur R;

(@) Monfrerque A< R (H3) pour tout (x,y)€R?, f(x+y)+ f(x—y)=2f(x)f(y).

On pourra utiliser A= /lf F(O)f(0)e ™ de. 1. Soit f € F. Démontrer qu'il existe k € R tel que pour tout
—o0 xeR, f"(x)+kf(x)=0.

b) Montrer que f est polynomiale.
(b) que f Ppoly 2. Déterminer F.

(183] ccinp 2019 (189) ccine 2018

Résoudre le systéme différentiel an
X

3n)"
1. Déterminer le rayon de convergence R de la série en-

, Soit, pour fout neN et tout x e R, u,(x)=
xX'=x+2y—z

(S)s y'=2x+4y—2z

Z/=—x—-2y+z. 3n
fiere
; (3n)!
+00
m CCINP 2019 2. Montrer que S = Z u, est solution d'une équation dif-
i — [} H n=0
SonLE = <€_ g]R,]R) et u e E. Pour foute fonction f € E, on férentielle de la forme y”+ay’+by = f(x), 0U a, b sont
pose Lu(f)=["+uf. deux nombres réels et f est une fonction que I'on pré-
1. Montrer que L, est un endomorphisme de E. cisera.
2. Caleuler (L, o L,)(f) pour toute fonction f € E. 3. Résoudre (E) et en déduire S.

3. Justifier que I'ensemble des fonctions de R vers R so-

|uti de I'é tion différentiell
viions de fequation difterentiele m CCINP 2018 Résoudre I'équation différentielle

y'+2xy +(x*+1)y=0

est inclus dans E. cos(x)y’ —sin(x)y = cos®(x) (E)
4. Résoudre I'équation différentielle sur [0, g[ puis sur [0, 7].
y'+2xy +(x*+1)y=0.
m CCINP 2017
m TPE (Mines-Télécom) 2019 Soit I'équation différentielle (E): xy”+2y’+xy =0.

1. Résoudre (E) sur R*. Indication : on pourra commen-
cer par rechercher toutes les solutions de (E) dévelop-
pables en série entiere sur un voisinage de 0.

VxeR, f/(x)+f(=x)=x. 2. Résoudre (E) sur R.

Déterminer toutes les fonctions f de R vers R, deux fois
dérivables sur R, vérifiant
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13. Calcul différentiel

m TPE (Mines-Télécom)

R — R

Soit la fonction f: (x,7)

Xy
A+x)1+y)x+y)

Démontrer que f admet un maximum global sur R et
le déterminer.

(193] cane

Soit f I'application de R? vers R définie par £(0,0)=0 et

) B Xy A 1
V)R (00, flx )= 2 sm(\/x“_yz .

1. Monfrer que f est continue sur R2.
2. Soit 8 €]—m, ). On pose uy =(cos(H),sin(H)).
En discutant selon la valeur 8, étudier I'existence de la
dérivée de f en (0,0) selon u,.
3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles pre-
mieres en (0,0) 2
f
ox
La fonction f admet-elle des dérivées partielles du se-
cond ordre en (0,0) 2

(194) ccine 2019

Soit n € IN*. On munit R" du produit scalaire canonique
;)

Soit f un endomorphisme symétrique de R”, dont toutes
les valeurs propres sont strictement positives.

Soit u un vercteur fixé de R” et g I'application de R” vers
R définie par

4. Calculer (x,y) pour tout (x, y) € R?\ {(0,0)}.

VxeR", g(x)= 7 (f(x),x)—(u,x).

N =

1. Montrer que pour tout heR”, (f(h), h)>0.

2. Montrer que g est différentiable sur R" et déterminer
la différentielle de g en tout point de R”.

3. Montrer que g admet sur R” un unique point critique
a et que a=f"Y(u).
4. Montrer que g admet un extremum global en a.

Indication : on pourra étudier le signe de I'application
h—gla+h)—g(a).

m TPE (Mines-Télécom) 2019
Soit f I'application de [0,1]? vers R définie par f(1,1)=0

et V(x,y)G[Oyl]Z\{(l:l)}! f(x’y): xy(ll_%)g(;_y)

1. Montrer que f est continue sur [0,1]2.

2. Justifier que f admet un maximum sur [0,1]?, puis dé-

ferminer ce maximum ainsi que tout point en lequel il
est afteint.

CCINP 2019 Soiff:(x,y)»—>x2+(y3—y)2.

Déterminer les extremums de f ainsi que tous les points
en lesquels ces extremums sont atteints.

CCINP 2019 Soit f I'application de R* xR vers R

définie par
V(x,y)eR: xR, f(x,y)=x(In*(x)+y?).

1. Déterminer les points critiques de f.

2. Déterminer les extremums locaux de f. La fonction f
admet-elle des extremums globaux 2

3. Soit (a,b) € R* xR et & la surface de R? d’'équation
z=f(x,y).
Donner I'équation du plan affine tangent d & au
point (a, b, f(a, b)).
Quelle est I'équation du plan affine tangent & . au
point (1,0, f(1,0)) 2

4. Exprimer la différentielle de f au point (1,1).

198) comp 2018

Soit I'ouvert Q={(r,0)eR? | r>0 et 0 €]—m,n[}.

On considere I'application
RZ

(rcos(8), rsin(@)).

Q —

Y (r,0)

—

1. Prouver que ¢ établit une bijection de Q sur un ouvert
U de R? que |'on précisera.
2. Soit f: U — R une fonction de classe ¢! et F=fop.

Ainsi, pour tout (r,0) €, F(r,0)= f(x,y) oU x = rcos(0)
et y =rsin(6).
Donner les dérivées partielles de F en fonction de

celles de f.
3. Déterminer toutes les fonctions f: U — R de classe 6!
vérifiant
of of B X
Y(x,y)eU, xﬂ(%)’)‘*‘)’ﬂ(%}’)— ﬁ

TPE (Mines-Télécom) 2017

R? — R
(x,y) — x*+y*—2(x—y)2>

Déterminer les extremums locaux de la fonction f.

Soit la fonction f:

m TPE (Mines-Télécom) 2017

2 —
Soit la fonction f: R R

(x,y) — x*+y3-3y-—2.
Déterminer les extremums locaux et globaux de la fonc-
tion f.
14. Probabilités

m Mines-Ponts 2022 (Théo) sans préparation

On choisit au hasard A,B € 2([1,n]). Déterminer

P(Ac Bou B CA).
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(202) cciINP 2021 (Mariette)

On considére un arbre dont N représente le nombre de
fleurs & chaque saison. N +1 suit une loi géométrique de
parameétre p =0,1.

La probabilité pour qu’'une fleur devienne un fruit est de
2/3 et la probabilité pour qu’'un fruit parvienne a matura-
fion est de 3/4.

1. Calculer la probabilité d'avoir, & partir d'une fleur, un

fruit qui arrive & maturation.
Calculer P(N = n).
Combien de fleurs y a-t-il en moyenne chaque saison

sur l'arbre 2
k

+o00 n . X
2. Montrer que ;(k)x = m

3. Calculer P(M = k) oU M est le nombre de fruits arrivés
a maturation.

m Mines Telecom 2021 (Marcelin)

Soient n €N, a e N*,
On dispose de n urnes dans lesquelles sont réparties na
boules de maniere aléatoire et indépendante.

On définit v, le nombre d'urnes vides, et §, = —
1. Calculer E(Y,), puis lir+n E(Y,).

On pourra définir, pour tout i €[1,n], X; la variable de
Bernoulli qui vaut 1 si et seulement si I'urne numéro i
est vide.

2. Calculer E(S,) et V(S,).

m Mines Telecom 2021 (Amaury)

Soit, pour n e IN*, p(n)=|{k€[1,n], kAn=1}.

N

On écrit la décomposition primaire de n : n =l—[pi“"

i=1

On tire aléatoirement k dans [1, n].

Onnote Al'événement «le nombre tiré est premier avec
ny»et, pourtoutientre 1 et N, A; I'événement «le nombre
tiré est divisible par p; ».

1. Donner un espace probabilisé décrivant I'expérience.

2. Exprimer P(A) en fonction de ¢(n) et n.

3. Montrer que P(A4;)=
4. Montrer que la famille (A;)<i<y €st une famille d'évé-
nements mutuellement indépendants.

5. En déduire une expression de ¢(n) d I'aide de n et des
pi-

% Mines-Télécom 2019

On lance 1000 fois un dé équilibré.
Montrer que la probabilité que la moyenne des lancers
soit supérieure ou égale a 4 est inférieure a 2%.

(206) ccinp 2019

Soit X une variable aléatoire discréte sur un espace pro-
babilisé (2, .<7,P).

On suppose que X(Q) c IN* et que pour tout n € IN¥,
P(X >n)>0.

On appelle taux de panne de X la suite (x,),s; définie
par
YnelN*, x,=P(X=n|X>n).

1. Soit Y une variable aléatoire sur (Q,.«7,P) telle que
YQcIN*etVnelN*, P(Y=n)=

n(n+1)
a) Montrer que I'on définit bien ainsi une loi de pro-
babilité.
b) Calculer le taux de panne (y,),s; de Y.
n—1
2. Montrer que pour tout n=2, P(X > n)=l_[(1—xk).
k=1
3. En déduire, pour tout n = 2, P(X = n) en fonction de
xlr rxn—lrx
4. Déterminer toutes les lois de probabilités pour les-
qguelles le taux de panne est constant.

CCINP 2019

Soit p €]0,1]. Soit (X,),»; Une suite de variables aléatoires
discrétes mutuellement indépendantes. On suppose que
pour tout n € IN*, X,, suit la loi de Bernoulli 8(p). Pour tout
neN*, on pose Y, =X, X,,,1.

. Soit n € IN*. Déterminer la loi de probabilité de Y,. En
déduire E(Y,) et V(Y,).
2. Soit (i, j) € (N tel que i # j. Calculer Cov(Y;, Y;).

4]
La suite (V,),> est-elle une suite de variables aléatoires

mutuellement indépendantes 2
3. Soit n e IN*. Déterminer I'espérance et la variance de
n

S,,:kZZ;Yk.

4. Pour tout neIN*, on pose Z, = —

Montrer que pour tout a e R?,

@ CCINP 2019

. Soit n € IN*. Une urne contient n boules blanches et
n boules noires indiscernables les unes des autres. On
tire n boules simultanément.

a) Quel est le nombre de tirages possibles @

|Z p|>a —0.

n—+00

n 2
b) Montrer que (2;1) =Z(") .
n i k
2. Une puce se déplace sur une droite. Elle effectue des
sauts de méme amplitude, d intervalles de temps suc-
cessifs égaux. Elle se déplace dans les deux sens avec
la méme probabilité. Pour tout n € IN*, on note ¢, la
probabilité qu’elle se trouve & I'origine O (sa position
initiale) apres le n-ieme saut.
a) Caleuler ¢,,_, et ¢,, pour tout n € IN*.
b) Déterminer un équivalent de c,, & I'aide de la for-
mule de Stirling.

En déduire lim c,,.
n—+oo
Interpréter ce résultat.

3. La puce se déplace désormais dans un plan. Elle ef-
fectue des sauts de méme amplitude, & intervalles
de temps successifs égaux. Elle se déplace dans les
quatre sens (gauche, droite, haut et bas) avec la
méme probabilité. Pour tout n € IN*, on note d,, la pro-
babilité qu’elle se trouve a I'origine O (sa position ini-
tiale) apres le n-ieme saut.
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a) Calculer d,,_, et d,, pour tout n € IN*.
b) Déterminer un équivalent de d,,,.
En déduire liIPoo dy,.

Interpréter ce résultat.

(209) ccine 2019

Soit n €N tel que n>2. Soit X, Y et Z trois variables aléa-
toires discrétes définies sur un espace probabilisé (Q, .7, P).
On suppose que X, Y, Z sont mutuellement indépen-
dantes et suivent chacune la loi uniforme sur [1, n].

k—1

1. Monfrerque sike[2,n+1], P(X+Y =k)= prat

2. Montrer que si ke[n+2,2n],

2n—k+1

PX+Y=k)= ")

3. En utilisant la formule des probabilités totales, calculer
P(X+Y=2).

4. CalculerP(X+Y +Z=n).

m CCINP 2022 (Perrine) couplé avec 36 - posé
aussi @ Mines-Ponts en 2023

Soit p €]0,1[, n € N*, Xj,...,X, des vaiid de loi %(p),

n Xl
s=Zxk, U=( ; ),A=U><UT.
k=1 Xn

1. Calculer A puis A%. En déduire un polynéme annulateur
de A.

A est-elle diagonalisable 2

2. Déterminer la loi de tr A. Que valent son espérance et
sa variance ¢
Quelle est la probabilité que A soit une matrice de pro-
jection?

3. Déterminer la loi de rgA.

Quelle est la probabilité que A ait au moins deux va-
leurs propres distinctes 2

@ CCINP 2021 (Patrick) Soit Xx,Y,Z trois variables

aléatoires mutuellement indépendantes suivant une loi
géométriqgue de méme parametre p €0, 1[.

1. Déterminer P(X = Y). En déduire P(X < Y) puis que
PX<Y)>1.

2. Déterminerlaloide X+ Y.

3. Calculer P(Z > n) pour n € IN*,
En déduire P(Z > X +Y).

@ Mines-Télécom 2018

Soit (X,).>1 une suite de variables aléatoires mu-
tuellement indépendantes sur un espace probabilisé
(Q,.«,P), telles que pour tout n € IN*, X,(Q) = {-1,1} et
P(X,=—1)=P(X,=1).

n
1
Pour tout n € IN*, on pose S, = ZXk, Y, = £(1+X,l) et

k=1
n
Zy=Y Y.
k=1

1. Déterminer, pour tout n € IN*, la loi de Y,,.
2. Déterminer, pour tout n € IN*, la loi de Z,.
3. Déterminer, pour tout n e IN*, la loi de S,,.
4. Soit (d, t) e R* x[1,+00[. Déterminer la variance de d§).

(213] ccinp 2018

Soit neIN\{0,1}, p€]0,1[, g =1—p et (A, u) €]0,1[2.
On pose 2=[1,n+1] et on note P,, P, les deux applica-
tions définies sur Q par

« pour tout k€[1,n], Pi(k)=pg*' et P,(n+1)=2;

= P,(1) = 0, pour tout k € [2,n], P,(k) = (k—1)p*q*2 et
P,(n+1)=u.

1. Déterminer A et u pour que P, et P, définissent une loi
de probabilité sur .

2. Soit (a, b) € (N*)%. Une urne contient a boules blanches
et b boules noires. On effectue n firages successifs
avec remise. On note X et Y les variables aléatoires
respectivement égales au rang du premier tirage
d'une boule blanche et au rang du deuxiéme tirage
d'une boule blanche. Si aucune boule blanche n'est
tirée, X prend la valeur n +1, et si une seule boule
blanche est tirée, Y prend la valeur n +1.

a) Déterminer les lois de probabilité de X et Y.
b) Calculer I'espérance de X.

214) canr 20ms

Soit p €]0,1[. Soit X et Y deux variables aléatoires indé-
pendantes sur un espace probabilisé (Q,.<7,1P) suivant la
loi géométrique de parameétre p.

Onpose T=min{X,Y} et Z=|X-Y]|.

1. Rappeler, pour tout k € IN*, P(X = k), puis I'espérance

et la variance de X.

2. a) Calculer P(T > k) pour tout k € IN*.

b) Donner, pour tout k € IN*, une relation entre
P(T=k), P(T>k) et P(T > k+1).

c) En déduire la loi de T, la reconnaitre et donner
E(T).

d) ColculerE(%).

3. a) Soit (k,n)e N* xIN. Calculer P(T = k)N (Z = n)).
b) Déterminer la loi de Z et calculer son espérance.
4. Les variables aléatoires Z et T sont-elles indépen-
dantes?

5. On pose U =max{X,Y}. ColculerE(%).

@ Mines-Télécom 2017

Soit p €]0,1[. Soit (U));»; une suite de variables aléa-
toires indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q,.4,IP).

On suppose que pour tout i € IN*, U; suit la loi géomé-
trique de paramétre p.

Soit n € IN*. Déterminer la loi de probabilité de la variable

n
aléatoire T, = Z U,.

i=1
Indication : on pourra utiliser la fonction génératrice de
T,
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(216) ccine 2018

Soit p €]0,1]. Soit (X;);s; Une suite de variables aléatoires
indépendantes sur un espace probabilisé (2, .¢/,P) suivant
toutes la loi géométrique de parameétre p. Pour tout n € IN*,
on pose Y, = min X;.

1<i<n

1. Soit n e IN*.

a) Calculer P(Y, > k) pour tout k€ IN.
b) Déterminerla loi de Y,. la reconnditre puis donner
E(Y,) et V().
2. Soit Z une variable aléatoire définie sur (Q,.<7,P) & vao-
leurs dans IN.
a) Montrer que Z admet une espérance si et seule-

ment si la série ZIP(Z > k) converge.
k=0
b) Montrer que si Z admet une espérance, alors

E(Z)= Z]P(Z > k).
k=0

c) Retrouver, pour tout n € IN*, I'espérance de ,,.

CCINP 2018

Soit n € IN* et A € R:. Soit X et Y deux va-
riables aléatoires sur un espace  probabilisé
(,.¢/,P), & valeurs dans [l,n+1], et telles que

Y, j) el n+1, P(X =1,V = j)=a(ifl)(jf 1).

1
1. Montrer que A= yrR

2. Déterminer les lois de probabilité de X et Y.

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépen-
dantes?

4. Déterminer, & I'aide de la variable aléatoire Z = X —1,
I'espérance et la variance de X.

5. On note B = (b;)i<;, j<n+1 OU, pouUr tout (i, j) € [1,n +1]%,
b;; =P(Y =i|X = j). Calculer B2

6. Déterminer les valeurs propres de B. La matrice B

est-elle diagonalisable 2 Déterminer la dimension de
chaque sous-espace propre de B.

218) ccine 2017

Soit X11, X152, X5, Xz, Quatre variables aléatoires discrétes
mutuellement indépendantes définies sur un espace pro-
babilisé (2, 7,P). On suppose que pour tout (i, j) € {1,2}2,

1 1 (X X
P(X;; =1)=P(X,;=—1)==.0 M=—|," 2.
(Xi;=1)=P(X;;=—1)= 3. On pose ﬁ(xz'l X
1. a) Calculer E(det(M)).
b) Justifier que les variables aléatoires det(M) et
—det(M) suivent la méme loi.
c) Calculer V (det(M)).
2. a) Caleuler la probabilité pour que M soit une ma-
frice orthogonale.
b) Calculer la probabilité pour que M soit une ma-
frice inversible.

c) Calculer la probabilité pour que M soit une ma-
trice diagonalisable.

m Mines-Ponts 2021 (Patrick) Soit N € N*. On a un

générateur aléatoire «idéaly de nombres entiers entre 1
et N2,
Soit X la variable aléatoire du moment ou I'on obtient,
pour la premiere fois, la deuxieme apparition d'un entier.
1. Déterminer la loi de X.

2. Quelle est la valeur de X la plus probable ¢
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