Ecole Polytechnique — MP — MPI
Algebre

275. On note p(n) le nombre de partitions de 7 pour n € N*. Monter que p(n) < 2771,

-

276. Soient e, > - -+ > ey > e1 > 0 des entiers, n = Z 2% et X = {s € N; 27 |nl}.
k=1

a) Montrer que max X =n —r.

b) Montrer que le nombre d’entiers £ tels que <Z> est impair est 2",

277. ** a) Montrer que I’équation a®—2b? = 1 admet une infinité de solutions (a, b) € N2,
Déterminer I’ensemble des solutions.
b) Que dire de ’ensemble des solutions de a® — 2b% = —1?
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278. Si G est un groupe, les éléments d’ordre fini forment-il un sous-groupe ?

279. a) Trouver deux groupes Gy et G non isomorphes de cardinal 2023 = 7.172.

b) Soit p premier. Montrer qu’un groupe de cardinal p? est isomorphe 4 Z /p®Z ou a (Z/pZ)*.
¢) Soient G, H deux groupes finis et ¢) : G — H un morphisme surjectif.

Montrer que |G| = |H| x | Ker ¢|.

d) On suppose que G est un groupe de cardinal 2023, que H = Z/7Z et que ¢ : G — H est
un morphisme surjectif. Montrer que G est isomorphe a Z /77 x Ker .

e) Montrer que tout groupe de cardinal 2023 est isomorphe & G; ou Gs.

280. * * Soit G un groupe fini de neutre 1. Soit ¢ un automorphisme de G sans point fixe
c’est-a-dire tel que : Vo € G, p(x) = x = = = 1. On note n I’ordre de ¢; c’est le plus petit
entier n € N* tel que " = id.

a) Montrer que Vz € G, = p(z) p*(z) -~ " L(z) = 1.

b) Sin = 2, que peut-on dire du groupe G ? Donner un exemple.

¢) Sin = 3, montrer que, pour tout x € G, x et ¢(z) commutent.

281. Soient G un groupe et 7" I’ensemble des éléments de G d’ordre fini.

a) En général, T est-il un sous-groupe de G ?

b) Soit S une partie finie de G stable par conjugaison munie d’une relation d’ordre totale <.
Montrer que, pour tous si, ..., . € S, il existe s, ..., s, € Stels que s§ < sh--- < sl et
S189 ¢+ Sy = 818y sl

¢) Avec la question précédente, montrer que, si 1" est fini, alors 7" est un sous-groupe de G.

282.a) Soit s : R* — R*,t — ¢t~ 1. Déterminer le groupe engendré par s.

b) On définit les applications s1 : (£,u) € R* x R* = (t7 tu) € R* x R* et

Montrer que le sous-groupe qu’elles engendrent est isomorphe a Ss.

¢) Retrouver le résultat de la question précédente en considérant le quotient A de (R*)* par
la relation de colinéarité, la bijection f : A — (R*)? qui associe  la classe de (21, 2, x3) le
couple (z1/x2, x2/x3), et enfin les permutations de A induites par (z1, T2, z3) > (T2, 1, T3)
et (z1,22,23) — (21,23, 22).

d) Soit n > 3. Déterminer le groupe engendré par les bijections (s;)1<i<n de (R*)™ dé-
finies par Si(tl,...,tn) = (t17-~-7ti—2-,ti—1 X ti,ti_l,ti X ti+17ti+27...,tn) sil <i<n,
Sl(tl, ceey tn) = (t;l, t1 X ta, 13, ..., tn) et sn(tl, ey tn) = (tl, cestn—2,tn—1 X tp, t;] )

t t
Ind, Considéer f (R > (R")" défine par f(t1,entrr) = ( e 20 e
1 n

chercher des bijections simples s} de (R*)" ! telles que s; 0 f = f o s/.

283. Soit G un groupe fini d’ordre n. On note, pour tout diviseur positif d de n, nq(G) le
nombre d’éléments de G d’ordre d.
a) Montrer que n = Z ng(G).

d|n
b) Calculer les n4(G) lorsque G est cyclique.
¢) Montrer que, si pour tout diviseur positif d de n, |[{z € G, z¢ = 1}| < d, alors G est
cyclique.
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d) Soient K un corps et G un sous-groupe fini de K*. Montrer que G est cyclique.

284. On pose Q[i] = {a +ib; a,b € Q}.
a) Montrer que Q[i] est un sous-corps de C.
b) Déterminer les éléments de Q[¢] \ {0} qui sont d’ordre fini.

285.a) Soient K un corps, (a,b) € K2, P = X2 — aX — b. On considere la K-algebre
A admettant une base sur K de la forme (1,z) avec 2° = ax + b. A quelle condition cette
algebre est-elle un corps ?

b) On suppose que K = I, ol p est un nombre premier. Combien de [F,-algébres non
isomorphes peut-on obtenir ainsi ?

286. * * Soit p un nombre premier. On suppose que, pour toute [F,-algebre A, il existe un
endomorphisme u4 de A de sorte que, pour tout couple (A, B) de IF\,-algebres et tout mor-
phisme 7 de [F-algebres de A dans B, on ait 7 o ug = up o 7. Que dire des u 4 ?

287. Soit, pourn € N*, P, =1+ X 4 --- + XL,

n
X+1
Montrer que Z (Z) P, =2""'p, <T+> .

k=1

288. a) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique polyndme S,, € Q[X] tel que

N-1

VN eN, S,(N)= Z k™. Dans la suite, on note b, le coefficient de S,, devant X.
k=0

b) Donner une relation de récurrence exprimant b,, en fonction de by, . .., b,—1.

¢) Pour n > 1, donner une relation entre S, et S, ;.

d) En déduire une expression explicite des coefficients de S,, en fonction de b, . . ., by,.

289. Soit n € N*. Soit g € C tel que 0 < |¢| < 1.
n

Onpose F':z € C* — H(l + )1+ .

k=1
a) Montrer qu’il existe une unique liste (co, . .. ,c,) € C" ™ telle que
n
VzeC, F(z) =Y e(z"+27).

k=0
b) Donner une relation de récurrence entre cj, et cx1, et en déduire une expression de ¢ a
I’aide d’un produit. Ind. Exprimer F'(¢*z) en fonction de F'(z).

290. Soit p un nombre premier. Trouver tous les entiers n € N tels que (X +Y)" soit congru
a X"+ Y" modulo p.

291. Soit f € C[X] tel que f(0) # 0. Soit (k,n) € (N*)%. Montrer qu’il existe P € C[X]
tel que X" divise P* — f.
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292. Soit p un nombre premier. Pour deux polynoémes P, ) dans Z[X, Y], on note P = Q [p]
pour signifier que P — Q a tous ses coefficients (devant les X*Y*) divisibles par p. On adopte
une définition similaire pour les polynomes a une indéterminée.

a) Exhiber un polyndme P € Z[T] tel que P(XY) = P(X)P(Y) [p], P £ T [p| et
P #0 [p].

b) Exhiber un polyndme P € Z[T] tel que P(XY)
PX)+P(Y)[pl, P#£T [plet P #0 [p].

¢) Déterminer tous les polyndmes P € Z[T] tels que P(XY) = P(X)P(Y) [p] et P(X +
Y)=P(X)+P(Y) [p].

P(X)P(Y) [p]. P(X +7Y)

293. Soient «g, ..., «, des complexes deux a deux distincts. Soient nq,...,n, dans N* et
Hi, ..., H, dans C[X]. Montrer qu’il existe un H € C[X] tel que (X — ;)" divise H — H;

pour tout ¢ € [1,n].

294. a) Soient Ni,..., N, des entiers premiers entre eux deux a deux, et fi,..., f, des
entiers. Montrer qu’il existe un entier F' tel que ' = f; [IV;] pour tout ¢ € [1,7].

b) Soient Ny,..., N, des éléments de C[X] premiers entre eux deux a deux, et fi,..., fr
des éléments de C[X]. Montrer qu’il existe F' € C[X] tel que N; divise F' — f; pour tout
ie[1,r].

¢) Soient f, g deux éléments de C[X] premiers entre eux, et n € N*. Montrer qu’il existe
h € C[X] tel que g divise h™ — f.

295. Soit n € N. Le polyndme X! — nX™ + 1 est-il irréductible dans Z[X]?

296. Soit P € Z[X] un polyndme unitaire dont les racines complexes ont un module inférieur
ou égal a 1. Montrer que les racines de P sont des racines de 1’unité.

297. Soit P € Z[X| possédant n racines distinctes 1, . .., x,. Onécrit P2 +1= Q... Q,
r
ot les ); sont dans Z[X]. On pose R = Z Q% —r.

i=1
a) Montrer que les zj sont racines au moins doubles de R.

1
b) En déduire qu’il existe ¢ € {1,...,7} tel que deg(Q;) =2 {n * J

2

298. On se propose de donner une preuve du théoreme de d’Alembert-Gauss.
a) Montrer qu’il suffit de montrer le théoreme pour les polynomes a coefficients réels. Dans
la suite, on écrira le degré d’un polyndme non constant de R[X| sous la forme 2"¢,oun € N
et ¢ € N est impair. La preuve se fait par récurrence sur n.
b) Montrer le théoréeme dans le cas ot n = 0.
Dans la suite, on suppose le résultat vrai jusqu’au rang n, ou n > 1 est fixé.
¢) Soit P € R[X] de degré 2" g, ol n > 1. On admet I’existence d’une extension K de C sur
laquelle P est scindé, et on note z1, ..., x4 ses racines dans KK, distinctes ou non. Ayant fixé
¢ € R, onpose y;;(c) = x; + xj + cxza; pour 1 <i < j < d.
d) Montrer que le polyndme Q. = H(X — yi5(c)) est a coefficients réels.

i<j
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e) Montrer que I’un des y;;(c) est élément de C.
) Montrer finalement que I’'un des z; est élément de C.

299. Soient F € C(X) etq € C*.

a) On suppose que g n’est pas une racine de 1’unité. Montrer qu’il existe au plus deux frac-
tions rationnelles G € C(X) telles que F = 1+ G(¢X) G(q¢ 1 X) F(g72X), et que s’il y
en a deux alors elles sont opposées 1’une de 1’autre.

b) Montrer que le résultat précédent peut tomber en défaut si 1’on ne suppose plus que ¢ n’est
pas une racine de 1’unité.

300. Soit G un groupe, M 1’ensemble des morphismes de groupes de G dans C*. Montrer
que M est une partie libre du C-espace vectoriel C¢,

301. On note C I’ensemble des matrices de GL2(IR) dont les coefficients sont non nuls. Pour
M = (m;;)i<ij<a € C,on pose J(M) = ( Soity : C = Cquia M

m ) 1<6,5<2
associe J(M ™). Montrer que ¢ est bien définie et trouver a quelle condition sur M € C la
suite (99"(]\/[)),121 est stationnaire, ou bien périodique a partir d’un certain rang.

302. Soit R € M,,(Z) non nulle et M = I,, +3R. Montrer que, pour tout k& € N*, MF £1,.

303. * Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie, p,u € £(E). On suppose que p
est un projecteur et que pu + up = u. Montrer que tr(u) = 0.

304. Pour (A, B) € M,(R)?, onpose pa 5 : M € M,(R) — AMB.
Soit T = {5, (4,B) € M,(R)?}.

a) L'ensemble T est-il un R-espace vectoriel ?

b) Montrer que I’espace vectoriel engendré par 7" est £ (M, (R)).

305. Pour une matrice de projecteur P € M,,(K), on pose Rp = det(I,, + (X — 1)P).

a) Calculer Rp en fonction de P.

b) Soient P, Q) des matrices de projecteur dans M, (K) telles que PQQ = QP = 0. Montrer
que RPRQ = RP+Q.

¢) Soit  un automorphisme de la K-algebre M, (K).

i) Montrer que p(F; ;) est un projecteur de rang 1, pour tout i € [1, n].

if) Que dire du rang de ¢(E; ;), pour i, j dans [1,n]?

n

iii) Montrer que K" = @ Im p(E;1).
i=1

306. Soient £ un C-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et V' un sous-espace vectoriel
de £(E). On suppose qu’il existe une application ¢ : V — C telle que u> = g(u)id pour
toutu € V.

a) Monter que, pour tous u, v € V, il existe B(u,v) € C tel que uv + vu = 2B(u,v) idg.
b) Montrer que B est une forme bilinéaire.
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c) Soient d > 1etuy,...,uq € V tels que B(u;,u;) = —d;; pour tous i,j € [1,n].
Montrer que (ug,...,uq) est libre.
d) Soientd > 2etuy,...,uqg € V tels que B(u;,u;) = —d;; pour tous i,j € [1,n].

Montrer que les u; sont de trace nulle, et que dim F est paire.

307. Soit n € N avec n > 2. Soit ¢ € L (M,,(C)). On suppose que ¢(I,,) est inversible et
que VA, B € M,,(C), ¢(AB) = ¢(A) ¢(B). Montrer qu’il existe P € GL,(C) tel que :
VYA € M,(C), $(A) = PAP~L.

308. a) Caractériser les endomorphismes ¢ de C(X) vérifiant (x) :
VEy, Fa € C(X), o(F1Fy) = ¢(F1) ¢(F).

b) Déterminer les automorphismes de C(X) vérifiant ().

309. Soit M = (m; j)1<i,j<n € Mn(R) telle que : Vi, j. m;; > 0et Y m;; = 1.
j=1

a) Montrer que 1 est valeur propre de M et que tout valeur propre de M est de module < 1.
b) On note p = ming i<, M. Montrer que le spectre de M est inclus dans le disque de
centre 4 et de rayon 1 — p.

¢) On suppose que p > 0 et que 1 est valeur propre de multiplicité 1 dans x ;. Montrer que
(M?)p>1 converge vers une matrice de rang 1 dont toutes les lignes sont égales.

¢) On se donne trois réels strictement positifs p, ¢, r tels que p + ¢ + r = 1. On considere la
matrice B € M,,(R) définie par b; ; = 7, b j41 = qsii > 2,b1o =p+q, bjy1, = psi
i <n—1,b,,—1 =p+ g, ettous les autres coefficients sont nuls. Montrer que 1 est valeur
propre simple de B, et expliciter la limite de (B*);>o.

310. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f € L(F) cyclique, F un sous-
espace de E stable par f. Montrer que I’induit par f sur F est cyclique.

311. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie, a,b € £(E). On suppose qu’il existe
fe€L(C,E)etv e L(E,C) telles que ab — ba = fu.

a) Que peut-on dire de det(ab — ba)?

b) Montrer que a et b sont cotrigonalisables.

¢) A quelle condition sur u € L(E) existe-t-il w € L(F) tel que uw — wv soit de rang 1?

312. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) tel que, pour tout
vecteur z € F, 'ensemble { f"(x), n € N} est fini.

a) Montrer que, si f € GL(E), il existe k € N* tel que f* = id.

b) On revient au cas général. Montrer Iexistence de k € N* et p € N tels que fP7F = f7.

313. Pour 0 € Sy, on note P, € M,,(C) la matrice de permutation associée a o. Montrer
que, si o et ¢’ sont dans S,,, o et o’ sont conjuguées dans S,, si et seulement si P, et P, sont
semblables.

314. * Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux dans un espace euclidien E.

a) Montrer que p o ¢ o p est diagonalisable.
b) Montrer que E = Im p + Ker g + (Im ¢ N Ker p).
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¢) Montrer que p o ¢ est diagonalisable.
d) Montrer que le spectre de p o g est inclus dans [0, 1].

315. Soit n € N*. On pose L,, = D"((X? — 1)), ot D désigne 1’opérateur de dérivation
des polynomes.

1
a) Déterminer le degré de L,,. Montrer que / L, (t) P(t)dt = 0 pour tout P € R,,_; [X].
~1

b) Montrer que L, est scindé a racines réelles simples 1 < --- < x, avec 1 > —1 et
T, < 1.
¢) Montrer qu’il existe des réels aq, .. ., ay, tels que

VP € Rop_1[X], /l P(t)dt = Zn:akP(xk).
J—1 k=1

316. ** Soit &« € R™*. Onnote S? = {z € R®, ||z =1} ot | || désigne la norme eucli-
dienne canonique. Montrer 1’équivalence entre les propositions suivantes.
Ha=2.
() Vn>1,Y(a1,...,an, b1, ..., bn,c1,...,cn) € (5%)*", Ip € 57 tel que
n n n

dolp—ail =" lp—bil* =D llp el
i=1 i=1 i=1

317. Existe-t-il A € SO»(Q) telle qu’il n’existe pas B € SO (Q) vérifiant B = A?

E — R
= @) = (fo),0)?

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ¢ admette un extremum.

318. Soient E un espace vectoriel euclidien, f € S(E), @ :

319. On considere dans Mo, (R) les matrices J = (IO 75") et [ = (IS IO> .

a) Soit K € Ma,(R) tel que K2 = —I. Montrer que KT.J € Sa,(R) si et seulement si
J=K"JK.

b) On note C I’ensemble des K € Mo, (R) telles que K* = —T et KT.J € S;F(R). Soit
K € C. Montrer que K + J est inversible et que (K + J) ™' (K — J) est symétrique.

¢) Soit K € C.Onpose S = (K + J)"}(K — J). Montrer que S.J + JS = 0.

320. Montrer que ¥(4, B) € S;7(R)?, det(A + B) > max(det(A), det(B)).

321. Soient A, B € S, (R).
a) Montrer que tr (eAeB)
b) Montrer que tr (eA+B) < tr (eAeB).

322. ** Sojent ¢y, ... ,t, des réels.

a) Montrer que la matrice A = (t;t;)1<i j<n est dans S, (R).

b) On suppose 0 < t; < --- < ty,. Montrer que la matrice B = (min(t;,t;))1<i,j<n €St
dans S;F (R).

¢) Onsuppose 0 < t; < --- < t, < 1. Montrerque M = B — A € S (R).
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323. On munit R™ de son produit scalaire standard et on note [|A|| = sup ||AX]| pour
XeB;(0,1
A€ Mu(R).
a) Montrer que || || définit une norme sur M,,(R).
b) Montrer que ||A]| = sup [(AX,Y)].
(X,Y)eB;(0,1)2

1
i+ j+ 1)O<1]<n
(Yo - yn)T dans R"H1, donner une interprétation de (AX, Y) al’aide d’une intégrale faisant

¢) Onprend A = ( dans M, 1(R). Pour X = (zg---z,) etV =

intervenir P : t € [0, 27] — ka eftetQ:te0,2r] Zyke
k=0

d) En déduire que ||A] < 27r

e) Montrer que I’on a méme [|Af| <«

Analyse

324. Trouver f : R? — R continue sur R?\ {(0,0)}, discontinue en (0, 0), dont la restriction
a toute droite passant par (0, 0) est continue.

325. * Soit K C R? un convexe fermé non vide.

a) On suppose K borné. Montrer que K s’écrit comme intersection de carrés fermés.

b) On suppose K non borné et K # R2. Donner des exemples de tels convexes. Montrer
que si K contient deux droites, celles-ci sont paralleles.

¢) On suppose toujours K non borné. Montrer que K contient une demi-droite.

326. Déterminer les endomorphismes continus du groupe C*.

327. Soit d € N*. On munit R? de la structure euclidienne canonique. On définit une norme

sur My(R) en posant, pour M € My(R), || M| = sup {|[Mz| ; z € R, ||z = 1}.

a) Soient A, B € My(R). Montrer que ||AB|| < ||A] x ||B]|.

b) Soit (uy)n>0 une suite réelle. On suppose que la série de terme général |u,, — 1| converge.
n

Montrer que la suite de terme général H uj converge.

k=0
Soit (M,,)n>0 une suite de matrices de Mgq(IR). On suppose que la série de terme général
|| M, — I4|| converge. On pose, pour n € N, B, = My X My X -+ X M,.
¢) Montrer que la suite (Bj,),>0 converge.
d) Soit o une permutation de N. Que peut-on dire de la suite de terme général M, (o) X - - - X
My ?

e) Soit & = H My k), 0 € S(N)}. Existe-t-il une suite de matrices pour laquelle E/
n’est pas fermé ?
£ Soit k € N*. Existe-il (M,,),>0 € (Ma(R))" telle que E posséde exactement & compo-

santes connexes ?

328. On définit la longueur d’un intervalle borné I de bornes a et b par ¢(I) = |b — a.
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N
a) Soient N € N*, I,..., Iy des intervalles bornés de R tels que [0,1] C U I;. Que
i=1
N k3
peut-on dire de Z 01;)?

i=1
b) Soit § : [0,1] — R™*. Montrer qu’il existe p € N*, 0 < 21 < 25 < --- < 7 = 1,

t1,...,tp € Ritels que, pour tout k € [1,p], x4—1 < tg < zgetzg — x9—1 < 0(tg).
+o00
¢) Soit (I,),>1 une suite d’intervalles bornés de R telle que [0,1] C U I,,. Que peut-on
=1
+o0 "
dire de Y~ £(I,)?
n=1

329. Dans R?, on note D le disque unité fermé pour la norme infinie, C' la sphere unité pour
la norme infinie. On cherche a montrer qu’il n’existe pas de fonction continue r : D — C
telle que la restriction de  a C' soit I’identité.

a) On considere une fonction f : R? — R, antisymétrique (i.e. f(x,y) = —f(y,z)), et
A = (ai;)i,j<n une matrice réelle telle que : Vi, j € [1,n — 1],

flaig, aiv1g) + flaitry, @ivr 1) + (i1, aigin) + (i1, i) = 0.

Montrer que :

n—1 n—1 n—1 n—1
Z flaii, aiv11) + Z f(an,j, anj+1) + Z F(@iv1n, @in) + Z flarj41,a1,5) =0
i=0 =0 i=0 =0
11 - o 1
1 3
b) Soit M € M, 2(R) une matrice de la forme | : M i o M € M, (R)
1 3
12 o - 2

est a coefficients dans {1, 2, 3}. Montrer qu’au moins un des petits carrés de M/ comporte
trois valeurs différentes.
¢) Montrer qu’on dispose d’un 7 > 0 tel que, pour tous z, y € D vérifiant |z — ¥ < 7,

ona|r(z) - (v < 15-

d) Soitalors n € N tel que

i < 7. Pour tous 4, j € [1,n], on pose
n—

i—1 j—1
ij=1-2 ,1-2 .
Yird ( n—1" 71,71>

Montrer que, pour tous i, j € [1,7 — 1], v; j, Vit1,j, Vit1,j4+1, Vi,j+1 sont contenus dans une
boule de rayon 1/10.

e) En utilisant une fonction bien choisie de C' dans {1, 2, 3}, aboutir 2 une contradiction et
conclure.

f) Utiliser ce résultat pour montrer que toute fonction continue de D dans D admet un point
fixe.

330. * On dit qu’une famille (D;),cg+ de disques fermés de R? vérifie (P) si
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i) pour tous s,t € R™ distincts, D, et D, ont des centres distincts,

ii) pour tous s,t € R* tels que s < t, Dy C Dj.

a) Existe-t-il une telle famille ?

b) Soit A : RT — R? une fonction C" et injective. Existe-t-il une famille (D;),cg+ véri-
fiant (P) telle que, pour tout t € R™, A(t) soit le centre de D; ?

¢) Le résultat subsiste-t-il si A est seulement supposée continue ?

331. Dans tout I’énoncé, K désigne R ou C. On se donne une K-algébre A de dimension
finie, et on identifie K a une sous-algebre de A via A — X.14. On suppose donnée sur A une
norme multiplicative || ||, autrement dit une norme vérifiant ¥(a,b) € A2, ||ab| = ||a|||b].
Jusqu’a la question e) incluse, on suppose K = C.

a) Soitz € A. Montrer qu’il existe un zg € Ctel que Vz € C, ||z0 — z|| < ||z — |-

b) On suppose ||a|| = 2 pour a = zo — . Montrer que ||a — et || > 2 pour tout (n, k) €
N* x N,

¢) En déduire que |ja — 1| = 2.

d) En déduire que A = C.

e) Retrouver le résultat de la question précédente en utilisant des polyndmes annulateurs.
Dans la suite, on suppose que K = R.

f) Est-ce que A est nécessairement égale 2 R ?

g) On admet qu’il existe une R-algebre H ayant une base de la forme (1,4, 5, k) ou 4,5, k
anticommutent deux a deux et i = j2 = k% = —1. On considere la symétrie z + T par
rapport a R parallelement & Vectg (%, j, k), et on consideére la norme N : ¢ — \/ qq. Montrer
que NV est bien définie, est effectivement une norme, et qu’elle est multiplicative.

h) Montrer que A est isomorphe, en tant que R-algébre, a R, C ou H.

332. ** Soient a, b, ¢ des entiers naturels non nuls. Montrer qu’il existe un 7 € N* tel que
Vit +an? +bn+c g N.

k
. 1
333. Pour n > 2, onnote £, = min ¢ k € [1,n], 11 (1 — ﬁ) < 5} .
i
a) Montrer que £,, = o(n).
b) Donner un équivalent de /,,.

334. * Soient (ay) et (b,), deux suites réelles positives telles que la série de terme général
+o0

b, converge, que la série de terme général na,, diverge et que E an = 1.

n=0
n

a) Montrer qu’il existe une unique suite (u,) telle que, Vn € N, u,, = b, + Z UgCpy— o+
k=0

b) Montrer que (uy,) est bornée.

¢) Montrer que, si (u,,) converge, alors sa limite est 0.

2
335. On considere la suite réelle définie par z¢g =2 et x,41 = T, + ’2’ pour tout n > 1.
n

Montrer qu’il existe un réel C' > 1 tel que x,, ~ c?"n? quand n — +o00.
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Ap—1
n? ’

336. Soit (a,,)n>0 la suite réelle définie par ag = 1,a1 = 2etVn € N*, a, 41 = 2a,+

Donner un équivalent de a,.

337. Soit (ay,)n>o définie par ag = 7/2 et Vn € N, a1 = sin(a,,). Nature de la série de
terme général a,,>?

338. Soit Z w,, une série convergente de réels positifs. Existe-t-il une suite (v,,),,>¢ de réels

positifs tendant vers +oo telle que la série Z Uy, Uy, converge ?

339. Soit (,) une suite réelle. On suppose que (z,y,,) est sommable pour toute suite réelle
(yn) de carré sommable. Montrer que (z,,) est de carré sommable.

(n)

. . P . 4
340. Soit o une permutation de N*. Déterminer la nature de la série E —5
n

2 sin (1
341. Etudier la convergence de la série de terme général M

342. On pose u,, = —2v/n + Z NG pour tout n > 1.

a) Montrer que u converge vers une limite £.
+00
( -1 ) n+1
b) Montrer que £ = —(v/2 + 1) Z s

n=1

1
¢) Montrer que u,, :€+ 1/2 +O(n3/2).
+o0

1
d) Montrer que { = —
”Z:l Vn(yn++vn—
e) Ftudier les variations de wu.
/) Déterminer un développement asymptotique semblable a celui de la question ¢) pour la
n

suite de terme général v,, = Z P Inn.

k=1
n

g) Soita € 0, 1[. Donner un développement asymptotique a trois termes pour w,, = Z
k=1

1
ke’

343, ** Soit f € C°(RT,R™T), strictement croissante et bijective. Montrer que les séries

Z Z Iz 1( ) sont de méme nature.
f(n

400 \/m
344. a) Soit m € N*. Montrer que = <
) Soitm au 7;1 (m+n)yn = g
Ind. Dans R?, considérer les points 2, = (v/m, v/n) et I'intersection ,, du cercle C'(0, /)
avec le segment [0, z,].

RMS. Volume 134 - n® 1 (2023-2024)



Epreuves orales: Ecole Polytechnique — MP — MPI 59

b) Sment (an)n>1 et (bn),1>1 deux suites de carré sommable et a termes positifs. On note

— 2 _ 2 ambn
A= Za" etB = Zb".Montrcr que Z —— < mVAB.
n=1 n=1 (m,n)e(N*)?
345. a) Trouver les fonctions f : R — R monotones telles que
V(z,y) € R?, f(ay) = f(2) f(1)-
b) Trouver les fonctions f : R — R monotones telles que

sty fla)+ 1)
V“’#yER’f(., >_.f(m)f

T—y
346. * Que dire d’une fonction f : R — R continue, 1-périodique et v/2-périodique ?
347. Trouver les fonctions f : R — R de classe C* telles que | f'| + [f + 1| < 1

348. Pour z > 1, on note O(z) = Z In(p). Montrer que ©(z) = O(z).

T—r+00
PEP, p<z

349. Soit F' un fermé de R. Montrer qu’il existe une fonction f de classe C* de R dans R
telle que F = f~1({0}).

350. Soit (2,,)n0 une suite de points de [0, 1]2. Donner une condition nécessaire et suffisante
pour que, pour toute permutation o de N, il existe une fonction continue f : [0, 1] — [0, 1]2
et une suite strictement croissante (£, )n>0 d’éléments de [0, 1] telle que f(t,) = To(n) pour
tout n > 0.

1
In(1
351. Calculer / Im(+1) g,

o 1+¢2

352. Pour n € N*, on note L,, la dérivée n-ieme de (X2 — 1)".

a) Soitn € N*. Montrer que : VP € R,,_1[X], / PL, =0.

b) Montrer que L,, posséde n racines distinctes z1 < 23 < - -+ < x,, dans | — 1 AL

¢) Montrer qu’il existe v, ..., a, € Rtels que: VP € Ry, _1[X / P= Za P(z;)

n 3
n
353. Pourn € N, L= (-1)* .
our nn € N, on pose kzo( ) <k>
a) On suppose n impair. Montrer que [,, = 0.
b) On suppose n multiple de 4. Montrer que I,, > 0.

¢) Montrer, pour tout n € N, I’égalité
3n—1 :

o p2m
Iy = (=1)" ) /0 /o sin?"(z) sin®(y) sin®"(z + y) dz dy.

354.a) Soientn € N*et f : [0,27] — R continue. Montrer que
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2

2m n
Hy : (ag, ..., Gn,b1,. .., by) € RPT <a0 + (ax cos(kt) + besin(kt)) — f(t) | dt
0 k=1
admet un minimum, atteint en un unique point, et donner une expression simple de ce point

en fonction de f.
b) Déterminer la limite de min H,, quand n tend vers +o0.

1
dt
355. Justifier I’existence et calculer / ——
0 2 + LLJ
P +oo 2

356. % * Soit f : ERHC%/ e T dt.

1 x
a) Montrer que f(z) < — pour tout z > 0.
x

Va2 +4—2

2
a) Donner un développement limité a quatre termes de f(z) quand z — +00.

a) Montrer que f(z) > pour tout z > 0.

357. ** Soient u,v € R. Pour 7 € RT \ {|ul, v}, calculer
27 46
I, )) = —_— .
r(w,v) /0 (u—rei?) (v —rei?)
+o0

358. Soit f : R — R intégrable , de classe C*, telle que / f(t)dt = 1. On suppose
—o0

que f’ s’annule en un unique M € R.

a) Donner le tableau de variations de f. Montrer qu’il existe un unique m € R tel que

/:; Ft)dt = ;

b) Montrer que, pour tout £ €]0, f(M)[ il existe un unique couple (z1,72) € R? tel que
1 <M <zyet f(z) = f(z2) =L
¢) Supposons que, pour tout £ €]0, f(M)], f'(x1) + f'(x2) > 0. Montrer que m > M.

359. a) Soient a et b deux suites réelles telles que b — a converge vers 0. Soit (fp,)men une
suite de fonctions de R dans R. On suppose que, pour tout m > 0, il existe un entier N,,, tel
queVn = Ny, am < fr < by, Montrer que (f,,) converge uniformément vers une fonction
constante.

b) On note H I’ensemble des fonctions continues f : R — R strictement croissantes et
telles que f(z + 1) = f(z) + 1 pour tout z € R. Montrer que H forme un groupe pour la
composition des fonctions.

¢) Soit f € H. Montrer que sup{ f(z) — z, z € R} <1+ inf{f(z) —z, z € R}.

360. On note F' I’ensemble des fonctions de [0, 1] dans [0, 1], C' I’ensemble des fonctions
continues de F'. On note aussi I = {f € F'; Va € [0,1], {z € [0,1], f(z) < a} est fermé}
etS={feF; Yae|0,1], {z €[0,1], f(z) > a} est fermé} .

Pour f € Fetn e N,soit L,(f) : z € [0,1] = inf (f(y)+nlz—y|) €[0,1].

yel[l),l]
a) Montrerque C =1NS.
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b) Montrer que, si f € F, L,,(f) est une suite croissante d’applications continues.
¢) Soit f € F. Montrer que f € I si et seulement s’il existe une suite ( f,,),>0 de fonctions
de C telle que pour tout z € [0,1], f(x) = sup fp(z).

neN

f'(@)
o . f(x)
a) Rappeler le théoréme d’intégration des relations de comparaison.
b) Donner un équivalent de In f(z) quand  — +o0.

361. Soient a € R** et f : RT — R™™ de classe C" telle que ~ % quand & — +oo.
z

+oo
¢) Déterminer le domaine de définition de la fonction u : & — Z f(n)e ",

n=0
d) Déterminer les limites de u aux bornes de son intervalle de définition.

S C . (1
e) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que f(x) ~ —f (—) quand z — +o00.
z" \z

362. Soit (a,)nen une suite réelle telle que ag > 0, a; > O et
n+4 3n+7

——Qpy1 + ———ay,.

10 o o

a) Montrer que le rayon de convergence de la série entiere Z anx™ est strictement positif.
b) Déterminer la valeur de ce rayon de convergence.

vn €N, An+2 =

+o00 n

363. Pour z réel, on pose f(z) = Z T S0us réserve de convergence.
-z

n=1
a) Déterminer le domaine de définition de f.
b) Etudier la continuité puis la dérivabilité de f.
¢) Donner un équivalent simple de fen 1.
d) Montrer que f est développable en série entiere, et préciser le développement associé.

364. a) Soient U un voisinage de 0 dans C, et f : U — C somme d’une série entiere. Soit
k € N* tel que f(z) = O(z*) quand z tend vers 0. Montrer que, pour 7 voisin de 07, il existe
au moins 2k nombres complexes z de module 7 tels que f(z) soit un nombre réel.

b) Soient A et B deux polyndmes a coefficients réels dont toute combinaison linéaire a
coefficients réels est scindée ou nulle. Soient # < y deux racines de A. Montrer que [z, y]
contient au moins une racine de B.

365. Soit Z a, 2" une série entiere de rayon de convergence égal a 1 et de somme f.

27
On suppose qu’il existe C' > 0 tel que Vr € [0, 1], / |f'(re?®)|dd < C.
0
1
Montrer que/ [f(t)|dt < +o0.
0

366. * Soit P = a1 X + - +agX? € Z[X] avec a; impair.

+o0
a) Montrer I’existence d’une suite réelle (by,) >0 telle que : Vo € R, exp (P(z)) = Z ba®.
k=0
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b) Montrer que les by, sont tous non nuls.

n—1
367. Pour z et ¢ dans ]0, 1[, on pose (z,q), = H (1 —q*z).
k=0
a) Montrer que la suite de terme général (z, ¢),, converge vers un réel (z, ¢)oo > 0.
z,q),
b) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Z E’#z”. On notera f, 4 sa
q7 q n
n=0
somme sur le disque ouvert de convergence, et D son disque ouvert de convergence.
¢) Etablir I'identité f5 (2) — fz,4(¢2) = (1 — )2 fzq,4(2) pour tout z € D.

d) Etablir I'identité f, ,(z) = 17—$Zﬁt,q(qz) pour tout z € D.
-z
e) Démontrer que f; 4(2) = ((zm, q))oo pour tout z € D.
Z’, q o0

£ Soit @ € RT*. Déterminer, pour tout z € D, la limite de f4o 4(2) quand ¢ tend vers 17,

368.a) Pour x > 0 on pose f(z) = card{(n,m) € (N*)®,n> + m? < x}. Trouver un

équivalent de f(x) lorsque x — +o0.
+oo

b) On pose g(t) = Z " Trouver un équivalent de g en 1™~ en utilisant g,

n=0

369. Soit p un nombre premier. Pour tout F' € F,,[X], on pose |F| = pi°& ¥,

a) Soit s € C tel que Re s > 1. Montrer que la famille (|F|*), indexée par les polynomes
F € F,[X] unitaires, est sommable et calculer sa somme, qu’on notera z(s).
b) On note A I’ensemble des polyndmes unitaires de F' € F,[X] sans facteur carré, c’est-a-
dire tels que : VD € F,[X], D*F = deg D = 0. Montrer que Z |F|™* = 2(s) :

= z(2s)
¢) En déduire, pour tout d € N, la proportion de polyndmes sans facteur carré parmi les
polyndmes unitaires de degré d de F,,[X].

f()
14zt
a) Donner un équivalent de g lorsque © — +o0.

b) On suppose f de classe C*. Majorer I’écart avec I’équivalent trouvé.
¢) Que peut-on dire de plus si f est de classe C2?

1
370. Soit f continue sur [0,1] et g : x — / dt pour z > 0. On suppose f(0) # 0.
0

9 w/2
371. @) Déterminer le domaine de définition de f : x — \/_ / (cost)*® dt.
™ Jo

2 +oo uexp(fuz(z'+ E—))
b) Montrer, pour tout réel z > 0, I’égalité f(z) = / R Sy |7
0

RV VI—e ¥

+oo
372. a) Calculer / e~ " sin(xt) dt pour tout réel .
0
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sin(zt)
t(1+12)

+00 i
sin ¢
Vo >0, F"(z) = F(z) — / L gy

¢) Donner une expression simplifiée de F'.

+oo
b) Onpose F : x — / dt. Montrer que F est de classe C2 sur R** et que
0

+oo
373. Soit f € C°(R™*, R) de carré intégrable. On pose Sy : @ € RT™ / / (i’) d
Jo rTy
a) Justifier la bonne définition de S.

b) Montrer que Sy est de carré intégrable.

+o0
374. Soient a, 3 > 0. Pour = > 0, on pose I(z) = / L

a) Déterminer la limite et un équivalent de I en +oc.

b) Donner un développement asymptotique de [ a tout ordre.

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ce développement soit la somme
partielle d’une série convergente pour tout z > 0.

375. @) Soient K un segment et f : K — K une fonction continue croissante. Montrer que
f admet un point fixe.

b) On considere I’équation différentielle non linéaire (E) : 2’ = cos(z) + cos(t). On admet
que pour tout a € R il existe une unique solution ¢, de (E) sur R vérifiant ¢(0) = a, et que,
pour tous a, b réels distincts, les fonctions ¢, et ¢, ne coincident en aucun point. Montrer
que (E) possede une solution 27-périodique.

376. Soient f et g deux fonctions de classe C' de R* dans R**. Soit a € [0, 1].

a) Justifier qu’il existe une unique fonction z, : Rt — R de classe C' telle que V¢ €
R, a'(t) = f(t) = (f(t) + g(t)) 2(t) et 2(0) = a.

b) On suppose que f et g ont une limite finie strictement positive en +oc. Montrer que
tend vers 0 en +o0.

¢) Montrer que f et g peuvent étre choisies de telle sorte que z, n’ait pas de limite en +oo.
d) On suppose que I'une des fonctions f et g n’est pas intégrable sur R*. Montrer que
x1 — g tend vers 0 en +o00.

377. Soient v : R — R une fonction continue a support compact et w € R**. On considére
I’équation différentielle 3" + w?y = v(t), dont on note S 1’ensemble des solutions.

a) Montrer que, pour tout (a,b) € R, il existe une unique solution f;b (resp. f,,) de
(E) telle que f;,(t) = acos(wt) + bsin(wt) pour tout ¢ dans un voisinage de +00, (resp.
fapt) =a cos(&.}t) + bsin(wt) pour tout ¢ dans un voisinage de —oo.

a) Montrer que Si; = {f.}, (a,b) € R*} = {f,, (a,b) € R*}.

a,b’

+o00 +oo
b) On pose c¢(w) = / v(t) cos(wt) dt et s(w) = / v(t) sin(wt) dt, et on définit "ap-
J —00 J =00
plication S,, : R? — R? par : fon = fg,' (a,) POUT tout (a,b) € R2. Expliciter I'application
S, en fonction de c(w) et s(w).
¢) On suppose que S, = idg2 pour tout w > 0. Montrer que v est identiquement nulle.
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378. Soient q1, g2 deux fonctions continues de R™ dans R telles que ¢; < g2. On considere
I’équation différentielle (E;) : y” + ¢;(t) y = 0 pour i € {1,2}.

a) Soient yq,yo des solutions respectives de (E1) et (Ez) sur I. Soient o < [ deux zéros de
y1. Montrer que y» s’annule dans [, J].

b) Soient ¢ : RT™ — R continue, 1, M deux réels strictement positifs tels que m < ¢ < M.
Soient @ < 3 deux zéros consécutifs d’une solution non nulle z de y” + g(t) y = 0.

i) Montrer que les zéros de x forment une suite strictement croissante (¢,,)nen-

™ ™
ii) Montrer que —— < ¢ —t, < — pour tout n € N,

) q Jif St < oo p
379. a) Soit p un projecteur d’un espace vectoriel E de dimension finie, et u € L(E) tel que
pu + up = u. Montrer que tr(u) = 0.
b) Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Soitr € [0, n]. On note G I’ensemble des
projecteurs orthogonaux de £ de rang r. Soit p € G. Déterminer 1’espace vectoriel tangent a
Genp.

380. On munit R? de sa structure euclidienne canonique. On considere le carré de coins
{0,1} x {0, 1}. On choisit trois points A, B et C sur ce carré.

a) Montrer qu’il existe une disposition des points A, B et C' maximisant I’aire du triangle
ABC.

b) Caractériser une telle disposition.

Géométrie

381. Pour n > 2, on note P, le périmetre d’un polygone régulier a 2™ cotés inscrit dans le
cercle unité.

a) Calculer P, et étudier la convergence de la suite (P,),>2.

b) Etablir une relation de récurrence entre P, et Pui1.

¢) Estimer 'erreur 2 — P,.

d) Proposer une méthode d’approximation de 7 par exces.

382. On se donne un triangle direct ABC' du plan complexe. On note respectivement a, b, ¢

les mesures principales des angles orientés (zﬁ E), (ﬁ, ﬁl) et (CT.ZL C@) On note P
b g

I"unique point tel que 3 soit une mesure de (B?, B‘P)) et ; soit une mesure de (ﬁ C@) ;

- —
@ I'unique point tel que % soit une mesure de (m /ﬁ) et % soit une mesure de (C'A, C@) ;

. . . b .
R I’unique point tel que 2 Soit une mesure de (1@, ﬁ) et - soit une mesure de (B.}>2, ﬂ)
L’ objectif est de montrer que le triangle PQR est équilatéral.
a) Onnote f, g, h les rotations de centres respectifs A, B, C' et d’angles de mesures respec-
2 g
tives ; et €. Montrer que P est I’unique point fixe de g o h.
b) Montrer que (2 o g% o h3)(z) = z pour tout nombre complexe .
c¢) Onnote f: z+> a1z + by, g: 2z axz+byeth:z— azz+ bs. Exprimer P, Q, R en

fonction des a; et des b;.
d) Conclure.

RMS. Volume 134 - n® 1 (2023-2024)



Epreuves orales: Ecole Polytechnique — MP — MPI 65

Probabilités

383. Déterminer le nombre moyen de 2-cycles, de 3-cycles, de p-cycles, d’une permutation
de [1,n].

e " 1
Q-2 <2
b) Soit n € N*. On appelle partition de n toute liste décroissante (A\i)1<r<n d’entiers
naturels non nuls de somme n. On note P(n) le nombre de telles listes.
Montrer que P(n) < 2",
¢) On fixe n > 1 et on consideére une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur I’en-
semble des partitions de n. On fixe k € N* et j € N. On pose Nj, = |[{i € [1,n] : X; = k}|.

384. a) Montrer que Vo € R,

Exprimer P(N), > j) comme un quotient P((Z)> pour des entiers a et b a préciser.
n
d) Calculer Y " iN;.

i=1
385. On considere la suite (a,,) définie para; = 0, a2 = leta, = ap_1 + an—_o pourn > 3.

+o0 @
n
a) Calculer E on
n=2
b) On lance une piece non truquée. Déterminer la loi de la variable aléatoire X qui donne

I’instant de premiére apparition du motif Face-Face.
¢) Calculer E(X) et V(X).
d) Donner un équivalent de P(X = n).

386. Soitn € N*. On munit S,, de la loi uniforme, et on note N la variable aléatoire associant
atout o € S, le nombre de ses orbites.

a) Calculer P(N = 1) et P(N = n).

b) Donner une formule simple pour la fonction génératrice de N.

¢) Donner un équivalent de E(N') quand n tend vers +oc.

d) Donner un équivalent de V(NN) quand n tend vers +o0.

387. Soient n > 2, X;,..., X, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur
[1,n]. Soit (e1, ..., e,) labase canonique de C™ et f(x, ... x,) la variable aléatoire a valeurs
dans £(C") telle que, pour tout 4, f(x, . x,)(e:) = ex,.

a) Déterminer E (rg (f(x,.....x,)))

b) Pour z € C, soit i, la multiplicité de 2 comme valeur propre de f(x, ... x,)- Calculer
E(pu.).

388. Soient b,n € N*. On considere (B;)1<i<n des variables aléatoires indépendantes sui-
vant la loi uniforme sur [0, b — 1]. On note S I’ensemble des descentes de la suite B c’est-a-
dire S = {’L S [[1,71]], B; > BH-]}‘

a) Pouri € [1,n — 1], calculer P(B; > Bj1).

b) Soitj € [1,n — j — 1]. Calculer P(By > By > -+ > Bj1).
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¢) Pour I C [1,n], on pose «([) (resp. 5(I)) le nombre de suites a n éléments a valeurs
dans [0,b — 1] qui vérifient S C I (resp. S = I). Exprimer « en fonction de §3, puis 3 en
fonction de o

389.Sin € N, 0 € Sm etk € {1,...,2n}, on note s(o, k) le segment de C qui joint
les points e %5 et 7. On note b(o) le nombre de segments qui ne croisent aucun autre
segment (ol on dit que deux segments se croisent s’ils ont un point d’intersection qui n’est
pas une extrémité).

Pour n € N¥, soit 0,, une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur S,,. Déterminer
E(b(c,,)) et en donner un équivalent.

390. ** Soient p € [0,1/2], (X,,)n>1 1id. telle que P(X,, = —1) = P(X,, = 1) = pet
P(X,, =0) = 1— 2p. On cherche p tel que :

Vn € N*,Vay,...,an, b€ Z, P Zai X, =0| =P ZaX—b)

a) Montrer que p < 1/3, puis quep < 1/3 et enfin que p < 1/4

b) Si X une variable aléatoire a valeurs dans Z, on pose ®x : 6 — E (eiX 9) . Exprimer
P(X = k) en fonction de ® x.

¢) En déduire que p < 1/4 est une condition suffisante.

391. Soient n et d des entiers tels que 1 < d < n, et X;,...,X,, des variables aléatoires

indépendantes uniformément distribuées sur [0, d]. On note S, la classe de X; + --- + X,
dans Z/nZ.

a) La variable aléatoire .S, est-elle uniformément distribuée sur Z/nZ?

b) Calculer laloi de S,,.

392. Soient d € N*, (X,,),,>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi uniforme
sur [1,d]. Pour n € N*, on pose S, = X1 + -+ + X,.

a) Soient Y une variable aléatoire a valeurs dans Z, r € [[07 d— 1]], w =2/,
1=
Mont P(Y =r[d]) = - E (W),
ontrer que P( r[d]) = Z% o (™)

b) Soitr € [0,d — 1]. Donner une expression de P(S,, = r[d]).
¢) Déterminer la limite de la suite de terme général P(S,, = 01[d]).

393. Soitn > 1.

a) On se donne deux variables aléatoires indépendantes X, et Y, suivant chacune la loi
uniforme sur [1, n]] Soit r € Q. Déterminer la probabilité u, (r) pour que X,, et Y,, soient
deux points distincts et le coefficient directeur de la droite (X,,Y},) soit égal a r. Donner un
équivalent de u,,(r) lorsque n — +oc.

b) On se donne quatre variables aléatoires indépendantes X,,,Y,,, A,,, B, suivant chacune
la loi uniforme sur [1, n]]2 On note p,, la probabilité pour que X,, # Y,, A, # B, et les

In
droites (X,,Y},) et (A4,,By,) soient paralleles. Montrer que p,, = O( n) quand n — +00.

394. Soita € [1,2]. Onpose f, : & — |1 + z|* — |2z|* —
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a) Montrer: Vz € R, f,(z) < 1.

b) Soit X une variable aléatoire réelle centrée et admettant un moment d’ordre 2. Montrer :
Ve e R E (e + X|?) < 2°E(|X|*) + ||

¢) Soit (X, )n>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires centrées admettant un moment d’ordre 2.

Sx ) <2° ) E(X|Y).
i=1

i=1
395. Une urne contient a boules jaunes et b boules rouges. On effectue une succession de
tirages d’une boule dans 1’urne avec remise. A chaque tirage, on ajoute une boule de la cou-
leur de celle tirée dans 1’urne. Soit X, la variable aléatoire du nombre de boules jaunes dans
I’urne apres n tirages. Soit T}, I’événement « tirer une boule jaune au n'“™ tirage ».
a) Calculer Py, (T7).
b) Déterminer la loi de X,.
¢) Calculer P(T5,).
d) Pourny,...,ny,my, ..., mg tous distincts, caleuler P(T5,, N... N T, N Ty N oo N Ty, )

Montrer que, pour n € N*, E (

396. * Soientn > 1 et A, B, C des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur {0, 1}".

a) Pour n > 2, calculer la probabilité p,, que ABC soit un triangle équilatéral.

b) Déterminer un équivalent de p,,.

397. On munit I’ensemble S,, des permutations de [1, 7] de la probabilité uniforme. Soit X,
la variable aléatoire donnant le nombre de points fixes d’une permutation aléatoire o € S,.
a) Calculer P(X,, =0).

b) Déterminer la loi de X,,.

¢) Etudier la convergence en loi de la suite (X, )nen-.

d) Calculer les espérance et variance de la variable aléatoire X,,.

a —-b —c —d
o b a d —c . P
398. Soit M = e —d a b | unematrice aléatoire ot (a + 1) ~ P(a), (b+1) ~
d ¢ b a

P(B), (c+1) ~P(y)et(d+1) ~P(9).
a) Calculer la probabilité que la matrice M soit inversible.
b) Calculer la probabilité que la matrice M soit inversible et diagonalisable dans R.

399. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N vérifiant P(X > Y) = 1, et,

pour toutn € Nettouti € [0,n], P(X =n) >0etP(Y =i|X =n) = T
n

a) Montrer que, si (i,j) € N2, PP(X =i,V = j) = P(X =i,X — Y = j), puis que

X-Y~Y.

b) Montrer que P(Y =0) > 0.

¢) On suppose que X — Y et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de Y, puis celle de X.
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400. Soit n > 3 unentier. Si k € Z, on note & la réduction de & modulo n. Soient X, X0
des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans Z/nZ telles que, pour tout k € [1, n],
X, suit la loi uniforme sur {I,2,3}. Soit F' Iapplication aléatoire de Z/nZ dans lui-méme
telle que, pour tout k € [1,n], F(k) = k 4+ X}. Calculer la probabilité que F' soit bijective.

401. On cherche 2 collectionner N jouets. A chaque achat, chaque jouet a une probabilité
uniforme d’étre obtenu. Pour i € [1, N, on note 7; le temps d’attente pour obtenir ¢ jouets
différents.
a) Calculer 'espérance de Ty .
b) Calculer la variance de Ty .

Tn
NIn N

¢) Montrer que Ve > 0, P ( — 1‘ > 5> — 0 quand N — +o0.

402. Soit (X,),en+ une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles centrées.

On suppose que E(X}) < +oo.
a) Montrer que E ((X1 + 4 Xn)4) = 0(n?).

Xi+..+X
b) Pour € > 0, quelle est la nature de la série de terme général P ( Lot A > 5) ?
n

403. Soient € R™*, (X})x>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires suivant la loi P(x).

n
Pour n € N*, soient S,, = ZleTn = Sn—n —n
k=1 n
rhee —/n\" 1
a) Montrer que/ P(T, > z)dz = v/n (_) —.
0 e/ nl

1 +oo
b) On admet que, pour tout z € R, P(T,, > z) —+> \/?/ e—t2/2dt. Retrouver la
n—+o0 T Jx

formule de Stirling.



