BECEAS 2022

Partie I Un lien avec la loi de Poisson

L ([X, > k])keN est une suite décroissante d’événements.
Donc, par le théoréme de continuité décroissante,
P([X, > k])keN converge et kETmP([Xn > k) =P m X, > k) =P(@) = 0.

keN
2. Soit n € N*.

(a) Soit k € N.
(X, >k —1] = [X,, > k]U[X, = k] et les événements [X,, > k] et [X,, = k| sont

incompatibles.

Ainsi, P([X,, > k — 1]) = P([X,, > k]) + P([X,, = k]), ou encore
k

B([X > k) = P(Xn > k—1]) = e

(b) On montre le résultat par récurrence sur k.
Initialisation : k =0
PX>0)=1-P(X=0)=1—¢e"

P(X, >—-1)=1, et / etdt=1—e".
0

L’égalité est vraie.

Hérédité : Si on suppose le résultat au rang k, pour k € N, alors
k

P(X, > k+1) = P(X, > k) — %e_”
1 n . . nk
=1 the " dt — Fe‘" hypothése de récurrence.
. 0 .
tk+1 n 1 n k,—n
— [ e_t} + ) / thte=tqp — l:' intégration par parties.
O . 0 .

k+1
_ /n thtlet dt.
(k+1)! Jo

D’ou le résultat pour tout k.

+o00
3. (a) D’aprés le préambule, / tfe~t dt converge et sa valeur est kl.
0

Donc lim P([X, > k]) = 1.

n—-+o0o

(b) P[X, <k =1- L ket

k! J,
1 —+o00 _
nk 1 +00 b1 .
=—e "4+ — t" et dt intégration par parties.
k! (k- 1)! /n & patp

Or, en +oo, tF-le™ = o(tke™).
+o0 Foo
Par intégration des relations de comparaison : / th=letdt = 0( / thet dt)
n n

et les intégrales sont convergentes.
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nk

Donc, P([X,, < k]) ~ Fe‘".

4. (a) t — e est décroissante sur [0, n].

Donc t2"e ™ < t2he™t L 2.

n2n+1 n2n+1
Par croissance de l'intégrale : e "< I, < )
2n+1 2n +1
(b) ] n2n+1 Y '
nEIEoozn+1e :ngrfooexp(—n—l—@n—l—l)ln(n)—ln(2n+1))
Donc, lirf I, =400 par comparaison.
n—-—+0oo
(c) Soit ny € N. Soit n > ny.
VkeN, P(X, =k) <P(X,, =k).

I
Or, par (2), 0 < —n' =P(X, > 2n) < P(X,, > 2n).

(2n)!
. : I, . .
Par comparaison, lim =0 (d’aprés la question (1)).
n—-+00 (2n)'
Partie 11 La fonction [' comme transformée intégrale

5. Soit f, =t — e, pour (p,n) € N* et t > 0, tpfén)(t) = tPa™e.

Pour a > 0, tlir+n tf.(t) = +oo, donc f, ¢ S.

—+o00
Sia <0, tli+m () =0, et t —> £ f{™ (1) est continue sur R*, donc, f, € S.
—+o00

Donc f, € S <= a < 0.

6. Soit k > 0.
(a) fi est de classe C* sur RT. On montre par récurrence sur n I’existence d’un polynome
Pk,n tel que flgn) = Pk,nfk-

Initialisation : n = 0, P, = 1 convient.

Hérédité : Si le résultat est vrai pour n € N :
,ﬁ”) = Py fk
VY = Pl P x (<R
= (P, — k" Pyy) fi
Ainsi, Pppny1 = Py, — kt* Py, ,, est un polynome et convient.
(b) Par croissance comparée, tEeroo f,g") (t) =0 et f,i") est continue sur RT.

Donc f,gn) est bornée sur R*. Donc f;, € S.

7. Si f €S, t — t*"1f(t) est continue sur R™ et t — t>7*~1 f(¢) est bornée sur R.

1
Donc t*71f(t) = O™ 1), et [t f (1) =100 O(t_2> sur R*. Donc, t — t*1f(t) est

intégrable sur R* par comparaison avec une fonction de Riemann.
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+0o0
8. (a) Soit k > 0, et soit z € RT, G(f)(z) = / "L exp(—t*) dt.
0
On effectue le changement de variable v = t*, qui est C*, bijectif de R* dans R*.

1
- -1

G(fx)(x) :/0 Oou% exp(—u) X %u(k )du

+oo T
= l/ u<E _1) exp(—u) du
k Jo

-11(s)

(b) T'(x + 1) = 2 T'(z), T est continue sur R™, T'(1) = 1.

Donc I'(x) ~z—g

~—

SR

Ainsi, F(g) s too ﬁ
k x
i 1
Done, lim_G(f,)(x) = 1.
9. Considérons g:R™"xR™ —R
(x,t) — "7 f(1)

V€ R™, g(z,.) est continue sur R™*.
P

VieR™ g(.,t) est C®sur Rt et VpeN, Ve RT™ Ve R, %(x,t) = In(t)Pt= L f(1).
x

Ces dérivées sont continues par rapport a chacune de leurs variables. L’appartenance de

f a S assure la domination de toutes ces dérivées partielles.

Ainsi, par le théoréme de Leibniz généralisé aux dérivées successives, G(f) est C™ sur
10, 4+o0.

10. (a) G(f)(x) = /0 e dt.

Soit a €1, +00[. fin,q atteint un minimum en t, € [1, al.
G(Ha) > [ (0
1
> z—1 @
= f(tO) X [t :|1

:f<t0) |:ax£l,’_ 1] T—+00 oo
(b) Soit z > 0, I _ [T g
@ = [ e = [ )T
u =t"
du =zt* 1 dt
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li (T/2)) — (In(w)/z)) — i 1
Ig(r)lJrf(u ) xggrf(e ) 0 siu>
=f(1)siu=1
=f(0)siu<1
De plus, f est bornée sur RY et f : 2 — 22 f(x) aussi.
Donc, Vo € R™, Vu € RT,
0 <f () < [|f oo sur [0,1].
0 <f(ut/") g”{i# sur [1, o0l
Alinsi, par la version continue du théoréme de convergence dominée,
0
lim = G(f)(x) = f(0) # 0. Ainsi, G(f)(z) ~o &
z—07t xr
+00
(©) G(f)'(z) = / In(£)25~1 F(£) dt > 0.
0
f(0)

Donc, f est convexe sur RT. f(x) ~ —= en 0. Le tableau de variation est donc de
x

la forme :
lo
G(f)" +
G(f) - +
+00 +00
G(f) \ /

G(f) atteint un minimum global, atteint en t; uniquement.

Partie I11 Application au prolongement de la fonction ( de Riemann

11. (a) Si fe S, {f, (n,p) € N*} C{fuy, (n,p) € N?}.
Donc f' € S.

Soit x > 0. Par intégration par parties,

G = [ e = 1) o [

Donc, x G(f)(x) = =G(f")(z + 1).

(b) La relation précédente combinée avec celle rappelée dans le préambule (I(z + 1) =
zD(z)) conduit & Z(f')(x + 1) = —Z(f)(x), et par une récurrence immédiate

Z(f") (@ +n) = (=1)"Z(f)(x).
(c) Soit x € R.

Soit n et m tels que m > n > —ux.
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(=" Z(f") (@ +m) = (=1)"Z (f+=D) (@ + m)
(—1)™ x (—1)"_mZ(f(")) (z4+m— (m—n))
= (—1)"Z(f(”))(x +n).
On peut donc poser de maniére cohérente :
Z(f)(x) = (=1)"Z (™) (x +n).
(d) Z(f) est C* car G et I le sont.
Soit n € N, Z(f)(=n) :lig(l)Zf(—n—i-x)

= lin(~1)"Z( ) (2)
£(0)

T

Oren 0, I'(z) ~ i et Z(f™)(z) ~
Ainsi, Z(f)(—n) = (—1)" ()

, te™?
12. (a) i Pourt >0, f(t) = =t
—e

1
OrvVt>0,etel01fetV -1, 1], — = n
>0, el et Vo €] - 11 7 =3

+o0o

Donc, ¥Vt > 0, f(t) = te™ Ze_"t.

0

“+o0o
tn
. t _ -z
ii. Pourt e R, e —1—Zn!.
0
t t 1 1
Donc’f(t):t—1:+°°tn: +°On1_

+00 4 )
Zﬁ 1+Z o 1+zl:m

1
(b) L’expression du ii. assure le caractére C'* de f comme composée de fonctions C'*°

1)k —(n+1) 1\ k
(c) (n~|—2e :<1—|——> el —— el <1
nfe—" n n—+o0o

Donc, par la régle de d’Alembert, la série converge.
+00

Soit p =t —» Ze’”t.
+0o0
¢ est la composée de v — Z:c et t — exp(—t).
Donc ¢ est C°.
+oo
o= ngn, ou p, 1t — e ™,
0
VkeN, ol = ( 1)’“n’“son

Vi e (1,400, [on’(t)] = nFp,(t) < nFe ™
Ainsi ) ¢, converge normalement sur [1, +oo[ et V¢ 6 [ oof, Vk € N,
+oo
e @)] = | D (=1 nfea(t Zn’“ "
n=0
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(d) f=t—tep(t) =v(t)p(t).
el cart—etes.

k
VheN, [0 =3 (’;) D 0

1=0
Donc, Vp € N, Vk € N, t — t® ) est bornée. Donc f € S.

13. (a) Soit x > 0.
+o0 +oo 400 +00
G(f)(x) = / tre! Z e M = / (¢ Z e ™) dt.
0 n=0 0 1

+o0 o +o00 ut 1
OI‘/O te dt:/o e du:nx+1F($+1).

r 1
u = —nt, du = —ndt, et Z M

o1 converge.
n

Par le théoréme d’intégration terme a terme, on en déduit,
+oo

G(f)@) =T+ 1) njH T+ 1)+ 1) = 2T(@)C(x + 1).

1

Donc, Z(f)(z) =z ((x + 1).

(b) On prolonge donc ¢ & R~ {—1} par {(z) = - i ; Z(f)(x —1).
Z(f)(=n) = (=1)"f"(0).
Alors, Z(£)(0) = f(0) =
ZN(-1)=~10) =5
car, f(t) =1~ 31 +o(1)
Partie IV Un autre prolongement

14. (a) E(P,Q) est un R-espace vectoriel car il contient 0 et est stable par combinaison

linéaire.
De plus, Vo € R, (P(z) — Q(z) + Q(z) — P(z))e ™ = 0.
Donc, x — exp(—x) est élément de E(P, Q).

(b) Si x — e*® est élément de E(P,Q) avec A # —1.
Vz eR, N2P(z) + \Q(z) + Q(z) — P(x) =0
Donc, Vz € R, (A2 —=1)P(z)+ (A+1)Q(x) = 0, ou encore, ¥V (x), Q(z) = (1—\)P(x).
Or, PAQ =1, donc P et () sont constants.

(c) Si P et @ sont constants, P = p € R* et Q) = ¢ € R*, ’équation devient

py" +qy' + (¢ —ply =0.
L’équation est a coefficients constants. Son équation caractéristique est
pri+qr+(g—p)=0.
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15. (a)

A=q¢ —4plg—p) = +4p* —4pg= (2p —q)>.

Les racines sont
_ =4+ C@p—q) _20p—q) _r-4q

A p— pr—
' 2p 2p D
—g—(2p —
PV el ol P Y
2p
Alors

siqg=2p, BE(P,Q)={t — (at + B)e”", (a, 8) € R?}.
siq#2p, E(P,Q)={t — ae™ '+ Be(pr%q)t, (a, B) € R?}.

Si P posséde une unique racine réelle a, le théoréme de Cauchy linéaire s’applique

sur | — 00, al, et sur ]a, +00l.

Il existe une unique solution de (6) sur | — oo, a[ vérifiant f(a —1) = f'(a—1) =0

et une unique sur |a, +-oo| vérifiant f(a+1) = f'(a+1) = 0.
Ainsi, pour f € E(P, Q), si q)(f) = (0, 0,0, O), f\]a,+oo[ =0et f|]_oo,a[ =0.
Comme f est continue sur R, f = 0. Ainsi, ® est injective.

Si ®(f) = (O, 0, 6_(a+1), —6_(a+1)), f\]—oo,a[ =0et f\]a,oo[ =t et

Or, ces deux solutions ne se raccordent pas contintiment en a. Donc il n’existe pas

de f € E(P,Q) telle que ®(f) = (0,0, —e~(eFD),
Ainsi, ® n’est pas surjective.
dim E(P, Q) = dim Im(®) < 3.

On s’intéresse ici I’équation :

2y —y —(1+2°)y=0 (E)

x — exp(—x) est solution sur R.

Sur | — 00,0[ et ]0,4o00[, on cherche une autre solution formant avec celle-ci un

systéme fondamental.
On pose y=e "z
/ /

Yy =—e"z+e 2.

y// — e—xz_l_ (—2)6_IZ/+6_IZH.

(E) devient 223 + 2% — 2 =0
—(1+22%)2 +2°2" =0

o 1+ 223 W
3
, ( 1 Lo ) <4x3 -1
Y =exp( — =— +22) =ex
P 222 p 212

)
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Ainsi les solutions de (E) sur R™ et sur R™* sont les
¢ 42 — 1
x— Cexp(—z)+ D, exp(—:ﬂ)/ exp (t—2> dt,
ot a, est dans R+ “

Le raccordement en 0 conduit & un systéme montrant que ’ensemble des solutions

est de dimension 3.
I'(3)

(F(Qj).) (3)
F(E+1) 2T
A+ ) =T T a0l e )@ 2@+ 1)

Soit A1z —

(%) A(z)

Par la question 8a, on peut dire que A(z) = ﬁ X 2G(f2)(x) = 2Z(f2)(x).

Par la question (11), on peut prolonger A(x) en une fonction C* sur R par :
sin > —x, Alz) = (=1)"2Z (") (z + n).

Soit # € R. fi(x) = —2f5(x). Par la formule de Leibniz, f"""(z) = —22f{" (z) —
anfi" ().

Alors G(f5"™V)(2) = —2G(f)(x + 1) — 20G (5" V) (2) = 2(x — n)G(f5" V) (2).
Ainsi si x > —n,

Az +2) = Z(fo)(z +2)
= (=1 Z(f" )z +n+ 1)

e G @ 4+ 1)
= (=1 T(z+n+1)
()M G @ 1)
T 2x+1) TL(@+n+l)

1 _

- 2(x + 1)A(:c)

Soit z € R. fi(z) = =2z fo(x).
1(x) = =2fa(x) + 42 fo(x).
fo est solution de —(2z — 1)y” + (42 — 3)y' + (42 — 220 — 4)y = 0.
En appliquant Z a cette relation on obtient :
Z(J) (@) = 2Z(f3)(x +1) +4Z(fo)(x +2) = 3Z(f3)(x) +4Z(f2)(x +2) + 2Z(f2) (x +
1) —4Z(f2)(x) = 0
La question (11) conduit a :
AA(x +2) = 2A(x + 1) —4A(z) + Az — 1) + A(x — 2) = 0.

Cette relation est aussi satisfaite par les constantes.
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