BECEAS 2022

Banque d’Epreuves des Concours des Ecoles
d’Actuariat et Statistique

Session 2022

Epreuve a option (A) : Mathématiques
Durée : 4h

On rappelle que la fonction Gamma d’Euler est définie par

+00

Vx>0, F(x):f e tdt 1)
0

qu’elle est continue sur R et qu’elle vérifie la formule récursive I'(x + 1) = xI'(x), valable
pour tout réel strictement positif x.

Cette fonction intervient a maintes reprises dans la suite.

L'énoncé est divisé en quatre parties largement indépendantes, que les candidats ne sont
pas tenus de traiter dans l'ordre.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et a une uti-
lisation diiment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.
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PartieI Un lien avec loi de Poisson

Dans cette partie, on considere une suite (Xn)ne]N* variables aléatoires définies sur le
méme espace probabilisé (Q,%,P) et on suppose que, pour tout n € N*, X, suit la loi de
Poisson de parametre 7 .

1. Justifier que, pour tout n € N*, la probabilité P([ X, > k]) tend vers 0 quand I’entier k
tend vers 'infini.
2. Soit ne N*.
a) Justifier, pour tout entier naturel k, I'égalité :
nk
P([X, > k]) =P([X,, > k—-1]) - Fe‘” :

b) En utilisant le résultat précédent et une intégration par parties, établir que :
1 n
VkeN, P(X,>k])= Ef the~tdr )
Mo

3. Soit ke N.

a) Préciser la limite de P([ X}, > k]) quand n tend vers l'infini.

k
b) En utilisant (2), justifier que P([X,, < k]) est équivalent a % e " quand n tend

vers 'infini.

n
4, PourtoutneN*,onpose:In:f e~ tdr.
0

2n+1 n2n+1
e "=, <

a) Justifier 'encadrement :
2n+1 2n+1

b) En déduire la limite de I, quand 7 tend vers l'infini.

¢) Démontrer que I,, est négligeable devant (2n)! quand n tend vers 'infini (on
pourra utiliser la propriété (2)).

Partie Il LafonctionI comme transformée intégrale

On note S I'ensemble des fonctions réelles f définies et de classe C* sur R+, telles que,
pour tout couple (n, p) de nombres entiers positifs ou nuls, la fonction t — t? f M (1) est
bornée sur R, .

5. Pour quelles valeurs réelles de a la fonction t — e®’ est-elle un élément de S?
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6. Soit k un nombre entier strictement positif et f; la fonction définie sur R par:
V=0, fi(t)=exp(—t5).

a) Montrer que, pour tout entier positif 7, il existe un polynéme Py, de R[X] tel
que la dérivée n-ieme de fj vérifie :

V=0, f(0) =Pt fi(t).

b) En déduire que f est un élément de S.

7. Montrer que, pour tout élément f de S et tout réel x > 0, la fonction ¢ — t*~! f(¢) est
intégrable sur ] 0, +ool.

Pour tout f € S, on définit sur R} la fonction G(f) par:

+00
Vx>0, G(f)(x):f t*7 () dt 3)
0

8. a) Exprimer, pour tout entier strictement positif k, la fonction G(f;) al’aide de la
fonction Gamma.

b) Donner un équivalent de la fonction I en 0 et en déduire que, pour tout x > 0,

1
G(f¥)(x) tend vers — lorsque k tend vers I'infini.
X

9. Montrer que, pour tout élément f de S, la fonction G(f) est de classe C*° sur]0, +oo.
10. Dans cette question, on suppose que f est une fonction a valeurs strictement posi-
tives qui appartient a S.

a) Montrer que (G(f))(x) tend vers +oo quand x tend vers +oo.
b) Montrer que (G(f))(x) est équivalent a f(0)/x quand x tend vers 0.

¢) Montrer que la fonction G(f) admet un minimum global, atteint en un point
unique.

Partie IIl Application au prolongement de la fonction { de Riemann

Pour tout élément f de ’espace S défini dans la deuxieme partie du probleme, on associe
la fonction Z(f) définie sur ]0, +oo[ par:

1 +00
Vx>0, Z = t* (o) dt 4
x>0, Z(H) m)fo £ @)

Option A Mardi 17 mai, matin Page 3/5



BECEAS 2022

11. Soit f un élémentde S.

a) Montrer que la dérivée f' de f appartient a S et vérifie :

Vx>0, G(f)x+1)=-xG()(x).
b) En déduire que, pour tout n€ N,on a:

Vx>0, Z(fx+n)=-D"Z(f)x).

¢) Montrer qu’on peut définir, de maniere cohérente, un prolongement Z(f) de
Z(f) alR, en posant, pour tout nombre réel x et tout nombre entier n tel que n > —x :

Z(HX)==D" Z(F ™) (x+n) .

d) Montrer que Z(f), ainsi défini, est une fonction de classe C® sur R et vérifie,
pour toutne N :
Z(H=n =(=D" f"(0).
t
12. Dans cette question, on note f la fonction définie sur R, par: f(#) = { ft -1

sit>0
sitzO.

a) Justifier la validité des deux développements en série suivants :

+00

@) Vve>0, f(y=re ") e™
n=0

(i) Yr=0, f(r):%

n

M Z (n+1)!

n=1

b) Montrer que f est de classe C* sur R.

¢) Pour tout nombre entier strictement positif k, montrer que la série de terme

+00
général n¥e™" est convergente et que sa somme Z nke" majore la valeur absolue
n=1
+00
de la dérivée k-ieme de la fonction t — Z e " sur I'intervalle fermé [1, +oo].
n=0

d) En déduire que f est un élément de S.

13. Onrappelle que la fonction Zéta de Riemann est définie par :
+00 1
Vx>1, X) = — 5
¢(x) n; s 5)
a) Démontrer que, pour I'élément f de S défini dans la question précédente, on

Vx>0, Z(fHix)=x{(x+1).

b) La propriété précédente permet de prolonger la fonction ¢ a la droite réelle
privée de 1 en posant :

_ 1 —
Vil {w=—Z(Nk-D.

En utilisant un développementlimité de f, calculer ses valeursen Z(f)(0) et Z(f)(-1).
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Partie [V Un autre prolongement

Dans cette partie, P et Q désignent deux polynomes de R[X], non nuls et premiers entre
eux, et on note E(P, Q) 'ensemble des solutions sur R de I'’équation différentielle :

Py"+Qy'+(Q-P)y=0 (6)

Autrement dit, E(P, Q) est’ensemble des fonctions réelles f deux fois dérivables sur R telles
que:
VxeR, P@f"®+QW) f'(x)+(Qx)—-P) f(x)=0.

14. a) Montrer que E(P,Q) est un R-espace vectoriel qui contient la fonction x —
e~

b) Montrer que, si E(P, Q) contient une fonction de la forme x — e’ avec A # —1,
les polynémes P et Q sont nécessairement constants.

¢) Trouver E(P,Q) lorsque P et Q sont constants (non nuls) .
15. On suppose, dans cette question, que le polyndme P possede une unique racine réelle

a et on note ® 'application linéaire de E(P, Q) dans R* qui associe a tout élément f
de E(BR,Q) le vecteur :

o(f)=(fla-1),f'(a-1), fla+1), f'(a+1).

a) En utilisant le théoreme de Cauchy linéaire, montrer que 'application ® est
injective.
b) Montrer qu’il n’existe pas d’élément f de E(P, Q) vérifiant :

fla-1)=f'(a-1)=0
fla+)=~f'(a+1) =e @+ 1D

c) Déduire des résultats précédents que la dimension de I’espace vectoriel E(P, Q)
est au plus égale a 3.

d) Montrer que, si P(X) = X3 et Q(X) = —1, la dimension de I'espace vectoriel
E(P,Q) est égale a 3.

X
r(3)
16. a) Montrer que la fonction A: x — F(z) , définie sur ] 0, +oo [, vérifie la formule
X
récursive :
A(x)
Vx>0, Alx+2)= .
2(x+1)

b) En utilisant la fonction f, : t — exp(—t?) définie dans la deuxieme partie,
montrer que la fonction A admet un prolongement A de classe C* sur R, vérifiant :
VxeR, A@x)=2x+1DAx+2).

¢) Comment utiliser une équation différentielle de la forme (6) pour trouver une
formule récursive satisfaite a la fois par les fonctions constantes et par la fonction A?
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