Mines-Ponts MP Un corrigé de Mathématiques 2 2015
A. Norme d’opérateur d’une matrice

1. R™ est de dimension finie et S*~! est évidemment une partie bornée de R™.
C’est aussi une partie fermée ; en effet, application x +— ||z|| est 1-lipschitzienne par la seconde inégalité
triangulaire, donc elle est continue, puis S"~! est 'image réciproque du fermé {1} par cette derniére application.

Donc [S™! est un compact de R™.

On aurait pu prouver la fermeture par intersection d’une boule fermé et du complémentaire d’'une boule ouverte.

x — Mz est continue sur R" & valeurs dans R", car linéaire en dimension finie, et y — [|y|| est continue sur R”
& valeurs dans R d’ott  + |[Mz|| est continue sur R”, en particulier sur le compact S~ ! et & valeurs réelles.
Par le théoréme des bornes atteintes, cette fonction admet un maximum ce qui justifie l'existence de || M||qp.

(i) [[M]lop existe dans RT
. . 1) [|AM|[op = [A] - [M[|o
2. Soit M et N € M, (R). Soit A € R. Montrons que (”) ” op P
() (it8) M +Nlop < [Mlop + [Nl
() [[M]lop = 0= M= 0p1,r)

pour (i) : D’aprés la question précédente ||M||op est bien définie dans R car Vo € S"~1, |[Mz| >0

pour (i3) :
Le théoréme des bornes atteinte (dans 1), nous fournit y € S tel que [|AM||op = [|AMy|| = |A|||My].
Ayant [|[My| < |[M||op et [A| = 0, on en déduit [[AM|[op < [A] X [[M]|op-
Par ailleurs, il existe z € S~ ! tel que ||[M||op = || Mz]|.
Alors [A] x [Mllop = [A] x [Mz]| = [AM2]] < [IAM]op
ce qui nous donne : [|AM||op = |A| X ||[M]|op
pour (iii) : Il existe y € S"~! tel que |M + N|lop = [|(M + N)y| = |[My + Ny||.
Par I'inégalité triangulaire puis par définition de ||.|[op, [[M + Nljop < [[My]| + [|Ny|| < [[M]lop + [|N]lop
pour (iv) : On suppose que : ||[M|op = 0.
Alors I'ensemble {||Mz|,z € S" 1} est & la fois inclus dans RT et majoré par 0.
Donc Vz € S*~ 1, Mz = 0.
La base canonique (eg,...,e,) de R” est formée de vecteurs de S™~1
donc Vk € [1,n], Me,, = 0. Or Mey, est aussi la k-iéme colonne de M. Donc M = 0.

On a bien montré que ||| - |lop est une norme de M,,(R)
Soit x et y € R™.

Si x =y, I'inégalité & démontrer est vraie car 0 < 0
Siz #y, alors ||z —y|| #0 et m(:p —y) €S 1 donc :

1

e~ = M| <

Comme [z — y|| > 0, on obtient | [Mz — My < [[M],, [lz — ] -

3. cas diagonale : On suppose dans un premier temps que M = diag(ay,...,a,) € D,(R) avec aq,...,a, € R.
Je prends ko € [1,n] tel que |ag,| = Max{|\|, A € o(M)} qui existe bien car o(M) est fini
Soit z = {z1,...,2,) € S" L. On a Mz = {ayz1,...,a,z,) et donc

Ml = [ D (a2 = [ D lail?a? < [ lano P2} = |ak 2]

1<isn 1<isn 1<i<n

donc | Mz|| < |ag,| donc |ak,| majore {||Mz||;z € S*~1}

Je note (ey,...,ey) la base canonique de R™ qui est une base orthonormeée pour la norme euclidienne || - ||
Ainsi on a ey, € S" et ||[Meg, || = |ar, |llex, |l = lak,| et

d'oit Max{|A[, A € (M)} = |ay,| = max{||[Mz] ;2 € "1} = [M]|,,
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cas symétrique : Je suppose maintenant que M est symétrique réelle,
Ainsi le théoréme spectral nous fournit D € D,,(R) et Q € O, (R) tel que M = QD
Comme M et D sont semblables, on a : Max{|A|, A € (D)} = Max{|A\|, A € o(M)}
De plus, {||Mz|;z € "'} = {||0D Qz|| ;2 € S"~'}
Les endomorphismes de R” x — Qx et 2 — Qx étant des isométries vectorielles on a

(M| 52 € 51} = {||oD x| € 81} = {||D'al| ;2 € "1} = {IDyll;y € 5}

A l'aide du cas précédent :

Mllop = Max{[[Mz||; 2 € "'} = Max{|[Dz|| ;2 € $"7'} = [Dllop = Max{|A|, A € o(D)}

On peut conclure alors que | Si M est symétrique alors Max{[A|, A € c(M)} = [[M]|,, |

4. On arg(J,) =1 (colonnes non nulles identiques) donc a 'aide du théoréme du rang, dim Ker(J,) =n — 1.
Si n > 2, alors 0 est valeur propre de J,, et dim(Ey(J,)) =n — 1.
De plus comme J,, est symétrique réelle, J,, est diagonalisable donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1
1 1
DeplusJ, | : | =n | : | ce qui permet de prouver que n est valeur propre de J,
1 1
Comme n — (n — 1) = 1 alors n est valeur propre de J,, de multiplicité 1 et donc dim(E,(J,)) =1

Sin > 2 alors o(J,) = {0,n} et dimEg(J,) =n —1et dimE,(J,) =1 et o(J;) = {1} et dimE;(J;) = 1‘

A Paide de la question précédente, | [|Jp|lop = 7

5. Comme en 3, on note (eq,...,ey,) la base canonique de R™.
n n
On a ||Me,|| = E My, jex|| = E Mi,j car (eq,...,e,) est une base orthonormée
k=1 k=1

donc |M; ;| < [[Me;]| < [[M||op car e; € S?1
Par conséquent, | Max{|M; ;|, (¢,5) € [1,n]*} < [|[M|lop |
6. Soit z € S"71. On a

n n n

M| = "(Ma)f = M jz;
) 1

=1 =1 j:
Par inégalité de Cauchy-Schwarz dans R", on a
2
n n n n
2 2 2
D Migay | < [ DOME ) (Do) | =D M
J=1 j=1 j=1 j=1
On en déduit que
n n
2 2
IMz]* < DD M3
i=1 j=1

En passant & la racine carrée puis au maximum sur x, on a donc

n n

DM,

i=1 j=1

IM[op <
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Supposons qu'il y ait égalité. Il existe alors un z € S~ ! tel que pour tout i les vecteurs (M;1,...,M;,) et
x soient liés (cas d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz), c’est a dire que toutes les lignes de M sont
proportionnelles & . M est donc de rang < 1.

Réciproquement, si M est de rang < 1, toutes les lignes de M sont multiples d’'un vecteur  de norme 1.

Pour ce vecteur x, nos inégalités sont des égalités et le majorant trouvé est un maximum.

n n
[M|lop = E:E:(M”)2 si et seulement si rg(M) < 1
i=1 j=1
n n n n
7. Soit M € ¥,,. On a ||[M||op < ZZ(MLJ)Z < ZZ 1 = v/n? donc | [M||op < 7
i=1 j=1 i=1 j=1

Analyse : On suppose que M € X, et [|[M|lop =n

n n

ZZ(M”)2 < n alors ZZ(;{ — M?;) -0

i=1 j=1 i=1 j=1

donc Vi, j € [1,n], |M; ;| =1

de plus d’aprés 6, rg(M) < 1 donc rg(M) =1

Je note M = (Cy]---|Cy) en colonne.

il existe fa,..., B, € {—1,1} tels que Vj € [2,n], C; = 5;Cy
et il existe aq,...,a, € {—1,1} tel que C; = Yay, ..., ap)

comme ||M||op <

et ainsi M = (o)) 1<ij<n €n ayant posé 1 =1
Synthése : Prenons M = («;0j)1<ij<n € Mn(R) ot f1 =1 et Ba,...,Bn,a1,..., 0 € {—1,1}
On abien M € %,,.

On a rg(M) = 1 donc d’apres 6, ||[M||op, =

n
1=

Z(aiﬁj)Q =n

17=1

Conclusion :

Les matrices M de ¥, telles que ||[M||op = n sont les matrices de la forme
M= (aiﬁj)lgingn S Mn(R) oupr=1et Bo,...,00,01,...,0p € {—1, 1}
De plus en posant 81 = 1, 'application :

{_1,1}2n—1 N En
(B2s. -y Brsry .o o) > (04f5)1<ij<n

est surjective d’aprés ce qui précéde.
Cette application est injective car les «; sont déterminées par la premiére colonne et les §; sont alors
déterminés par un coefficient des colonnes correspondantes.

D’oul le caractére bijectif de cette application.

donc |il y a exactement 22"~ matrices M de ¥,, telles que |[M||op = n
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B. Variables aléatoires sous-gaussiennes

8. Soit t € R. D’apreés le cours, on a e = — et ainsi e7t = Z

10.

11.

X X (—1)kek
k!

t avec convergence absolue. Ainsi

k!
k=0 k=0

Ch(t):+°° [1+ (—1)%] * *i’f [14 (—1)*] t""+ *i’s (14 (—1)F] ¢k _*i’f(in)

! k!
k=0 k=0
k pair k impair

£
Il
o

on a couper en deux la somme et effectuer un changement d’indice bijectif car il s’agit de familles sommables.

De plus

t2 = t2n

67 = R E——
2n x n!
n=0

or par récurrence immédiate, on a Vn € N, 0 < 2" x n! < (2n)! et on a aussi Vn € N, t2" > 0

donc

12
ce qui permet de conclure que |ch(t) < exp <>

t2n t2n

N <
vneN, (2n)! = 27 x n!

2

. SoitteRetze[-1,1]. Ona L >0et 35 >0et 2 + 152 =1

La fonction exp étant convexe sur R car de classe C? et exp” = 0.
Onatet —t € R, donc exp (132t 4+ 152 (—t)) < L= exp(t) + 5% exp(—t)

d’ou |exp(tz) <

1“'”3 exp(t) + I_Tw exp(—t) |

Soit t € R. On a 0 < exp(tX) < et X o715
Par hypothése, X est d’espérance nulle, donc par linéarité

Ainsi e

t14+X —t1-X
5= te 5

1+X 1-X 'E(1 —tE(1
E(et + +e—t 5 >:e ()+e ()—|—0—|—O:Ch(t)

2 2
5 est d’espérance finie et il en est de méme pour exp(tX) et E(exp(tX)) < ch(?)

Ayant également ch(t) < e!’/2 selon 8, on obtient E(e!X) < et*/2 pour tout ¢ € R
ce qui donne : ’X est 1—sous—gaussienne‘

1

Supposons maintenant que X est bornée par a, et posons Y = ~X.

Alors Y est centrée (linéarité de 'espérance) et bornée par 1.
Soit ¢ € R. Alors a x ¢ € R et d’aprés ce qui précede, E(e®Y) < exp((at)?/2), ainsi E(e!X) < e2*/2

donc ’si X est bornée par « alors elle est a—sous—gaussienne‘

Soit t € R. L’indépendance mutuelle des variables aléatoires Xy, ...
variables aléatoires e

tmXa o ettnXn par le lemme des coalitions, or elles sont d’espérances finies.

Ainsi on a 'existence des membres et ’égalité :

E <exp <t2uixi>> =E (H exp(thn) = [ [E(exp(tpiXs)).
=1 i=1

=1

Or, pour tout i € [1,n], on a 0 < E(exp(tu;X;)) < exp(t?p?a?/2). Donc par produit :

donc on a bien

E (exp (tz,uiXi)) Hexp t2u2a?/2) = exp (Zt2 ) = exp <a22)

n
E WiX; est a-sous-gaussienne |.
i=1

, X, implique I'indépendance mutuelle des
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12. Soit t > 0.
La variable aléatoire exp(tX) est a valeurs positives et d’espérance finie car X est sous-gaussienne
Alors inégalité de Markov nous donne :

E (exp(tX))

exp()) > P (exp(tX) = exp(tA))

comme on a E (exp(tX)) < exp (?t?/2) car X est a-sous-gaussienne et
I'égalité des événements : (exp(tX) = exp(tA)) = (X > A) car x — exp(tz) est strictement croissante

Ainsi [P(e® > e) <exp (o 22 /2 — tA)

En choisissant ¢t = ? (qui est bien un réel strictement positif et qui est le minimum de ¢ — o?t?/2 — t)\) dans
I'inégalité précédente, on obtient :

—\2
P(X > \) <exp () )

202
Selon Q11, comme (—1)? = 1, alors —X est une variable aléatoire a-sous-gaussienne car X l'est.
En effet, si t € R, alors —t € R, donc E(exp(—tX)) < exp(a?(—t)?/2), ce qui donne :
E(exp(t(~X))) < exp(a?i2/2).
Ainsi, d’aprés ce qui précede, P(—X > ) < exp(—A2/(2a2)).
Enfin, I’événement (|X| > A) est la réunion disjointe des événements (X > \) et (—X > )), donc la somme des
deux inégalités précédemment obtenues fournit :

)\2
P(IX| > A) < 2exp <_%¢2> :

13. = : Supposons que X est d’espérance finie.
Alors, l'inégalité 0 < |X] < X assure que LXJ est aussi d’espérance finie, et a valeurs dans N.

D’apres le résultat admis, la série ZIP’ > k) converge, et est de somme E([X]).
k>1
Or, pour tout entier naturel k et par définition de la partie entiére, ’événement (|X]| > k) est exactement
Iévénément (X > k).
Donc P(X > k) = P(|X] > k) ce qui assure la convergence de la série ZIP’(X > k)
k=1

+oo
et donne également : ZIP’(X > k) =E(|X]).

k=1
L'inégalité |X| < X < [X] + 1, et la croissance et la linéarité de l'espérance fournissent alors 'inégalité

souhaitée, en remarquant que E(1) =1 :

“+o0 —+o00
> PX2E<KEX)<1+)Y PX>k
k=1 k=1

< : Supposons que la série Z]P’(X > k) converge.
k=1
Alors, ayant P(|X| > k) = P(X > k) pour tout k entier et |X| & valeur dans N, la variable aléatoire |X|

est d’espérance finie
donc |X| + 1 également par linéarité
comme 0 < X < |X] + 1, on en déduit que X est d’espérance finie.

X est d’espérance finie si et seulement si la série de terme général P(X > k) converge
. 400 +
Conclusion :_ dans ce cas : Z]P(X > k) <EX)<1+ ZIP’(X >k
k=1
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14. Soit k € N*. Par stricte croissance de la fonction ¢ € [1, +00[— %Q(t) € [0, +oo] ,

on a 'égalité des evénemements : (exp(32X?/2) > k) = (\X| > 21;5“)

Si k> 2, alors 21;@ > (0 ce qui permet d’appliquer I'inégalité de la question 12 :

B2X2 1 2In(k) _
]P’(exp( 5 > k) <2exp —ﬁx 2 =2k
car n = a 2372,

. e 1, . B2X2
Si k =1, I'inégalité est vraie car P (exp ( 5 ) > k) <2

BQXZ
dans tous les cas |P (exp ( 5 > > k:) <277

En supposant 0 < a8 < 1, on a alors 1 < (af)™2 = n par stricte décroissance de u — u=2 sur R,

1 2x?2 2
d’ol1 la convergence de la série ; o comme on a 0 < P (exp <5 : ) > k‘) < o

2x2
alors la série ZIP’ (exp (ﬁ 5 > > k) converge par comparaison entre séries a termes positifs
k=1

D’aprés la question précédente, exp (@) est donc d’espérance finie et :

+oo
(oo () < (o (55)
k=1

On a bien |E (exp <522XQ)> <1+ 2¢(n) |

WV

+oo2
k) ngZ—lk”

C. Recouvrements de la sphére

15. Par I’absurde, on suppose qu’il n’existe pas de sous ensemble fini A de K tel que : K C U Ba,;
acA
On va construire par récurrence une suite (ag)r=0 € K" telle que Vm,p € N, m # p = |lam — ap| > §
Initialisation : Je peux choisir ag € K car K # ().
Hérédité : Soit n € N.

Je suppose avoir qu’il existe une suite finie (ax)o<r<n telle que Vm,p € [0,n], m # p = |lam — ap|| > 5.

n n
Comme {ar /0 < k < n} est fini,on a K ¢ U By, e/2- Ceci nous fournit a,41 € K\ (U Bamﬂ)
k=0 k=0
Et donc Vm,p € [0,n 4+ 1], m # p = [|am — ap|| > 5.
Conclusion : J’ai ainsi construit une suite & valeurs dans K ayant la propriété voulue.
Comme K est compact, ceci nous fournit une suite extraite (aw(n)) convergente.

Ainsi la suite (||lag(nr1) = aumll), -, converge vers 0 or Vn € N, |lag(mi1) — Gum |l > 5

n=0
donc € = 0 ce qui est absurde!

il existe un sous ensemble fini A de K tel que : K C U Ba,%
a€A
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16.

17.

18.

On considére un sous ensemble fini A de K tel que : K C U Ba,g-
a€A
Comme les boules B(a, e/2) recouvrent K quand a décrit A, chaque élément = de A est dans au moins une des
boules. On peut ainsi construire
une application f : A — AtellequeVz € A, x € Bf(z),g

Soit x,y € A tels que = # y.

On a donc ||z —y|| > ¢ ainsi y € By,
donc f(xz) # f(y)

On vient de montrer que application f : A — A est injective or A est fini
donc ’A est fini et Card(A) < Card(A) ‘

£ carx S Bf(:zc),%

Soit une telle partie A de K ayant un cardinal maximal.

Par I'absurde si on avait K ¢ U Bg,e, ceci nous fournirait a € K\ <U BM)

a€A a€EA
Ainsi AU{a} C K et Vz,y € AU{a}, x #y = |z —y| > e et Card(A) < Card (AU {a})
Absurde avec le caractére maximal du cardinal de A

Ainsi | Si A est de cardinal maximal alors K C U B,
a€A

Soit a € A. Soit x € B, . /5. Comme a € S"~1 on a par Iinégalité triangulaire :

g
lzll < |z = af +lall < 5 +1,

Ainsi Ba75/2 C B071+€/2 .

Par ailleurs, donnons-nous a # b dans A et supposons qu’il existe un = € B, /3 N By /2. Alors par I'inégalité
triangulaire on aurait :
16— all < [Ib = zf| + [l — al| <,

ce qui est absurde. Donc les B, ./, sont deux a deux disjointes pour a € A. Puisque A est fini, on peut écrire :

M (Bo,1+e/2) Z (U Ba,e/2> = ZM (Ba,a/Q) .

a€N a€EN

On en déduit : (1 + %)n > (%)n x card A ainsi |card A < (%)n .

Pour utiliser Q16, on a besoin de ’existence d’'un A de cardinal maximal.

1
On considere alors I' = {card (A) /A finiet A C S" ! et <Vx,y eEN zFy=lz—vyl > 2)}

1

n
I" est une partie de N non vide, car 0 € I' et majorée par ( f) = 5" avec la question précédente en € = %
2

Ainsi T admet un plus grand élément M

1
il existe alors A, partie de cardinal M du compact S"! telle que Yo,y € A, z #y = ||z —y|| > 5

donc A, est de cardinal maximal en appliquant Q16, au compact K = S"~1,

On obtient |une partie A, de S~ ! de cardinal majorée 5" telle que "' U B,
a€Ny

1
2
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D. Norme d’une matrice aléatoire
19. Soit i € [1,n]. On a y; = ZM Jx;, avec Zx =1
De plus, les variables aléatoires (M(n) .. M( )) sont mutuellement indépendantes, car elles forment une sous-

20.

famille d’une famille de variables aleat01res mutuellement indépendantes.

La question 11 permet de conclure que

y; est a-sous-gaussienne ‘

L’inégalité d’Orlicz (admise a la fin de la partie montre alors que :

Vie[1,n], E <eW?> < 5.

(n )

L’indépendance mutuelle des M

car chaque y; s’écrit comme comblnaison linéaire des Mi
9

supports deux & deux disjoints.

Donc par produit on obtient : |E (e”"lyW) < 5™

Soit maintenant r > 0. Par stricte croissance de 'exponentielle et stricte positivité de v on a :

(n)

fournit 'indépendance mutuelle des y;, par le lemme des coalitions

o).

Puis en utilisant l'inégalité de Markov il vient :

P(llyll = rv/n) < (5e)"

Soit r > 0 tel que [|[M™||o, > 2ry/n.

La question 1) nous fournit ¢ € S*~! tel que : [|[M™¢]| = M) ||,

La question 18) nous fournit a € A, tel que : t € B, 1/o.

Par la question 2), on a :

IM®op < Mt = MPall + [M™al| <

Ainsi [M™a|| > LIM®™)||,.

*HM

lop + IIM™al,

On a montré que : | [|[M™)||,, > 2ry/n implique Pexistence d'un a € A, tel que [|[M™al| > ry/n|.

Comme on a l'inclusion des événements :

(1M oy > 20v/) € (I

et comme A, est fini, on obtient :
P(IM™lop > 2rv/n) <

<

aeAn

al >

rvn)

> P (IMa] > rv/n)

aeAn

Z (E)e*'“"2 ) "

aeAn

= (5677#)” x card A,

P(IM™[lop <

(25e_w2>n

d’aprés 19

d’aprés 18.

;o et les différentes combinaisons linéaires ont des
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