MP 1 . . . Mergredi 17 mars — 4 heures
Corrige du Devoir en Temps Limite n° 8

Exercice 1 : topologie de GL,(R)

: 1 : . . . .
1. Lasuite (—In) est une une suite de matrices inversibles convergeant vers O,, qui
kelN*

ne I'est pas. Donc (GLH(IR) n'est pas fermé)

2, [GLH(R) —det™ (R \ {0}) est ouvera comme image réciproque d’'un ouvert (com-

plémentaire d'un fermé) par une application continue.

3. Comme Sp(M)NR; estfini (éventuellement vide), on abien p > 0telque |0, p[C Sp(M) :
il suffit de prendre la plus petite valeur propre > 0 si elle existe, et n'importe quel p > 0

sinon. Donc GA €)0,p[, M-I, € GLn(]R))

Ainsi, a partir d'un certain rang, M, = M — EI" est inversible et M, — M.

Donc, par caractérisation sequentielle, [GL,L(]R) est dense dans Mn(]R))

4. Si A estinversible, BA = A™'(AB) A et comme le polyndme caractérstique est un
invariant de similitude, x4z = xBa4.
Donc f: A~ xap — xBa €St nulle sur GL,(R).
Par ailleurs, il s'agit d'une application continue sur M,,(R) par continuité de A — AB
et A — BA qui sont linéaires en dimension finie, et de A — x4 car y4 est un poly-
néme dont les coefficients sont polyndmiaux en A vu la définition du déterminant
(xa = det(X1I, — A).)
Autre rédaction possible, peut-&tre plus simple : I'application det étant continue (car
polynomiale), pour tout A € R, comme A\I,,— A.B — M,—ABet \l,—BA, — \,—BA,,
de I'égalité xa,5(\) = xBa,(A) on déduit que yap(\) = xsa(N), donc le polyndme
XaB — XB4 @ UNe infinité de racines, donc il est le polynéme nul.
Donc, par densité de la question précédente, f est nulle sur M,(R) et

Cpour tout (A, B) € M,(R)?, xap = XBA)

. 1
Puisavec A = (O 8) etB = ((1) 8>,on calcule AB = 0,et BA = Bdonc GAB =X # WBA)
car BA # 0,.

5. Comme det est continue et det (GL,(R)) = R* n'est pas connexe par arcs (on ne
peut relier continOment un réel < 0 a un réel > 0, oubien ce n'est pas un intervalle),

(GLH(IR) n'est pas connexe par orcs)
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Exercice 2:

1. Parréecurrence surn € N, soit P(n) : « H, est un polyndme unitaire de degré n.»
Initialisation On a bien H, unitaire et de degré 0
Hérédité Soit n ¢ N tel que H, soit un polyndme unitaire de degré n.
Onadeg(XH,) =deg(X)+deg(H,) =1+n>n—12>deg(H))
donc deg(H,,,1) = deg(XH, — H!) = n+1 et le coefficient dominant de H,,,; est
celuide X H,, soit 1, d'ou I'hérédité

Conclusion On amontré que (pour tout n € N, H, est un polyndme unitaire de degré n)

2. Parrécurrence surn € IN. soit P(n) : «H, , = (n+ 1)H,.»
Initialisation On a H, =1 et H; = X donc on a bien Hy,, = (0 + 1)H,.
Hérédité Soitn € Ntelque H., = (n+1)H,.Ona

H, = (XHy—H, ) = XH  +H,—H" | = (n+1)XH,+XH,—H,—(n+1)H,

donc H!,,, = (n+2)(XH, — H.) = (n+2)H, .

Conclusion On a montré que (pour toutne N, H  , =(n+1)H )

3. Un produit scalaire sur R[.X]

a) Soit P et @ dans R[X]. La fonction z — P(z)Q(z) f(x) est continue sur | — oo, +o0.

T—r+00 T——+00 1’2

Par croissance comparée ona z?P(z)Q(z) f(z) — 0donc P(z)Q(z)f(x) = o0 <i> .

Or la fonction = — i est intégrable sur [1, +oo], donc par comparaison a une
fonction positive, la fonc’non r+— P(x)Q(x)f(x) estintégrable sur [1, +ool.

De fagon analogue, la fonction x — P(z)Q(z)f(z) est intégrable sur | — oo, —1].
Ainsi la fonction z — P(z)Q(z) f(x) est intégrable sur R.

Ainsi [pour tous P, @ € R[X], on al'existence de I'intégrale qui définit (P | Q>)

(i) (AP+R[Q)=MP[Q)+(R|Q)
(i) (P|Q)=/(Q|P)

b) Soit P,Q et R € R[X].Soit A € R.Montrons { (iii) (P |AQ+ R)=XP | Q)+ (P |R)
(iv) (P|P)>=0
(v) (P|P)=0==P=0

Pour (i) On a bien

—+00

/ OO@P(QCHR(:C))Q(@f(x) dr = A /

oo o0

—+00 —+00

Pour (i7) On a bien / P(z)Q(x)f(x)dx = Q(z)P(x)f(x)dx

—00 —00
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Pour (iii) vrai avec (i) ef (ii)

“+o0o
Pour (iv) OnaVz € R, P?(x)f(x) >0 donc/ P*(z)f(z)dz > 0donc (P | P) > 0

+o00
Pour (v) On suppose (P | P) = 0. AIors/ P*(x)f(x)dz = 0 or la fonction

x — P?*(z)f(z) est continue et posi’rive_sur R, donc Vz € R, P*(z)f(x) = 0
or f ne s'annule pas, donc Vx € R, P?*(z) = 0 ainsi P admet une infinité de
racines, donc P = 0.

(On a démontré que I'on définit ainsi un produit scalaire sur IR[X])

4. Une famille orthogonale

a) On va encore effectuer une demonstration par récurrence de P(n) :

«VYP € R[X], (P | H,) = (P™ | Hy)»

Initialisation Soit P € R[X]. On a (P | Hy) = (PO | Hy).

Hérédité Soit n € IN tel que VP € R[X], (P | H,) = (P™ | Hy)
Soit Pe R[X].Ona (P |H,1)=(P|XH,—H))=(P|XH,)— (P| H.)
Sous réserve d'existence, on effectue une intégration par parties avec les
fonctions de classe C! sur R : x — f(x) et x — P(x)H,(x), pour A < B,

[ e f@ @) da = [~@)(P@E)] + | F)P@H,+PE) T da

On a P(B)H,(B)f(B) — P(A)H,(A)f(A) qui tend vers 0 lorsque A — —oo et
B — +oo par croissance comparée, donc (P | XH,) = (P | H) + (P’ | Hy,),
puis (P | H,.1) = (P' | H,) = ((P")™ | Hy) par hypothése de récurrence donc
(P| Hyy1) = (P | Hypy) = (PTFY | Hy) d'ouU I'hérédité.

Conclusion On a montré par récurrence que

Gour tout P € R[X] et pour toutn € N, (P | H,) = (P™ | H@)

b) D'apres la question précedente, pour tout P tel que deg P < n, on a

(P| Hn) = (0] Ho) =0,

doncsi0<i<j,onadeg(H;) =i<jdapres 1. Ainsi (H; | H;) = 0.
La famille (Hy)o<k<n €St donc orthogonale et formée de n + 1 vecteurs non nuls
de R, [X] donc libre. Comme dmR,,[X]| =n+1,

(pour toutn € N, (Hy, Hy, ..., H,) est une base orthogonale de ]Rn[X])

Corrigé du Devoir en Temps Limité n° 8 - page 3



c) Soitn e N.Ona ||H,|? = (H, | H,) = (H{" | Hy) d'aprés a.
En utilisant 2, ™ = (H)®) = n(H!_ )™ = ... = nlH"” = nlH, donc

| HLJJ? = n)(Ho | Ho) —/Rf—l

d'apres le rappel donc [HHnH = +/n! pour fout n € lN)

d) Ono(leX,H2:XQ—1e’rH3:X3—3X)corH3:X(X2—1)—2X.

La famille (%Hl) est une base orthonormale de R3;[X] d'apres b ef c.
v 0<i<3

Comme dim R3[X| = 4 et comme les vecteurs sont non nuls, il s’agit d'une base
orthonormée de dim R3[X].
Ona P = agHy + a1 H, + ayHy + asHs. Par unicité des ceoefficients du polyndme,

1= as

1= .
ona @2 d'ou (P:2H0+4H1+H2+H3)

1= a; — 3@3

1= apg — a2
Ainsile projeté orthogonal de P sur Ry[X] est 2Hy € Ro[X] car4H,+Hy+Hs € Ro[X]*
donc la distance cherchée est ||4H, + H, + Hs|| = H\%Hl + Y2 H, + \/L%H?,H.
Comme (\%Hh \/LEHQ, \/LaHg)) est une famille orthonormale, on a

2 2
|4H, + Hy + H;|| = \/42 +vV2 +v6 =24

Ainsi | d = +/24.

Probleme (CCINP) : Algebre bilinéaire - CCP 2014 Maths 2

1.a Soit s € S(E). Selon le théoréme spectral, il existe une base orthonormée de E consti-

tuée de vecteurs propres de s : G est or’rhodiogonalisoble)

Traduction matricielle : si S € S,,(R), il existe une matrice P orthogonale et une mao-

trice D diagonale telles que (S = PDF = PDPT)

1.b ys(X)=X? -Tr(S)X + det(S) = X2, donc Sp(S) = {0} et si S était diagonalisable, elle
serait semblable & la matrice nulle, donc elle serait nulle, ce qui est faux.

Ainsi (S est symétrique a coefficients complexes sans étre diogonolisoble)
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2.a Notons z = Z 1,65, AlOrs s Z M\

n

Orla base g est orthonormée, donc | R,(x) = Z iz

)
=1

2.b Supposons que x € S(0,1). Alors 1 = ||z[|* =) " 7.

=1

Ainsi, Ry( Z/\x Z)\x =\, et R,(z) Z Z/\lx =\
=1

On a bien montré que, (pour tout z € S(0,1), Rs(x) € [\, An])

3.a Supposons que s est symétrique défini positif.
Soit A une valeur propre de s. Il existe un vecteur propre z : x est non nul et s(z) = Az.

Ainsi 0 < (s(z)|z) = \||z|]* et |z]| > 0, donc

Si maintenant s est seulement symétrique positif, on a 0 < A|jz|* donc

3.b s;; estla i-eme coordonnée dans la base B du vecteur s(e;), or B est orthonormée,
car on utilise le produit scalaire canonique de R”, donc s; ; = (e;|s(e;)).

En particulier, s;; = (e;|s(e;)), or e; est un vecteur unitaire, donc d’apres la question

2.b, G = Ry(e:) € [\, )\n])

Un maximum sur O,,(R)

4. Les coefficients de MTM — I, sont des fonctions polynomiales des coefficients de M,

donc d'apres le cours, Q’opplicoﬁon M — MTM — I, est con’rinue)

5. D'apres le cours, les colonnes de A forment une base orthonormée de R", donc pour

toutj e {1,--- ,n}, Zaij =1, ce qui implique :[pour toutie {1,--- ,n}, |a;;| < 1)

=1

6. Si, pour tout M = (m;;) € M,(R), on pose || M|l = )n’{mgx \
le cours une norme sur M,,(R), pour laquelle O, (R) est bornée d'apres la question
preceédente. En dimension finie, toutes les normes sont equivalentes, donc O, (R) est
encore bornée quelle que soit la norme utilisée sur M,,(R).

De plus, sil'on note fI'application M — MTM -1, de la question 4, alors O,,(R) = f~1({0,}),
or le singleton {0,,} est un fermé et f est continue, donc O,(R) est un fermé borné
de M, (R), or M,,(R) est de dimension finie, donc O,,(R) est une partie compacte de

M, (R).
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7.a D'apréesla question 1.q, il existe une matrice P orthogonale telle que S = PAP~! = PAPT.

Ainsi, | T(A) = |Tr([APA]P~Y) =Tr (P 'APA]) =[ Tr(BA) |en posant B = P71 AP.
A et P sont toutes deux orthogonales et O,(R) est un groupe multiplicatif, donc

[B est or’rhogonole)

7.b On vérifie que, pourtout (C, D) € M, (R)? et pourtout A € R, Tr((A\C+D)S) = ATr(C'S)+Tr(DS),
donc I'application C — Tr(CS) est lineaire de M,,(R) dans R, or M,,(R) est de dimen-
sion finie, donc c’'est une application continue. Sa restriction 7" sur O,,(R) est donc
aussi continue. Mais O, (R) est compact, donc T'admet un maximum sur O, (R).

7.c Avec les notations de la question 7.a, T(A) = Tr(BA), donc en convenant de noter
MZ,]

n n

le (i, j)-6me coefficient d'une matrice M, T(A) = ) (BA)i; = > Y BijA;;, mais A

=1 i=1 j=1

est diagonale, donc T(A4) = ZAZBM. D’'apres la question 5, et les \; étant positifs,

i=1
A) < Z)\i =Tr(5)
=1
Ainsi t < Tr(S), mais de plus Tr(S) = T'(1,,) et I,, est une matrice orthogonale, donc

t =Tr(S).

Inégalité d’'Hadamard
8. L'inégalité demandée est une consequence de I'inégalité aritmético-géométrique,

car on sait que det(S H i etTr(S) = Z A, car S est diagonalisable (donc g est
i=1
scindé).

9. Oncalcule ST = S, puis, pour X € M,,;1(R), X7S, X = (DX)TS(DX) > 0carDX € M, ;(R)
etcar S es’r symétrique positive. Ceci montre que S, € SF(R).

r(Se) = > _(D'SD);; Z > DSk Dri
=1

J.k)€[1,n]?

mais D est diagonale, donc | Tr(S Za She

10. On peut appliquer I'inégalité (x) a la matrice S, car elle est bien dans S;F(R), or

det(S,) = det(D)*det(S (Ha“> det(s
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n

n 2 n
et Tr( _ 1 Ls”_l donc | det(S) < ! = Siie
n si, 11, . ] ,

=1

11. Pour tout X € M, 1 (R), XTS.X = XTSX +¢ || X||> > 0, donc S. € SF(R). De plus d’aprés
la question 3.b, pourtouti € [1,n],0 < A\; < 5,4, donc s; ;+¢ > 0, ce qui permet d’'appli-

quer l'inégalité de la question précédente a S. : pour tout e > 0, det(S.) < H(si,ﬁe).
=1

De plus il existe P € O,(R) telle que S = PAP™!, ou A = diag(\y,...,\,), donc
S. = P(A +¢l,) P!, ce qui prouve que det(S.) = H()‘i + ¢). Ainsi, pour tout ¢ > 0,

i=1

n n n

[T\ +2) <T](sii +¢) et on conclut en faisant tendre e vers 0 : H N < H 81

Application de I'inégalité d’'Hadamard : détermination d’'un minimum

12. Soit X € R"\ {0}. XTBX = (QX)TA(NX) >0, car A € §;T(R) et QX € R™\ {0} (2 est
orthogonale, donc elle est inversible). Ainsi B € S (R).

(@) = 1.

Or, det(A) = 1, donc det(B) = det(Q)?det(A4) = 1 : on a prouvé que

De plus, (Tr(AS) = Tr([AQA]QT) = Tr(QT[AQA]) = Tr(BA))

13. D'aprés la question précédente, {Tr(AS)|A e U} c {Tr(BA)|B € U}.
Réciproquement, soit B € 4. On pose A = QBOT.
En adaptant la démonstration de la question précédente, on montre que A € U et

que Tr(AS) = Tr(BA), donc GTr(AS)]A cU} ={Tr(BA)|B € u}j

Prenons z € {Tr(BA)|B e U}. ll existe B € U telle que z = Tr(BA) = Y A\;iBi;. Mais
=1

B € S (R), donc d’aprés 3.b, pour tout i € [1,n], B;; > 0. Ainsi z > 0. Ceci prouve

que {Tr(BA)|B € U} est une partie non vide de R minorée par 0.

Glle possede donc une borne inférieure)

14. Par application de I'inégalité arithmético-géométrique, on obtient

- 1/n
—Tr BA) Z Aibis > (H Ab) .
=1
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n n 1/n
15. Soit B = (b;;) € U. D’aprées la question 11, Hb“ > detf(B) =1, donc (H b”> > 1.

i=1

n

1/n
Ainsi, d'apres la question précedente, [ Tr(BA) > n (HA) = n(det(S))"/".

16. Ainsi n(det(S))"/" est un minorant de {Tr(BA)|B € U}, or la borne inférieure est le plus
grand des minorants, donc m > n(det(S))'/".
T n
Pourtout X = | : [ € M, (R)\ {0}, XTDX =Yz} >0, donc D € S;*(R).

:L‘n i=1

De plus det(D H/‘l de’r ) = 1,donc D € U.OrTr(DA) ZMZA = n(det(S))",

n =1

donc [m = n(det(9))Y" = mv/det S)

Fin du corrigé
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