Colle n° 17 bis

Du a partir du 2 avril

Programme de colle - MP1

Calcul différentiel

Extrait du programme officiel :

Contenus

Capacités & commentaires

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de |'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans une base.

Notations D, f(a), D, f.

. aof
Notations a—Xi(a), 0;f(a).

Lorsqu'une base de E est fixée, identification entre f(x) et
flxr,e, x)-

b) Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et dérivable
en a selon fout vecteur.

Différentielle de f en a, encore appelée application linéaire
tangente & f en a. Unicité de la différentielle et relation
df(a)-v=D,f(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Différentielle sur Q.
Cas particuliers : application constante, application linéaire.
Lien entre différentielle et dérivées partielles.

Cas des fonctions d'une variable : si Q est un intervalle ouvert de
R, la différentiabilité de f en a équivaut & la dérivabilité de f en
a;relation f/(a)=df(a)-1.

Sil'espace E est euclidien, gradient en a d'une application nu-
mérique différentiable en a. Expression du gradient en base or-
thonormée.

Notation o(h). Développement limité & I'ordre 1.
Lorsque f =(fi,..., f,). f est différentiable en a si et seulement si
toutes les f; le sont.

Notations d f(a).

Notation d f.

SiQ est un ouvert de R" et si f est & valeurs dans R™, la matrice
jacobienne de f en a est la matrice de d f(a) dans les bases
canoniques.

Notation Vf(a).

Interprétation géométrique : si Vf(a)#0, Vf(a) est positivement
colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a
est maximale.

c) Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d'une combinaison linéaire d'applications différen-
tiables, de M(f;,..., f,) oU M est multiinéaire et ou f,..., f,, sont
des applications différentiables.

Régle de la chdine : différentielle d'une composée d'applica-
tions différentiables.

Dérivée le long d'un arc : si y est une application définie sur I'in-
tervalle I de R, dérivable en ¢, si f est différentiable en y(¢), alors
(For)()=dfly(e)-7'(2).

Dérivées partielles d'une composée d'applications différen-
fiables.

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Cas particulier fondamental : y(t)=x + tv.

Dérivation de ¢ — f(xi(2),..., x,(1)).

Dérivées partielles de

(uyyeees )= fx (U ee Uy ey Xp(Uy, ooy Upy))-

d) Applications de classe 6!

Une application f est dite de classe ¢! sur un ouvert Q si elle est
différentiable sur Q et si d f est continue sur Q.

L'application f est de classe 6! sur Q si et seulement si les dé-
rivées partielles relativement a une base de E existent en tout
point de Q et sont continues sur .

Opérations algébriques sur les applications de classe €¢!.

Si f est une application de classe 6! de Q dans F, si y est une
application de classe ¢! de [0,1] dans Q, si y(0)=a,y(1)= b, alors :

1

f(b)—f(a)=f df(r(e)-y'(1)de.

0

La démonstration n'est pas exigible.

Cas particulier y(t)=a+ tv pour tout £ €[0,1].



Contenus

Si Q est connexe par arcs, caractérisation des fonctions
constantes sur Q.

Capacités & Commentaires

Démonstration pour Q convexe.

e) Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E
est tangent a X en x s'il existe £ >0 et un arc y définisur ]—e, e[, &
valeurs dans X, dérivable en 0, tel que y(0)= x,y/(0)=v.

Si g est une fonction numérique définie et de classe ¢! sur I'ou-
vert Qde E, si x€ X et dg(x)#0, alors T, X est égal au noyau de
dg(x).

Notation T, X pour I'ensemble des vecteurs tangents d X en x.
Exemples : sous-espace affine, sphere d'un espace euclidien,
graphe d'une fonction numérique définie sur un ouvert de R?.
La démonstration de cet énoncé et le théoréme des fonctions
implicites sont hors programme.

Traduction en termes de gradient si E est euclidien, en particulier
pour E =R" muni de sa structure euclidienne canonique.
Exemple : plan tangent & une surface de R3 définie par une
équation.

f) Optimisation : étude au premier ordre

Point critique d'une application différentiable.

Condition nécessaire d'existence d'un extremum local en un
point intérieur.

Si f est une fonction numérique définie surI'ouvert Q, si X est une
partie de Q, si la restriction de f & X admet un extremum local
en x et si f est différentiable en x, alors d f(x) s'annule en tout
vecteur tangent d X en x.

Théoreme d'optimisation sous une contrainte : si f et g sont des
fonctions numériques définies et de classe ¢! sur I'ouvert Q de
E, si X estI'ensemble des zéros de g, si x € Xet dg(x)#0 et sila
restriction de f & X admet un extremum local en x, alors d f(x)
est colinéaire a dg(x).

Exemples de recherches d’'extremums globaux.

Si E est euclidien, traduction en termes de gradient.
Exemples de recherches d’extremums sous confrainte.

g) Applications de classe ¢*

Dérivées partielles d'ordre k d'une fonction définie sur un ouvert
de R".

Une application est dite de classe ¥ sur un ouvert @ de R” si ses
dérivées partielles d'ordre k existent et sont continues sur Q.
Théoréme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe ¢*. Com-
position d'applications de classe ¢*.

ok f

Notations ——— ,
o0xj ...0xj

ajk“'ajlf ’ajl ----- jkf'
La notion de différentielle seconde est hors programme.

Démonstration non exigible.

Les démonstrations ne sont pas exigibles.

Exemples simples d'équations aux dérivées partielles du premier
et du second ordre.

h) Optimisation : étude au second ordre

Matrice hessienne en un point d'une fonction de classe €2 sur
un ouvert de R", & valeurs réelles.
Formule de Taylor-Young & I'ordre 2 :

Fleth) = FG+ (V70 )+ 5 (Hylo)- )+ o)

fla+h) = FX)+Vf(x) h+ %hTHf(x)h+o(||h||2).
Si f est une fonction de classe %2 sur un ouvert de R” et si f
admet un minimum local en x, alors x est point critique de f et
Hp(x)e ZF(R).

Si f est une fonction de classe 6?2 sur un ouvert de R”, si x est
point critique de f et si Hy(x) € &, (R), alors f atteint un minimum
local strict en x.

Notation Hy(x).

La démonstration n'est pas exigible.

Adaptation au cas d'un maximum local.

Adaptation au cas d'un maximum local.
Explicitation pour n =2 (trace et déterminant).

Questions de cours
(i) Exercices CCINP : 33, 52, 56, 57.



Exercices CCINP
= CCINP 33 : On pose : Y(x,y)€R?\{(0,0)}, f(x,y)= =)

NEESE

et £(0,0)=0.

1. Démontrer que f est continue sur R2.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. f est-elle de classe C! sur R? 2 Justifier.

=« CCINP 52 : Soit ¢ eR.
On consideére I'application définie sur R? par

y4

floy)=1 sryi—xy S¥700
“ si (x,)=(0,0).

1
1. Prouver que : V(x,y)eR?, x2+y?2—xy > §(x2+y2)'

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R2.
3. Dans cette question, on suppose que a =0.

. . 7 o
(a) Justifier I'existence de —f et —f
ox oy

(b) Justifier I'existence de %
(c) f est-elle de classe 6! sur R?2

sur R?\ {(0,0)} et les calculer.

af

(0,0) et H

(0,0) et donner leur valeur.

« CCINP 56 : Soit f la fonction définie sur R? par :
V(x,y)eR? f(x,y)=2x>+6xy—3y*+2.

1. f admet-elle des extrema locaux sur R? 2 Si oui, les déterminer.
2. f admet-elle des extrema globaux sur R? 2 Justifier.
3. On pose K =[0,1]x[0,1].
Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

« CCINP 57 :
1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la confinuité de f en (0,0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0,0)».

2. On considére I'application définie sur R? par
x2—y% .

f(x,}/)= xyx2+$2 SI(x,y);é(o,O)

0 si(x,y)=(0,0)

(a) Monftrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe 6! sur R?.



