Calcul différentiel et optimisation

Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vecto-
riels normés de dimension finie nulle, 2 désigne un ouvert de E.

n DERIVEES PARTIELLES

Dans cette partie,  est un ouvert non vide de R”, ou pe IN*.

n Compléments sur la continuité des fonc-
tions de variable vectorielle

Définition 1 : Application partielle

Soit f: % — R une fonction, a = (a1,...,ap) € U,
j€[1,p]. On appelle je application partielle de f en
al'application t— f(ay,...,aj-1,t,aj41,-..,ap).

Lemme 1 : « de partition »

Soit Aune partie de E, f: A—F, B1,B; deux parties
de Atellesque BiuBy=A, ae BinBy, ¢ €F.

Si fig, (x) - ¢ ef fip, (x) — ¢, alors f(x) — 2.

En particulier, sia€ A, f est continue en a.

E Dérivées partielles

% est foujours un ouvert de R”.

Définition 2 : Dérivées partielles

Soit f:% — R, a=(ay,...,ap) €%, j€[1,p]. On ap-
pelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
la dérivée de la je application partielle de f en a. On
note d; f(a) = ;Tf(“) le nombre dérivé en ce point.

j
On appelle je dérivée partielle la fonction définie

sSur % par a— ——(a).
6xj

Définition 3 : Vecteur gradient

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en
ae%.0On appelle gradient de f en a le vecteur

—grad fa) = (2L or ) p
Vf(a)—gradf(a)—(ax1 (a),...,axp(a) eR”.

Définition 4 : Extension aux fonctions a valeurs vecto-
rielles

Soit 2 ouvert de RP et f:u — R". On note
f=U1,...,fa): fi estla i® composante de f.

On dit que f admet des dérivées partielles en
a €% si chacune des f; admet une dérivée partielle
en a.

On appelle alors je dérivée partielle de f en a le
vecteur

—@=—@,....— (@)
6)61' axj axj

of (afl 0fn )

Définition 5 : Matrice jacobienne

Soit 2 ouvert de RP et f:u — R". On note
f=U1,-..,fn). On appelle, lorsque existe, matrice ja-
cobienne de f en a la matrice

af;
Jf(a)=(—’<a) < EAnp@R)

ax]'

7
/)

Fonctions de classe ¢!

Définition 6 : Classe ¢!

Soit f: — R". On dit que f est de classe €' sur %
lorsqu’en fout point de %, les dérivées partielles de f
existent, et que ces dérivées partielles sont confinues.

On note ¢! (%, R") I'ensemble de ces fonctions.

Propriété 1 : Equivalence avec les fonctions coor-
données

Onnote f = (fi,..., fx). Alors f est de classe € si et
seulement si chacune des f; I'est.

Propriété 2 : Structure d’algebre

Pour tout ne N, €' (,R") est un R-espace vecto-
riel et ¢ (%, R) est une R-algébre.

Théoreme 1:DL;

Soit f: % — R de classe €' et a € %. Pour tout
heRP felque a+he,

_ & oF
fla+h) = f(a)+ x1 (@ + +hpaxp (u)+h30(||h||)

=f(a)+(Vf(a)‘hJ +h30(llhll)-

en utilisant le produit scalaire canonique sur RP.
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Corollaire 1: ¢! = continue Définition 8 : Classe ¢*
Une fonction de classe ¢! est continue. Soit k e N*, 2 ouvert de R”, f:% — R". On dit

que f est de classe ¢* si foutes ses dérivées partielles
d’ordre k existent et sont confinues.

On dit que f est de classe € si elle est de classe
%k pour tout ke IN.

Propriété 3 : Régle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP et R" et

aeu. Soient
f U — ¥
1,00 Xp) = (X1, Xp), ey fr (X1, Xp)) Propriété 4 : Caractérisation par les applications co-
. ordonnées
e

¥ — R On note f = (fi,...,fn), k€ Nu{+oo}. Alors f est de
classe €* si et seulement si chacune des f; Iest.

e yn) — 81, ¥n)

deux fonctions de classe €Y. Alors go f =go(fi,..., fn)
est de classe €' et pour je[1,p].

6(gof)

f i
o @= 2 5 =(fla) o (@) Théoréme 2 : de Schwarz

J k=19Vk
Soit % ouvert de RP, f: % — RP de classe €2.
Alors, pour tout i, j e [[1,p] tel que i # j.

Cas particulier 1:important - dérivée le long d'un Rf Rf
arc =

6x,-0xj - axjdxi ’

Siy:R—R3 et f: R — R sont de classe €', en
notfant, pour t e R, y(t) = (x(1), y(1), z(1)),

ey oo OF 10 0f 1o 0f
(fon) (0)=x(1) ax Y@ +y (0 3y (y()+2' (1) 3z (y(0).
Propriété 5 : Opérations sur les fonctions de classe
@k
Corollaire 2 : Régle de la chaine vectorielle Soit k€ N U {+o0}.
Soienta, ¥ deux ouverts respectifs de RP et R et () Toute combinaison linéaire, foufe composee,
acu. Soient f:u — et g:¥ — RY deux fonctions de tout produit, fout quotient de fonctions de classe
. c g il
classe €. Alors go f est de classe ¢! et pour je[1,p] o= fesrencare,
etle(l,q]. @y S M : R™ x...x R™M — R" est g-linéaire,
e o " oF fi:%—R™,.. f,: % —R™ de classe €* alors
8r° 8°J)e 8¢ k k
= =) =& g M(f,..., fq) est de classe €*.
ox; (@) 5, (@) k; e (f(@) B (@) (1,0 fq)

(i) Toute fonction polynomiale & n variables est de
En particulier, classe €*° sur R".

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions
polynomiales) est de classe €*° sur son domaine
de définition.

Jgof (@ =Jg(f(@)](a).

n Fonctions de classe ¢*

Définition 7 : Dérivées partielles d’ordre supérieur

. L. H Matrice hessienne et DL,
Soit 22 ouvert de RP, f:% — R". On appelle déri-

o

vée partielle d’ordre k€ IN*, une dérivée —— ou ¢ est r s . .
P 0x; 14 Définition 9 : Matrice hessienne

ug?ﬂgﬁézlg,eo%?gf“;rﬂ gglrg fo;%:e i) 128 EEmEs Soit f: % — R ou % est un ouvert de RP. On ap-
P pelle, lorsqu’elle existe, matrice hessienne de f en

ORI 0 (of x €% la matrice
(s () )
i ir-1 io i1 Hf(x)z(ai,j)<. s :(6 c'{ '(x)) € MpR).
6kf ILIRP X x] 1<i,j<p
notees =0jy,...iy S OU i1,...,ig € [1, p].
dx;, -+ 0x;) it 1 ire[L,p]
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Théoréme 3 : DL, : formule de Taylor-Young & I'ordre

2

Soit @ est un ouvert de RP, f:% — R de classe
62, acu et he RP tel que a+ h reste dans % lorsque
h—0.

En confondant RP et .y 1 (R), et en utilisant le pro-
auit scalaire canonique sur RP, on a

fla+h = fl@+ (Vf(a)‘h) + %(Hf(a)h’h) + h30(||h”2)

1
_ T _pT 2
fla+h) =fla)+Vf(a) h+2h Hf(a)h+h20(||h|| ]

m APPLICATIONS

Il Equations aux dérivées partielles

T\

Méthode 1

m Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles
on se raméne systématiquement :

of v = O o e O e

Py (x,»)=0 ox (x,y) = gx) ox (X, =8
f 0 f

@(X.y)—O 6xay(x,y)—0

m Dans la pratique, on s’y raméne via un changement
de variables (u, v) = ¢(x,y), en écrivant f(x,y) = g(u, v)
et en remplagant soit (x, y) en fonction de (u, v), soif
(u, v) en fonction de (x, y).

m La changement de variable doit étre bijectif, entre
deux ouverts et suffisamment régulier (classe €' ou
2 suivant I'ordre de I'équation.)

m S’iln’est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

m Appliquer la reégle de la chaine (ou utiliser des mao-
trices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f
en fonction de celle de g ou l'inverse, et simplifier
|'EDP.

E Optimisation : recherche d’extremums

Ici, toutes les fonctions sont & valeurs dans R.
On notera plutét n la dimension au départ : % désigne un
ouvert de R”.

n Extremums libres

Définition 10 : Extremum

Soit Aune partie de R", ae A, f: A—RR.

(i) On dit que f présente en a un maximum (respec-
fivement minimum) local s'il existe 7 voisinage de
a dans A tel que pour fout xe 7, f(x) < f(a) (res-
pectivement f(x) > f(a)).
Il est strict lorsque, Vx e ¥ \{a}, ., f(x) < f(a) (respec-
tivement f(x) > f(a)).

(i) On dit que f présente un maximum (respective-
ment minimum) global si cette inégalité est en
fait valable pour tout x € A.
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Définition 11 : Point critique

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en
ae.
of

Lorsque Vf(a) =0, c'est-a-dire Vi € [1,n], a(a) =0,
on dit que a est un point critique de f. l

Propriété 6 : Condition nécessaire d’extremum local

alordre 1

On suppose que
H1 o ouvert (trés important!) de R".

H2 ac tel que f:u — R admettant des déri-
vées partielles en a.

H3 f présente un extremum local en a.
Alors
C1 a est un point critique de f.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple
est appelé point selle ou point col.

Propriété 7 : Condition nécessaire de minimum local

a 'ordre 2

On suppose que
H1 o ouvert (trés important!) de R
H2 acu et fe€? U, R).
H3 f présente un minimum local en a
alors

C1 a estun point critique de f.
C2 Hy(a) e F5 (R).

Si c’est un maximum local en a, alors
—Hg(a) € TR (e Hy(a) est syméfrique « néga-
tive », ses valeurs propres sont toufes dans R™).

Propriété 8 : Condition suffisante d’extremum local a

I'ordre 2

On suppose que
H1 o ouvert (trés important!) de R".
H2 acu et fe€? U, R).
H3 a est un point critique de f.
H4 Hi(@) e ST (R)
(respectivement —Hy(a) € £ (R))
alors

Cl1 f atfeint un minimum (respectivement
maximum) local strict en a.
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Corollaire 3 : Discussion sur le spectre

Sia ouvert, f € €%, R) et acu point critique de
Ifo

m Si Sp(Hf(a)) c Ry, f atteint en a un minimum lo-
cal.

m SiSp (Hf(a)] cRZ, f affeint en a un maximum lo-
cal.

m Si Hy(a) possede des valeurs propres non nulles
de signes opposes, a est un point selle.

Si n =2 (fonction de 2 variables), on note

Hea) r N
a) =
f st

0%f

*f a *Pfo
" 0ydx

ox2 V" ° T Bxay

(@) (@) (théoreme de Schwarz),

On suppose que a est un point critique. On a
det(Hf(a)) = rr—s2 (égal produit de ses deux valeurs propres

réelles) et tr(Hf(a)) =r+t (égal dleur somme).

1. Si re—s% >0, les deux valeurs propres de Hy(a) ont méme

signe et sont non nulles : f présente en a un extremum local
strict.

(9) Sir+t>0alors Hy(a) € #7*(R) et f présente un mini-
mum local strict en a.

(b) Sir+t<oalors—Hy(a) e S (R) et f présente un maxi-
mum local strict en a.

2. Sirr—s? <0,les deux valeurs propres de Hy(a) ont des signes
opposés et sont non nulles.

Dans ce cas, f présente en a un point col : dans les direc-
tions propres, on a respectivement un minimum et un maxi-
mum local.

3. Sirr—s?=0, on ne peut rien conclure en général.

Méthode 2 : Recherche d’extremum

@) Soit f:« — R admettant des dérivées partielles sur
% . Pour déterminer des extremums locaux de f on
cherche ses points critiques.

Si f est de classe 42, on peut s'intéresser & la Hes-
sienne aux points critiques qui permet de conclure
lorsqu’elle est inversible (voir la remarque précédente
pour n=2.)

Sinon, pour un point critique a, on étudie f(a+h) - f(a)
pour h proche de 0. Comme a est un point critique,
les termes obtenus dans la différence sont au moins
d’ordre 2.

(i) Si % n’est pas un ouvert, on le décompose en son in-
térieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « &
la main », en général & I'aide d’un paramétrage du
bord.

(i) Si f: K — R ou K est un compact, on est assuré
de I'existence d’un minimum et d’un maximum glo-
baux. On les cherche comme dans la méthode pré-
cédente.
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n Extremums liés

Théoréeme 4 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,g € €Y (,R) ol % est un ouvert de R", et
X={xeu%, gx)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X ef si
Vg(a) #0Rrn, alors Vf(a) est colinéaire & Vg(a).

m DIFFERENTIELLE

n Différentielle en un point

Définition 12 : Application différentiable en un point

Soit f définie sur un ouvert % de E, & valeurs dans
F. Soit a un point de . On dit que f est différentiable
en a lorsqu’il existe une application linéaire ¢, de E
dans F felle que, au voisinage de 0g,

fla+h) =f@+lqah)+ o (h)
h—0g

Ou encore, au voisinage de a,
) =fl@+lax—a) +x3a(x—a).

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique
et appelée différentielle de f au point a ou en-
core application linéaire tangente & f en a, notée
df(a)e £(E,F). On a donc

fla+h) =fla+df(@(m+ o (h)
h—0g

Propriété 9 : différentiable = continue

Si f est différentiable en a, alors f est continue en

E Cas particuliers

Propriété 10: Cas d'une fonction d’une variable

réelle

Dans le cas d’une fonction f: 1 — F, f est déri-
vable en a si et seulement si elle est différentiable en
a.

Dans ce cas, df(a) : h — hf'(a) et en particulier
fl(@=dfa).

Propriété 11 : Cas d’'une fonction constante

Si f:% < E — F est constante, elle est différentiable
en tout point de % et pour tout a€ %, d f(a) =0 g, F).
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Propriété 12 : Cas d’une fonction linéaire Propriété 14 : Expression de la différentielle avec les

dérivées partielles

Si f:% < E — F estla restriction & % d’une applica-
tion linéaire ¢ € £ (E, F), elle est différentiable en fout
point de % et pour tout ac ., df(a) = ¢ (et donc d f
est constante).

Soit B = (e1,...,ep) Une base de E, f:% — F, ac %
tel que f est difféerentiable en a.

p
Alors pour tout vecteur h=)_ hje; € E,
Jj=1

LA
df@mh =) hja—f(a)
j=1 ~9Xj

Dérivée selon un vecteur, dérivées par-
tielles Onnotedx;:
P 5 f

Définition 13 : Dérivée selon un vecteur
df(a) = Z Ej(a)dxj.

la forme linéaire je co-
h —

ordonnée dans 2. Alors on a

On dit que f:% < E — F est dérivable selon le vec- )
teur v € E au point a € %, lorsque ¢ : t — f(a+ tv) est =N
dérivable en 0.

On note alors Dy, f(a) = ¢’ (0) = }'m flarw) - j@ €

i F.
—0 t

E Matrice jacobienne

Définition 15 : Matrice jacobienne

Définition 14 : Dérivées partielles
Soit p = dimE, n = dimF, % ouvert de E et

Soient = (ey,...,ep) Une base de E, f: % < E— F, f: E— F différentiable, 2 = (ey,...,ep) une base de E

acu, jel1,p]. n

On appelle je dérivée partielle de f en a, lors- et € = (ey,...,en) Une base de F. On note =) fie;.
qu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de L . i=1
base en a : On appelle matrice jacobienne de f en a dansles

bases % et € la matrice Jr(a) = (%(a)

of ] ) |
0x; (G, )e[1,n]x[1,p]

0jf(a) = g(ﬂ) =De]-f(a)€F.

J

Propriété 15 : Matrice jacobienne et différentielle

n Lien entre différentielle et dérivées par-
tielles

]f(a) =Matg « (df(u))

Propriété 13 : Lien entre différentielle et dérivées par-

tielles n Gradient

Soit f:% — F, ae %. Si f est différentiable en a,
alors f est dérivable en a selon fout vecteur v e E ef
Dy f(a)=d f(a)(v).

Définition 16 : Gradient

Soit E un espace euclidien, 2 un ouvert de E,
f % — R une fonction différentiable. Alors pour tout

a €%, il existe un unique vecteur noté V f(a) ou grad f(a)
et appelé gradient de f en a fel que pour fout he E,
df(a)(h) = (Vf(a)lh).
Cas particulier 2 : Dérivée selon un vecteur de base

Soit f:% —F,ae¥, B=e,...,ep) Une base de E.
of

On note e les dérivées partielles de f dans la base

2. Si f est différentiable en a, alors pour tout j € 1, p].

of
df(a)(ej) = De; f(a) = Ej(a).

Propriété 16 : Coordonnées du gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E,
f:% — R une fonction différentiable. Si I’'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de Vf(a)
dans cette base sont

(55

a(ﬂ),---,a(ﬂ)
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m OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

n Combinaisons linéaires

Propriété 17 : Linéarité

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en
ac€U, AueR.
Alors Af + ug est différentiable et

dAf +pg)(a) = Ad f(a) +pdg(a).

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE E] plril
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Corollaire 4 : Dérivée le long d’un arc

Soit % ouvert de E, f:% — F, I infervalle de R et
y: I — une application dérivable.

On suppose que f est différentiable eny(t) ol t € I.
Alors foy est dérivable en t et

(fop O =dfiy® (Y ().

En munissant E d’une base, on retrouve I'expres-
sion vue avec la regle de la chaine, si les coordon-
nées de y(1) sont (y1(1),...,yp(D).

14 af
Ofos — /
(fop)(= kglyk(t) 3 1O

En particulier, siy : t — x+ tv OU x, v € % sont fixés,

(fop) (1) =d fly(0)(w) =Dy fly(1)).

H Image par une application multilinéaire m CLASSE ¢!

Propriété 18 :Image par une application muiltili-

néaire

Soit a ouvert d’un R-espace vectoriel normé de
dimension finie, Ey,...,Eq, F des R-espaces vectoriels
normeés de dimension finie, fi: % — E,..., fq: % — Eq
des aqpplications différentiables en a € u et
M :Ey x---x Eq — F une fonction g-linéaire.

Alors ¢ : % — F définie par ¢ : x — M(fi(x),..., fg(x))
est différentiable en a et

q
dp@:h— Y. M(fi(@),....d fi(@(h),..., fg(@).
k=1

Composition

Propriété 19 : Différentielle d’'une composée

Soit @ ouvert de E, v ouvert de F, f:% — v dif-
férentiable en a € % et g : v — G différentiable en
b= f(a).

Alors go f est différentiable en a et

d(go a)=dg(f(a)od f(a).

Propriété 20 : Matrice jacobienne d’une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgor(@ = Jg(f (@) x J(@.

Définition 17 : Fonctions de classe ©!

f:% — F est dite de classe ¢! lorsque f est diffé-
renfiable sur « et d f: % — £ (E, F) est continue.

Propriété 21 : Opérations

Toute combinaison linéaire, foufe composée
d’applications de classe €* I’est encore.

Si M est g-linéaire et fi,..., f; sont €1, M(fi,..., fg)
I’est.

Propriété 22 : Caractérisation par les applications
coordonnées

Soit f : % — F, d’applications coordonnées
(fi,..., fn) dans une base de F. f est de classe €' si
et seulement si foutes les f; le sont.

Théoréme 5 : IMPORTANT - Caractérisation avec les

dérivées partielles

f est de classe ¢! si et seulement si, dans une
base quelconque de E, foutes les dérivees partielles
de f existent ef sont confinues.

Propriété 23 : Expression intégrale le long d’un arc

Soit fe €Y, F), ye € ((0,11,%), a=y(0) et b=y(1).
Alors

1
f) - fla)= fo dfiy) (v () dt.
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En particulier, avec y(t) = a+ rv sur [0,1],

1 1
f(a+v)—f(a):f df(a+tv)(v)dt:f Dyf(a+tv)dt.
0 0

fonctions
constantes sur un ouvert connexe
par arcs

Corollaire 6 : Caractérisation des

Si f e €\ (u,F) et estun ouvert connexe pararcs,
alors

f est constante si et seulement sid f =0.

m VECTEURS TANGENTS

Définition 18 : Vecteur tangent

Si X est une partie de E, ae X. Un vecteur ve E
est dit tangent & X en a lorsqu’il existe ¢ > 0 et un arc
y:1—¢,e[— X, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y/(0) = v.

On notfe T, X I'ensemble des vecteurs tangents a
Xena.

Propriété 24 : Plan tangent pour une surface expli-

cite

Soit @ ouvert de R?, f: — R différentiable.
Soit S < R3 la surface représentative de f, ¢ est-a-
dire

S= {(x,y,z)€R3, (x,y)e%etz:f(x,y)}.

) wUxR — R
Soit g:
x5z — fxy-z

L'ensemble T,S des vecteurs fangents a S en
a = (x0,¥0,20) € S est un plan vectoriel P = Vg(a)*
de vecteur normal le vecteur (non nul) Vg(a), donc
d’équation

(Vg(@|(x,y,2) =0.

On appelle plan tangent a S en a le plan affine
a+ P passant par a et de direction I'ensemble P des
vecteurs tangents & X en a, d’équation

(Vg(@|(x—x0,y—y0,2—20)) =0

VERSION DU 8 AVRIL 2024

Corollaire 5 : Cas particulier y(1) = a+ tv

Propriété 25 : Hyperplan tangent & une surface impli-
cite

Soit g une fonction numérique de classe €' sur
l'ouvert %, X ={xe%, g(x)=0R} et ac X.
Si dg((l) # Of(E,IR)' alors

TaX =Ker(dg(@) = Vg(a)*

(L'espace étant supposée euclidien pour utiliser le gra-
dient.)

Autrement dif, X admet un hyperplan affine fan-
genten a quiest, a+ ToX = a+Vg(a)t d’équation

(Vg(a)|x-a)=0.

@ Méthode 3 : Trouver une équation d’hyper-
plan tangent

On retiendra que dans fous les cas, mieux vaut repas-
ser par une équation implicite g(x) = 0 pour frouver une
équation d’hyperplan fangent.

Le théoréme précédent donne alors une équation du-
dit hyperplan tangent en un point a n‘annulant pasla dg.

Par exemple, le plan tangent & la surface S d’équo-
tion g(x,y,2) =0 en a= (xg, yo, z0) €st le plan affine a+Vg(a)*
passant par a et de direction le plan vectoriel T,S = Vg(a)*
de vecteur normal Vg(a) # (0,0,0), d’équation

a—g(x 20)(x x)+a—g(x 20)( )+0—g(x 20)(z—29) =0
ox 0,Y0, 20 0 ay 0,Y0,20)(Y=Yo 9z 0,Y0, 20 0) =

ou g(a) = g(xo, yo,20) = 0.

m OPTIMISATION (RECHERCHE D’EXTRE-

MUMS)

Définition 19 : Point critique

Soit f:« — R différentiable. On dit que a est un
point critique de f lorsque d f(a) =0.
Si E est euclidien, cela équivaut a Vf(a) =0.

Propriété 26 : Condition nécessaire d’extremum lo-
cal

Soit a ouvert (frés important) et f:u — R différen-
tiable en ae€ .

Si f présente un extremum local en a, alors a est
un point critique de f, c’est-a-dire d f(a) = 0.

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 7 SUR 8



LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 27 : Vecteurs tangents en un extremum lo-
cal

Si f est une fonction numéerique définie sur l'ouvert
%, X une partie de %, fix admet un extremum local
en ac€ X et f est différentiable en a, alors

YveTgX, df(a)(v)=0.
Autrement dit, dans le cas ol E est euclidien,

T.X cKer(d f(a) = (Vf(@)*

Théoréme 6 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,g € €' (%, R) ol % est un ouvert de E, et
X={xeu, gx)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X et si
dg(a) #0g, alors d f(a) est colinéaire & dg(a).

Théoréme 7 : HP : multiplicateurs de Lagrange

Soit f,g1,...,gp des fonctions numeériques de
classe €' sur |'ouvert % de E et

X={xeu, g1(x)=---=gpx) =0}.

Si fix admet un extremum local en a € X et si
les formes linéaires d gy (), ...,d gp(a) sont linéaires indé-
pendantes, alors il existe Ay,...,Ap € R fels que

dfl@=Mdgi(@+--+Apdgpa).

Les réels Ay,...,Ap sont appelés multiplicateurs de La-
grange.

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE
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