Calcul différentiel et optimisation

Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vecto-
riels normés de dimension finie nulle, 2 désigne un ouvert de E.

n DERIVEES PARTIELLES

Dans cette partie, % est un ouvert non vide de R”, ou pe IN*.

n Compléments sur la continuité des fonc-
tions de variable vectorielle

Définition 1 : Application partielle

Soit f:% — R une fonction, a = (a1,...,ap) € %,
j€[1,p]. On appelle je application partielle de f en
al’application t — f(ay,...,aj-1,t,aj41,-..,ap).

Remarque

R1-Si f:(x1,...,xp) € R” — f(x1,...,xp) € F est une fonc-
fion de n variables, la confinuité des applications par-
tielles x; — f(x1,..., xp) (I€s x; pour j # i étant fixés) ne
garantit pas celle de f.

Exemple

El-
Xy

Fimy) 212 si (x,y) #(0,0)
' 0 sinon

-
«

-4

Lemme 1 : « de partition »

Soit Aune partie de E, f: A—F, B1,B; deux parties
de Atellesque BiuBy=A, ae BinBy, ¢ €F.
Si ﬁB1 (x) m [ ef f|32 (x) m [, Olors f(x) E’ é

En particulier, si a€ A, f est confinue en a.

Exemple

E2 - ( 2)
1+x%)siny )
f. (xy)~—> -, S|y#0'

1+x% sinon.

E Dérivées partielles
 est toujours un ouvert de R”.

Remarque

R2 - Le domaine de définition d'une application partielle
peut étre compliqué, mais ¢’ est toujours un ouvert de

‘ 5

Définition 2 : Dérivées partielles

Soit f:% — R, a=(ay,...,ap) €%, j€[1,p]. On ap-
pelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,
la dérivée de la je application partielle de f en a. On
note d; f(a) = g(a) le nombre dérivé en ce point.

j
On appelle je dérivée partielle la fonction définie

0
sur % par a— —f(a).
6xj

Remarque

R3— Comme on en a déja I'habitude, calculer la je déri-
vée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous
les autres vecteurs de bases et dériver par rapport &
la seule variable x;.

flay,...,aj-1,t,aj41,....,an) = f(ay,..., an) af @
——(a).
[—aj —a; 6x]'

R4— En général, p=2 ou 3. Si p =2, par exemple, on note
plutdt f(x,y) que f(x1,x2). On notera alors volontiers

% et % les deux dérivées partielles selon la PREMIERE
ou la DEUXIEME variable. En mathématiques, on dé-
rive selon une position et non « par rapport & une vo-
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riable », dont le nom n’‘importe pas.

Exemple

E3— f:(y,x)wxy2

- 0
Que désigne dans ce cas af ??

X

Définition 3 : Vecteur gradient
Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en
ae%.On appelle gradient de f en ale vecteur

Vf(a) = grad f(a) =

Exemple
e4— Dérivées partielles en tout point de

2
Xy )
—  si(x, 0,0
f:(x,y)elﬁz~{x2+y4 GO0
0 sinon

Les application partielles x — f(x,0) et y — f(0, y) sont-
elles continues en 0?

[ est-elle continue en (0,0) ?

Remarque

R5— Et donc A\ I'existence de dérivées partielles nim-
plique pas la continuité !

Définition 4 : Extension aux fonctions & valeurs vecto-

(EIES

Soit % ouvert de RP et f:u — R". On note
f=U1,...,fu): fi estla i® composante de f.

On dit que f admet des dérivées partielles en
a €% si chacune des f; admet une dérivée partielle
en a.

On appelle alors je dérivée partielle de f en a le
vecteur
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Exemple
e5 — Dérivées partielles en fout point de
f:(r,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsing, rcoso).

Définition 5 : Matrice jacobienne

Soit 2 ouvert de RP et f:u — R". On note
=1, fn). On appelle, lorsque existe, matrice ja-
cobienne de f en a la matrice

Remarque

rR6 — Coefficient (i, ) : dérivée de f; par rapport & x;, dans
|"ordre.

R7 = Jr(a) € Mn,p(R)

Donc si f: R” — R, c’est une matrice ligne : la frans-
posée du gradient (Vf(a)T en confondant n-uplet et
vecteur colonne.

Et si f: R — R", c’est une matrice colonne. En fait,
Jrla) = (@) en confondant foujours n-uplet et vecteur
colonne.

Exemple : Matrice jacobienne de changement de va-
riables

E6 — Matrice jacobienne du changement de variables en
coordonnées polaires :

f:(r,0) — (rcos6,rsin@).

£7 — Matrice jacobienne du changement de variables en
coordonnées cylindriques :

f:(r,0,2) — (rcos,rsind, z).

E8 — Matrice jacobienne du changement de variables en
coordonnées sphériques :

f:(1,0,¢) — (rsinfcos¢, rsinfsing, rcosl).

Fonctions de classe ¢!

Définition 6 : Classe ¢!

Soit f: — R". On dit que f est de classe €1 sur %
lorsqu’en tout point de %, les dérivées partielles de f
existent, et que ces dérivées partielles sont confinues.

On note ¢! (%, R") I'ensemble de ces fonctions.

Propriété 1 : Equivalence avec les fonctions coor-
données

Onnote f = (fi,..., fx). Alors f est de classe €' si et
seulement si chacune des f; I’est.
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Propriété 2 : Structure d’algéebre

Pour tout ne N, €' (%, R") est un R-espace vecto-
riel et € (%, R) est une R-algébre.

Remarque
R8 — Il suffit donc de travailler sur les fonctions f: % — R.

R9— On rappelle que l'on note, pour f : E — F,

h) = h) ou f(h) = hlg) lorsque
fw hfoE” f h—(»)OE(” Ig) lorsq

—

Ifmle=, oOE(nhnE),

autrement dit lorsque

lrole
lalg  h—og

Cela revient aussi & écrire que
fh) = |hllgeCh)

e(h)

Op.
h—0p E

Comme on travaille en dimension finie, n‘importent
quelles normes conviennent.

Théoréme 1:DL;

Soit f: % — R de classe €' et a e %. Pour tout
heRP felque a+he,

en ufilisant le produit scalaire canonique sur RP.

Corollaire 1: ¢! = continue

Une fonction de classe ¢! est continue.

Exercice 1: CCINP 33

VERSION DU 8 AVRIL 2024

Exercice 2: CCINP 52

4
Propriété 3 : Régle de la chaine

Soient .,V deux ouverts respectifs de RP et R" ef
a€ . Soient

U — 7
i
(*1,...,xp) — (fl(xlv~~-pxp),---,fn(xly---yxp))
et
v — R

e yn) —  gW1,-..,¥n)

deux fonctions de classe €. Alors go f =go(fi,..., fn)
est de classe ¢! et pour je[1,p].

0(gof) @

):
ax]'

Exercice 3 : Changement de variable et gradient en po-
laire

Soit 22 =R\ {(0,0)}, V =10, +co[xR, fe € (%, R),
vV — R
(r,0) —  f(rcosf,rsinf)

ii(0) = (cos0,sin0) et ¥(0) = ii’ (0).
1. Montrer que g est de classe ¢! sur V.

2. Si (r,0) e V, on note x = rcos6 et y = rsinf. Exprimer les
dérivées partielles de g en (r,0) en fonction des déri-
vées partielles de f en (x, y).

3. Exprimer le gradient g(x, y),%(x, y)| dans la base
(ii(0), 7(0)) en fonction des dérivées partielles de g en

(r,0).

Cas particulier 1: important — dérivée le long d’un

arc

Siy:R—R3 et f:R3— R sont de classe ¢!, en
notant, pour te R, y(t) = (x(1), y(1), z(1)).

(fop) (0=
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Corollaire 2 : Régle de la chaine vectorielle

Soient u,V deux ouverts respectifs de RP et R" et
ac%. Soient f:% — 7V et g: v —R9 deux fonctions de
classe €. Alors go f est de classe €' et pour je[1,p]
etle[l,q].

0 o O(go
8o - 9& e

(a) =
axj Oxj

En particulier,

Jgof (@ =

Exercice 4: Calculer les dérivées partielles de
h:(x,y) — gx+yxy) par la régle de la
chaine puis par les matrices jacobiennes.

Exercice 5: Calculer la dérivée de g: ¢t~ f(tay,..., tay) oU
fe€! (RP,R) et a=(ay,...,an) e RP.

n Fonctions de classe ¢*

Définition 7 : Dérivées partielles d’ordre supérieur

Soit % ouvert de RP, f: % — R". On appelle déri-
p . .. .0 N
vée partielle d’ordre ke IN*, une dérivée % ou ¢ est
J
une dérivée partielle d'ordre k-1 de f. Les dérivées
partielles d’ordre k sont de la forme

X X ( X ( if ) )

6 lk 0 ik*l 0 l'2 a il

notées =0; -fOUi ie[lﬂ
dxh;'~0xi1 Hhoentl bk '

Définition 8 : Classe €%

Soit k € N*, & ouvert de RP, f:% — R". On dit
que f est de classe ¢* si foutes ses dérivées partielles
d’ordre k existent et sont continues.

On dit que f est de classe € si elle est de classe
€* pour tout ke N,

Propriété 4 : Caractérisation par les applications co-

ordonnées

On note f = (fi,...,fn), k€ NU{+oo}. Alors f est de
classe €* si et seulement si chacune des f; Iest.

Théoréme 2 : de Schwarz

Soit % ouvert de RP, f: % — RP de classe €2
Alors, pour tout i, j e [1,p] tel que i # j.,

0’f  0%f

6x,-6xj - axj'axi '
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Exercice 6 : CCINP 57

Exercice 7 : Contre-exemple au théoréme de Schwarz :
avec la fonction de [I'exercice précé-

2
dent (due & Péano) : calculer ﬂ(0,0)
0x0y

o*f ,
et ——(0,0). Qu’en conclut-on?
0yox

Propriété 5 : Opérations sur les fonctions de classe

¢k

Soit k€ N U {+o0}.

() Toute combinaison linéaire, foufe composeée,
tout produit, fout quotient de fonctions de classe
«€* I'est encore.

@y Si M : R™ x ... x R"™M — R" est g-linéaire,
fii% —R™,... [, % — R™ de classe €* alors
M(fi,..., fq) est de classe €*.

(i Toute fonction polynomiale & n variables est de
classe € sur R™.

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions
polynomiales) est de classe €*° sur son domaine
de définition.

H Matrice hessienne et DL,

Définition 9 : Matrice hessienne

Soit f: % — R ou % est un ouvert de RP. On ap-
pelle, lorsqu’elle existe, matrice hessienne de f en
x €2 la matrice

Remarque

R10 - Lethéoréme de Schwarz assure quessi f est de classe
¢2 sur 2, pour tout x € %,
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Théoréme 3 : DL, : formule de Taylor-Young & I'ordre

2

Soit @ est un ouvert de RP, f:% — R de classe
62, acu et he RP tel que a+ h reste dans % lorsque
h—0.

En confondant RP et .y 1 (R), et en utilisant le pro-
auit scalaire canonique sur RP, on a

Remarque
R11 - Serécrit, en posant i = (hy,..., hp),

L 1
flath) = f@+Y hioif(@+5 Y hihjo;jf@+ o (||h||2).
= 2 h—0

i=1 1<i,j<p

m APPLICATIONS

n Equations aux dérivées partielles

Exemple : Quelques exemples fondamentaux

E9 — Résoudre %(x'y) =0 dans €1 (%, R) ol % = R? puis

R2\{(0,0)} puis R\ B'(0,1).
E10 - Résoudre %(x, ) = g(x) dans ¢! (R?,R) ol he € (R).

E11 - Résoudre %(x,y) =g(y) dans ¢! (R?,R) oU he G (R).

2
E12- Résoudre g—j;(x, y) =0 dans €2 (R?,R).
X
E13 - Résoudre & (x,y) =0 dans €2 (R%,R)
oxoy T
N ! 7
Méthode 1

m Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles
on se raméne systématiquement :

o = O e U

% (x,»)=0 ox (x,y) = gx) ox X, »=8)
f °f

2 (x,y)=0 Ty () =0

m Dans la pratique, on s’y raméne via un changement
de variables (u, v) = ¢(x,y), en écrivant f(x,y) = g(u, v)
et en remplagant soit (x, y) en fonction de (u,v), soif
(u, v) en fonction de (x, y).

m La changement de variable doit étre bijectif, entre
deux ouverts et suffisamment régulier (classe ¢! ou
2 suivant I'ordre de I'équation.)

m S'iln‘est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

m Appliquer la regle de la chaine (ou utiliser des mao-
trices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f
en fonction de celle de g ou l'inverse, et simplifier
I'EDP.
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Exercice 8:Résoudre

of of _
Za(x,y) @(x,y) =0

sur ¢! (R?) & I'aide du changement de va-
riable (1, v) = p(x,y) = (x+ y, x +2y), en vérifiant
que ¢ est une bijection de R? sur R2.

Exercice 9 :Soient a,be R. Résoudre

of of _
55 (x,y)+bay(x,y) =0
sur ¢! (R?) & I'aide d’un changement de va-
riable affine.

Exercice 10 : Résoudre I'équation des cordes vibrantes

0% f 1 8%f
ﬁ(x’t)_;ﬁu't):(}

sur €2 (R?).

Exercice 11: Coordonnées polaires

Soit 7 =]0, +oo[x ]—% g[ et ¢ : ¥ — R? défini par
@(r,0) = (rcosf, rsind).

Déterminer un ouvert % de RR? tel que ¢ soit une bijec-
tion de 7 sur %.

Résoudre

of of _
ya(x,y) x@(x,y) =0

sur €1, R).

Exercice 12: A I'aide du changement de variable
(u,v) = (x, %) résoudre sur 62 (Rf x R),
?f

(x5 + ZW(JCY}’) =0

0%f 0%f
Y +2
x2 SaR25 xy@xay

¥ —
0

E Optimisation : recherche d’extremums

Ici, foutes les fonctions sont & valeurs dans RR.
On notera plutét n la dimension au départ : % désigne un

ouvert de R”.

n Extremums libres

Définition 10 : Extremum

Soit Aune partie de R", ac A, f: A—R.

(i) Ondit que f présente en a un maximum (respec-
tivement minimum) local s’il existe 7 voisinage de
a dans A tel que pour fout xe 7, f(x) < f(a) (res-
pectivement f(x) > f(a)).
Il est strict lorsque, Vxe 7' \{a}, , f(x) < f(a) (respec-
tivement f(x) > f(a)).

(i) On dit que f présente un maximum (respective-
ment minimum) global si cette inégalité est en
fait valable pour fout x € A.
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Définition 11 : Point critique

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en
aec.
of

Lorsque Vf(a) =0, c’est-O-dire Vi € [1, n], a(a) =0,
on dit que a est un point critique de f. l

Comme en dimension 1, une condition nécessaire d’extre-
mum local est liée & I'annulation du terme d’ordre 1 dans le
développement limité, donc du gradient.

Propriété 6 : Condition nécessaire d’extremum local
a l'ordre 1

On suppose que
H1

H2

H3
Alors
C1 a est un point critique de f.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple
est appelé point selle ou point col.

Exemple

E14—
[y —xt-y
présente un point selle

en (0,0).

La surface porte le
doux nom de parabo-
loide hyperbolique.

y

4

Le développement limité & I'ordre 2 permet de conditionner
le fait d’avoir un minimum ou un maximum local (donc un signe
constant pour f(a+ h) — f(a)) au signe du terme d’ordre 2.

Propriété 7 : Condition nécessaire de minimum local

a l'ordre 2

On suppose que
H1

H2
H3

alors

C1 a est un point critique de f.
C2

Si c’est un maximum local en a, alors
~Hy(a) € &, (R) (le Hy(a) est symétrique «néga-
tive », ses valeurs propres sont foufes dans R™).
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Si jamais, de plus, les termes d’ordre 2 du développement li-
mité ne sont pas nuls, on obtient un équivalent pour f(a+h) - f(a)
ayant le méme signe, ce qui permet de formuler une condition
suffisante.

Propriété 8 : Condition suffisante d’extremum local a
I'ordre 2

On suppose que
H1

H2
H3

H4

alors
Cl

Corollaire 3 : Discussion sur le spectre

Siat ouvert, f € €%, R) et ac ¥ point critique de
f

m S Sp[Hf(a)) c R}, f atfeint en a un minimum lo-
cal.

m S Sp(Hf(a)] cRX, f affteint en a un maximum lo-
cal.

m SiHp(a) posséde des valeurs propres non nulles
de signes opposes, a est un point selle.

Si n =2 (fonction de 2 variables), on note

Hela) r N
a) =
4 s 1

oo O Pf o I -
=S\, s= = th h ,
our=-3@.s axay(“) ayax(a) (théoréme de Schwarz)
o*f
= a—yz(a).

On suppose que a est un point critique. On a
det(Hf(a)] = rt—s? (égal produit de ses deux valeurs propres

réelles) et tr (Hf(a)) =r+1t (égal & leur somme).

1. Si re—s%>0, les deux valeurs propres de Hp(a) ont méme
signe et sont non nulles : f présente en a un extremum local
strict.

(9) Sir+t>0alors Hy(a) € #7*(R) et f présente un mini-
mum local strict en a.

(b) Sir+tr<0alors —Hy(a) € & (R) et f présente un maxi-
mum local strict en a.

2. Sirr—s? <0, les deux valeurs propres de Hg(a) ont des signes
opposés et sont non nulles.

Dans ce cas, f présente en a un point col : dans les direc-
tions propres, on a respectivement un minimum et un maxi-
mum local.

3. Sirt—s?=0,0n ne peut rien conclure en général.
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Méthode 2 : Recherche d’extremum

@) Soit f:« — R admettant des dérivées partielles sur
% . Pour déterminer des extfremums locaux de f on
cherche ses points critiques.

Si f est de classe 42, on peut s’intéresser & la Hes-
sienne aux points critiques qui permet de conclure
lorsqu’elle est inversible (voir la remarque précédente
pour n=2.)

Sinon, pour un point critique a, on étudie f(a+h) - f(a)
pour h proche de 0. Comme a est un point critique,
les tfermes obtenus dans la différence sont au moins
d’ordre 2.

(i) Si % n’est pas un ouvert, on le décompose en son in-
térieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « &
la main », en général & I'aide d’un paramétrage du
bord.

(i) Si f: K — R ou K est un compact, on est assuré
de I'existence d’un minimum et d’un maximum glo-
baux. On les cherche comme dans la méthode pré-
cédente.

Exercice 13 : Déterminer les extremums de

4

f:(x,y)e]RZHyz—x2+?.

J

Exercice 14 : CCINP 56

300 7
200
100

—100 7
—200
—300 1

—400 7

H Extremums liés

On cherche désormais les extremums de f: % — R non pas sur
% entier, mais sur I'ensemble des points annulant une certaine
fonction numérique g e €1 (@, R).

Une premiére approche pour calculer I(n§n0f(x) consiste &

gx)=

paramétrer I'ensemble X = {xe %, g(x) =0}, c’est-a-dire trouver

VERSION DU 8 AVRIL 2024

une fonction ¢ € I — (x1(1),...,x,(¢)) dont X est I'image. On est
alors ramené & un probléme & une seule variable que I'on sait
résoudre : calculer

rg?f(xl(t),..,.xn(t))-

Une seconde approche consiste & transformer la contrainte
g(x1,...,xp) = 0 en une ou plusieurs expressions de la forme
Xp =@ (x1,...,xp-1) (le théoréme hors-programme des fonctions
implicites nous assure la possibilité de le faire au voisinage d'un
point tel que Vg(x) #0Rn...) puis & calculer

min flx1,- 0 Xn-1,0(x1,..., Xp-1)
(%1 oo Xp—1) €' (a1, ' T )

ol ' est & préciser avec les techniques précédentes.

Exercice 15 : Déterminer de deux maniéres différentes
min xy
x2+y2:1

En bleu :

1.00

z2=fxy 0.75

- %B @l 0.50

sgh ' 0.25

s T %? 0.00
7

-0.25

En orange :

gx,y)=0

En rouge : ~0.50

—=0.75

z= fix(x,y)

—1.00

—1.0&0.7505&0‘250.00 0.250.50 0.75 1.00

Malheureusement, en général, il n‘est pas aisé de trouver
un paramétrage de X ou de remplacer la contrainte implicite
g(x1,...,xp) =0 en contrainte explicite x, = ¢ (x1,...,xp-1)...

On dispose au programme d’un outfil permettant d’étudier
ce probléme.

Théoréme 4 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,g € €', R) ol % est un ouvert de R", et
X={xeu, g(x)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X ef si
Vg(a) #0Rrn, alors V f(a) est colinéaire & Vg(a).

Un scalaire 1€ R tel que Vf(a) = AVg(a) est appelé multiplica-
teur de Lagrange.

Cette condition étant seulement nécessaire, la résolution
d’un probléme d’optimisation sous contrainte s'accompagne
en général d’une recherche de point critique (sur un ouvert,
bien sr) suivi d'une étude locale, ou d'un argument de com-
pacité.

Exercice 16 : Déterminer de nouveau 2mi? Xy
xc+y<=1

Exercice 17 : (Oral CCINP) Montrer que
f o (xy — 4x* + 12xy — y* admet
un minimum et un maximum sur
€ = {(x,y) e R?, x*>+y? =13} et les déter-
miner.

Exercice 18:En  étudiant I'application
f o (x,..xp) — X3 - o Xp sur
Cs = {1, xp) R, x1+--+xp=5}, re-
trouver I'inégalité arithmético-géométrique.
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m DIFFERENTIELLE

n Différentielle en un point

Rappel : si I estintervalle de R, f:1— F est dérivable en ae I
si et seulement si f admet un développement limité & I'ordre 1
en a si et seulement si on a un vecteur be F tel que

f(a+h)=f(a)+hb+h o0 (h)

(et, dans ce cas, b= f'(a)).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur
une espace vectoriel normé de dimension finie E.

Définition 12 : Application différentiable en un point

Soit f définie sur un ouvert  de E, & valeurs dans
F. Soit a un point de 2. On dit que f est différentiable
en a lorsqu’il existe une application linéaire ¢, de E
dans F felle que, au voisinage de 0g,

fla+h) =

OuU encore, au voisinage de a,
fl=

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique
et appelée différentielle de f au point a ou en-
core application linéaire tangente & f en a, notée
df(a) e £(E,F). On a donc

fla+h) =

Remarque
R12 - Lorsque cela a du sens, on définit donc une applica-
—  Z(EF
fiondf: (55
f.
R13 — On note parfois d f(a) - h au lieu de d f(a)(h).
R14 — L'unicité vient du

Sip e £(E,F) est telle que ¢(h) = 22 0(h), alors ¢

appelée différentielle de
a — df(a)

est I'application nulle.

Démonstration

@(h) = | hlie(h) avec e(h)

—OF.
—VE

Alors pour tout x € E, t € R}, top(x) = @(tx) = tlxle(tx)
donc ¢(x) = llxlle(tx) Py OF.

Donc pour fout x€ E, ¢(x) =0p. |

Propriété 9 : différentiable = continue

Si f est différentiable en a, alors f est continue en
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Démonstration

Par continuité de I'application linéaire en dimension
finie (celle de E suffit) d f(a), en passant & la limite dans le
développement limité, f(a+h) - f(a) OF. [ |

h—0g

E Cas particuliers

Propriété 10: Cas d’une fonction d’une variable

réelle

Dans le cas d’une fonction f: 1 — F, f est déri-
vable en a si et seulement si elle est différentiable en
a.

Dans ce cas,

Propriété 11 : Cas d’'une fonction constante

Si f:% < E — F est constante, elle est différentiable
en tout point de u et pour fout ae %,

Propriété 12 : Cas d’une fonction linéaire

Si f:% < E — F estla restriction & 2 d’une applica-
tion linéaire ¢ € £ (E, F), elle est différentiable en fout
point de % et pour fout a€ %,

Ap(R)  —  M(R)

Exercice 19 : Montrer que f: est
M — M2

différentiable en toute A e .4, (R) et calculer

df(A).

Exercice 20 : Montrer que, si E est un espace eucli-

dien f: est différentiable en

xo— fxl?
toute a € E et calculer d f(a).

Exercice 21 : Montrer que, si E est un espace euclidien,

—

est différen-
—  (x[u(x)
tiable en toute a € E et calculer d f(a). Que
se passe-t-il si, de plus, u est symétrique ?

ue ZE), f:
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Dérivée selon un vecteur, dérivées par- n Lien entre différentielle et dérivées par-
tielles tielles
Le fait de travailler sur un ouvert % assure, pour a point de % > ) " . ..
et v vecteur de E, I'existence d’un § > 0 (« distance de sécurité ») Propriété 13: I..|en entre différentielle et dérivées par-
tel que pour tout ¢ €]-8,61, a+tv € % (on s'éloigne de a dans la di- tielles
relc’rion dg v),ce[o permet de définir I'application ¢ : t — f(a+tv) Soit f:u — F, acu. Si f est différentiable en a,
d’une varlable réelle au volsinage de o. alors f est dérivable en a selon fout vecteur v e E et

Définition 13 : Dérivée selon un vecteur Dyf(a) =

On dit que f:% c E — F est dérivable selon le vec-
teur v € E au point a € %, lorsque

Cas particulier 2 : Dérivée selon un vecteur de base
On note alors
Soit f:% —F,ae¥, B=e,...,ep) Une base de E.

of

On note e les dérivées partielles de f dans la base

EYSHBIE 2. Si f est différentiable en a, alors pour fout j e [[1, p].

xyz
x2 +y4
sinon admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0)
etsiv=(a,p) : Dyf((0,0) =

E15— Lafonction f:(x,y) e R? — si (x, ) # (0,0) et (0,0) df(a)ej) =

Propriété 14 : Expression de la différentielle avec les

dérivées partielles

Définition 14 : Dérivées partielles
Soit B = (ey,...,ep) Une base de E, f:% — F, ac %

Soient 8 = (ey,...,ep) Une base de E, f: % cE—F, tel que f est différentiable en a.

ac, je|1,p]. p
On appelle je dérivée partielle de f en a, lors- Alors pour tout vecteur h=)_ hje; € E,
qu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de J=i
base en a:
] df(a)(h)=
d;f(a= a—){(a) =De; f(@ €E
J
E — R L
Onnotedx;: la forme linéaire jé co-

Remarque h — hj

R15 — Lesdérivées partielles vues pour les fonctions définies ordonnée dans 2. Alors on a

sur un ouvert de RP sont les dérivées partielles dans

la base canonique de RP. df(a) =
Bien sdr la notion générale de dérivée partielle dé-

pend de la base choisie. En ce sens, la notatfion

De; f(a) est la plus précise.

R16 — Comme on en a déjd I'habitude, calculer la je déri-
vée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous
les autres vecteurs de bases et dériver par rapport &
la seule variable x;. : en effet, en dérive

Démonstration

C’est lalinéarité de d f(a) :
¢:t— fla+tej)=flarey+---+(aj+1t)ej+--+anen)

P P P of
en 0, ce qui revient aussi & dériver df(a) ( ) 1hj ej) = _Zl hjdf(a) (ej) = _Zl hjaTj(“)'
Jj= j= j=
t— flayey +---+tej+---+anen) -
en aj.
Remarque
Exemple . .
. R17 — Le DL; de f différentiable en a s’écrit alors
E16— AveC f:(x,) € R? — —2— si (x,7) # (0,0) et (0,0) sinon, )
i @+ =f@+ ¥ 1L @+rom
on voit que A\ on peut avoir des dérivées partielles flath=fla ft I ox; ot

en (0,0) sans avoir de dérivée selon certains vecteurs
(v=(a, B) e RZ, ici).
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H Matrice jacobienne

Définition 15 : Matrice jacobienne

Soit p = dimE, n = dimF, % ouvert de E ef
f: E — F différentiable, 2 = (e1,...,ep) une base de E

n
et € =(ey,...,en) Une base de F. On note f= )" fie;.
i=1
On appelle matrice jacobienne de f en a dansles
bases % et € la matrice Jy(a) = (a—ﬁ(a)) .
Y pe[Ln]<[1p]

Propriété 15 : Matrice jacobienne et différentielle

]f(a) = Matggfg (df({l))

Démonstration
df(a)ej) = i(a): i %(a)e-
R =T A
permet bien de remplir la je colonne de J¢(a). |

n Gradient

Définition 16 : Gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E,
f:% — R une fonction différentiable. Alors pour tout

a €%, il existe un unique vecteurnoté v f(a) ou g—r;;if(a)
et appelé gradient de f en a fel que pour fout he E,

df(a)(h) = (Vf(a)lh).

Démonstration

C’estle théoreme de représentation de Riesz : la forme
linéaire d f(a) s"écrit x — (blx) pour un certain vecteur b...
|

Remarque

R18 — On comprend mieux la notation alternative d f(a) - h
faisant penser & un produit scalaire. Le DL; de f diffé-
rentiable en a dans E euclidien se récrit

fla+h)=f@+ (Vf(a)lh) +o(h)
N ——

produit scalaire

R19 — Dans R? muni du produit scalaire canonique,

df@mw=mLa+naw @) (m
=hi == (a)+ ho -~ (a) = ‘ .
a 15,:@ 26y a %(a) -

On retrouve notre gradient habituel.

Exactement le méme raisonnement (expression du
produit scalaire en base orthonormée) donne la pro-
priété suivante.
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Propriété 16 : Coordonnées du gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E,
f:% — R une fonction différentiable. Si I'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de V f(a)
dans cette base sont

of of

(a(fl),-n,a(ﬂ))~

Remarque : Interprétation géométrique

R20 — On suppose f différentiable en a et Vf(a) # 0.

Notons S la sphéere unité de E pour la norme eucli-
dienne |-|l. D'apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

VhesS, df@h) = (Vf@Ih) <|(V@Ih)| < | V@] Ihl=|Vf@)].

Vf(a)
Ivf@]
Ainsi le vecteur V f(a) donne la direction et le sens de
plus forte variation de la fonction f.

C’est & la base d’algorithmes d’opfimisation (des-
cente de gradient), utilisé par exemple en Machine
Learning (apprentissage automatique).

Or ce majorant est atteint pour hy =

Wi T y ”
f=3 - ————
¥ '1_‘ _’")ﬁl k: ,‘.I- - [ _,' i H
n - \‘J" ™ M o s g
"s.\‘r" o £ '
L}
Cayenne cofe .
” ' g
s
# R _,"L"u....,__‘ ’-—":;
v v b
\ | v k\_ Gy I
- \\ = \'H . /):- \
N a7 (R s
- ¥ b s
By . ! Twd N
-~
e v Al Yo
H e W fn
L - Y -
WO == x
3 4 ;
L Grand-Place — .-
-
! LS -
“ y
) PN
1 3
’
. AL
\ - P
\ s A,

Ci-dessus, on représente, au coeur de Mafate, des
«lignes de niveau» de la fonction (x, y) — f(x,y) qQui au
point de coordonnées (x,y) associe son altitude (on
parle d'isopléthes d’altitude).

Ces lignes de niveau sont des courbes d’équation
f(x,y) = constante.

Tracer la direction et le sens de V f en quelques points.
On peut montrer que le gradient est normal aux lignes
de niveaux en tous points.

m OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

n Combinaisons linéaires

Propriété 17 : Linéarité

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en
acu, MpeR.
Alors Af + ug est différentiable et

Remarque
R21 — f—df est donc linéaire.
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Composition

Propriété 19 : Différentielle d’'une composée

Soit @ ouvert de E, v ouvert de F, f:% — v dif-
Soit % ouvert d’un R-espace vectoriel normé de férentiable en a € % et g : v — G différentiable en
dimension finie, Ey,...,Eq, F des R-espaces vectoriels b= f(a).
normés de dimension finie, fi : U — Ei,..., fq: % — Eq4 Alors go f est différentiable en a et
des applications différentiables en a € % et
M :Ey x ---x Eq — F une fonction g-linéaire.
Alors ¢ : % — F définie par ¢ : x — M(fi(x),..., fg(x))
est différentiable en a et

E Image par une application multilinéaire

Propriété 18:Image par une application muiltili-

néaire

d(go Nla) =

do(a): h— Propriété 20 : Matrice jacobienne d’une composée
Dsmenshation En munissant E, F et G de bases, on obtient
On traite le cas bilinéaire. Le cas général est analogue. Toor(@) =
1 tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon gof
les vecteurs. On sait, sous réserve d’existence, que
d¢(a)(h) = Dpp(a). Or
Y:t—pla+th)=B(f(a+th),gla+th) Remarque

est dérivable en 0 (car f et g sont différentiables en a)
de dérivée
3/ (0) = Dp¢p(a) = B(Dy, f(a), g(@) + B(f(a), Dy g(a))

=B(df(a)(h),g(a)+B(f(a),dg(a)(h)

Le probléme est que I’existence de dérivée selon tout

vecteur ne garantit pas la différentiabilité...

On peut par exemple montrer que la fonction

2

R22 — D’ou la regle de la chaine.

Démonstration

y N 3 . P n
Finy) — { = Six#0 Gqmet des dérivées selon fout Il suffit de composer les DL, : on écrit, avec ¢ (h) y— 0

y  sinon et e2(k) T 0, et pour simplifier la lecture , les applications
vecteur en (0,0) mais n‘est pas continue , et encore ~0
moins différentiable.

Bonne méthode On utilise les DLy : avec & (h) y— 0 et

linéaires p =d f(a) et w=dg(f(a).
fla+h) = f(a)+@(h) + | hler(h)

t
(h) ——0, €
e g (@) +K) = g(f (@) +y (k) + Ikl e2(K)
¢la+h) =B(fla+h),gla+h) puis
=B(f@+df@m +Ihler(h), g@+dg@m +Ihlex) g(fa+h) =g[f(@+ (o) + e ()]
—_—
=B(f(a), g@)+B(df(a)(h), g@)+B(f(a), dgl@)(h)+y(h) M
avec h— B(df(a)(h),g@)+B(f(a@), dg@(h) inéaire et =g(f(@) +y () + Ikl e (W)
w(h) =1kl B(f(a)+d f(a)(h), e2(R)+ kI B(e1(h), g(a)+dg(a)(h) + @) + 1Rl e1 ()| &2 (@(R) + | Rl €1 (h))
+11kIZ B (e1(B), e2() + B(d f(@ (), dg(a)(h) =gof(@+[wop]()+{(h)
donc avec
h h (h) + 1kl &1 (h)
m“) =B(f@+df@(h), e2(n)+B(erh), gla)+dg@h) % —ytcr iy + 1202 e [ —.
B(df(a)(h), dg(a)(h)) ¢ et y étant linéaires en dimension finie, elles
RN B (er(B), &2(h)) + 12l : sont continues, donc w(e1() — 0. ¢(h) —— 0 puis
Les trois premiers termes tendent vers 0 lorsque h — 0 €2 (@) + I hlle1(h)) v
par continuité de I'application bilinéaire en dimen- Enfin,
sion finie.
Pour le dernier, on remarque que lot +1mierm] _ o] +e1(h)
Al Al

(x,y)— B f(a)(x),dg(a)(y)
o f@,dglaly et par continuité de I'application linéaire ¢, on a Ce R tel

est bilinéaire, donc on a, par continuité, un réel C tel

loth) + Rl er (m)|

que que pour fout k, || < Clkl donc 0 est
” B(df(@ ), dg(@)(h) ” _Bdf@, dg@m)] bomé et finalement Y2 o, c'est-a-dire ¢(h = o (h).
I 72ll I 7ll IRl h—o
Cllh|? Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en
ST =M aet

Donc y(h) = hoo(h)' ce qui permet d’obtenir toute la

conclusion.

d(go @ =yop=dg(f@)odf(a.
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Corollaire 4 : Dérivée le long d’un arc Démonstration
Soit % ouvert de E, f: % — F, I infervalle de R et On a vu que dfty(n)(y'(0) = (foy)'@). c’est donc une
simple application du théoreme fondamental de I'ana-

y: I — % une application dérivable.
On suppose que f est différentiable eny(t) ol t e I.
Alors foy est dérivable en t et

! =
Feny@ Corollaire 5 : Cas particulier y(1) = a+ tv

En munissant E d’une base, on refrouve |'expres- E tioul _ 0.1
sion vue avec la régle de la chaine, si les coordon- n parficulier, avec y() = a+ tv sur (0,11,
nées de y (1) sont (y1(1),...,yp(1),

lyse.

fla+v)-f(a) =

(fop)'()=
En particulier, siy: t — x+ tv oU x, v € 2 sont fixés, 3 o L .
Corollaire 6 : Caractérisation des fonctions
(fop) (0= constantes sur un ouvert connexe

par arcs

Si fe€\(u,F) et estun ouvert connexe pararcs,
alors
CLASSE ¢!

f est constante si et seulement sid f =0.

Définition 17 : Fonctions de classe €

f:% — F est dite de classe ¢! lorsque f est diffé-
rentiable sur % et d f: % — £(E, F) est continue. Démonstration

Le sens direct a déja été vu.

Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au pro-
gramme. On suppose donc % convexe et d f =0.

Soient a,be ., on veut montrer que f(a) = f(b).

Propriété 21 : Opérations

Toute combinaison linéaire, toute composée Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans
d’applications de classe €' I'est encore. @ pAr convexité : y:te(0,1]— (1-t)a+ th de classe €1,

Si M est g-linéaire et fi,..., f; sont €', M(fi,..., fg) Alors, la propriété précédente donne f(b)-f(a) = 0.
I"est.

Propriété 22 : Caractérisation par les applications m v
coordonnées ECTEURS TANGENTS

Soit f : w4 — F, d’applications coordonnées
(fi,..., fn) dans une base de F. f est de classe €1 si
et seulement si foutes les f; le sonft. Si X est une partie de E, ae X. Un vecteur v € E
est dit tangent & X en a lorsqu’il existe € >0 et un arc
y:1—¢,el— X, dérivable en 0 fel que y(0) = a et y'(0) = v.

On note T, X I'ensemble des vecteurs tangents &

Définition 18 : Vecteur tangent

Théoreme 5 : IMPORTANT - Caractérisation avec les

A . X ena.
dérivées partielles
f est de classe ¢! si et seulement si, dans une
base quelconque de E, foutes les dérivees partielles Exemple

de f existent ef sont confinues. . . o
E17 — Si ¢ est un sous-espace affine de E de direction G

(sous-espace vectoriel de E), pour tout a € ¢,

Démonstration

Non exigible. En effet, on peut écrire ¥ =a+G.
, . -, — ¢ L
SiveG,soit y: est dérivable en
2222 . Ny t — a+tv
Propriété 23 : Expression intégrale le long d’un arc
P P g g 0,y(0)=aety (0 =uv.
7 1 1 _ _ Réciproquement, sive T,9, onae>0et y:l—¢e[— 9
Alofson‘ fe€ (%,F), ye€ (0,11,%), a=vy(0) ef b=7y(1). ol que 7(0) = a et 1'(0) = v,
. y(t)—a
) - fl@ = Alors v est la limite lorsque t — 0 de —— € G ef

t
comme G est un sous-espace de E qui est de dimen-
sion finie, il I'est aussi, donc il est fermé et donc v € G.
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E18 — Sphére d’un espace euclidien : si a€ S(0g, 1),

TaSOg,1) = at

1-1L,1I —  S(O0g,1)
En effet, si v e at, soit y: . a+tv est

la+ tvl
dérivable en 0, y(0) = a et y/(0) = v car, avec |lall =1,

¢ a+tv a+tv
yite =
Via+tl?2  V1+2t(alv) + 2 | v]?
donc
.0-llvlI2
PO = la+0-vl v—%m+0~v)
la+0-v|?

Réciproquement, si v € T;S0g,1), on a ¢ > 0 et
y:1—¢€el— S0, 1) tel que y(0) = a et y'(0) = v.
&t_a —— pdonc

t—0

Alors

(y(t)—a‘a) _@la-1 _ (y()la-y(1)
t B r B r

t —_
== (Y(t)‘y()%) pa (vla) = —(alv)

Donc (vla)=0: veat.

Comme dernier exemple, on va obtenir que le plan tangent
& une surface d’équation z = f(x, y) admet comme vecteur nor-
mal le gradient (non nul) de g: (x,y,2) — f(x,y) - z.

Cela revient a fransformer I’équation explicite z = f(x,y) en
équation implicite g(x,y,z) =0.

Propriété 24 : Plan tangent pour une surface expli-

cite

Soit % ouvert de R?, f:u — R différentiable.
Soit S < R3 la surface représentative de f, ¢ est-a-
dire

SE {(x,y,z)eIR3, (x,y)e%etzzf(x,y)}.

xR — R
Soit g:
x,32 — fx,)-z
L’ensemble T,S des vecteurs tangents a S en
a = (x0,y0,20) € S est un plan vectoriel P = Vg(a)*
de vecteur normal le vecteur (non nul) Vg(a), donc
d’équation
(Vg(@)|(x,y,2) =0.
On appelle plan tangent a S en a le plan affine
a+ P passant par a et de direction I'ensemble P des
vecteurs tangents & X en a, d’équation

(Vg(@|(x=x0,y— y0,2—20)) =0

Remarque

R23 — On refrouve, pour le plan tangent, une équation
fype « équation de la tangente » :

Démonstration

On raisonne toujours par double inclusion.
B Siv=(xy2¢€T,S onae>0ety:]-¢ge— S tel
que y(0) = a et y'(0) = v. Alors, pour tout ¢ €] —¢,el,

y(1) = (x(8), y(1), 2(1)) Qvec z(1) = f(x(1), y(¢)) donc
z=2'(0)=x'(0) or
ox

= x%(xo.yo) +J/%(xo,m)

0
x(0), y(0) +y'(0) % (x(0), y(0))

donc

s} of e
0=x5: 030y, (0.50) - 2= (Vg (@] x,7.2)

_(%f o _ )
car Vg(a)f(ax (xo,y()),ay (%0, y0), =1}
m Siv=(x,y2) est orthogonal & Vg(a), On définit

-1 — S

t —  (x0+ 1%, Y0+ 1y, f(xo + tx,¥0 + 1))
Alors y est dérivable en 0, y(0) = a et
Y0 = (xyxg(x y)+yg(x y)| = (x,3,2) car

) X5 (X0, Yo 3y 070 52
(Vg@lv)=0.

Mais toutes les surfaces n‘ont pas une équation explicite
z=f(x,).

Le programme propose un dernier énoncé, d la démonstra-
fion hors programme, permettant de fraiter le cas général des
surfaces décrites par une équation implicite g(x,y,z) =0 et gé-
néralisant I'énoncé précédent.

Propriété 25 : Hyperplan tangent & une surface impli-

cite
Soit g une fonction numérique de classe €' sur

l'ouvert %, X ={xe%, g(x)=0R} et ac X.
Si dg((,l) # OZ(E,IR)' alors

ToX =Ker(dg(@) = Vg(a)*

(L'espace étant supposée euclidien pour utiliser le gra-
dient.)

Aufrement dif, X admet un hyperplan affine fan-
genten a quiest, a+ TyX = a+Vg(a)t d’équation

(Vg(@)|x—a)=0.

Remarque

R24 — Bien sUr le vecteur x de cet énoncé ne doit pas étre
confondu avec le scalaire x d'un friplet (x, y, z) du cas
particulier R3.
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Méthode 3 : Trouver une équation d’hyper-
plan tangent

On retiendra que dans tous les cas, mieux vaut repas-
ser par une équation implicite g(x) = 0 pour frouver une
équation d’hyperplan tangent.

Le théoréme précédent donne alors une équation du-
dit hyperplan fangent en un point a n‘annulant pas la dg.

Par exemple, le plan tfangent & la surface S d’équo-
tion g(x,y,2) =0 en a= (xg, yo,20) est le plan affine a+Vg(a)*
passant par a et de direction le plan vectoriel T,S = Vg(a)+
de vecteur normal Vg(a) # (0,0,0), d’équation

og og og
— (X0, Y0, 20) (x—X0)+ == (X0, Y0, 20) (¥—Y0) + == (X0, Y0, 20) (2—20) = 0
0x oy 0z

ou g(a) = g(xo, ¥0,20) = 0.

Exemple

E19 — Equcg:ﬁon du plan tangent en un point d’'une sphére
de R

m OPTIMISATION (RECHERCHE D’EXTRE-

MUMS)

Définition 19 : Point critique

Soit f:« — R différentiable. On dit que a est un
point critique de f lorsque d f(a) =0.
Si E est euclidien, cela équivaut a Vf(a) =0.

Propriété 26 : Condition nécessaire d’extremum lo-
cal

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE E] plril
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Démonstration

Soit ve T, X. Onay:l-¢¢e[— X tel que y(0) = a et y' (0) = v.
Alors, foy admet un extremmum local en 0 €] —¢,e[ qui
est ouvert, donc

0=(fo) (0 =dfy(©) (Y () =df@().

Remarque

R25 — Autrement dit, les vecteurs tangents & X en a extre-
mum local de fix sont dans I’hyperplan vectoriel de
vecteur normal Vf(a).

Théoréeme 6 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,g € €' (%, R) ol % est un ouvert de E, et
X={xe%, gx)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X ef si
dg(a) #0g, alors d f(a) est colinéaire & dg(a).

Démonstration

m Soit d f(a) est nulle et d f(a) =0-dg(a).

m Soit df(a) n'est pas nulle et on prouve que
Ker(d f(a) = Ker(dg(a)). En effet, un résultat du pro-
gramme dit que si deux formes linéaires non nulles
ont méme noyau, elles sont colinéaires.

Comme dg(a) # 0, et avec la propriété précé-
dente, Ker(dg(a)) = T, X = Ker(d f(a)).

Par égalité des dimensions, Kerd f(a) = Kerd g(a),
ce qui conclut.

Terminons avec une extension hors programme, pour la
culture.

Théoréme 7 : HP : multiplicateurs de Lagrange

Soit % ouvert (frés important) et f:% — R différen-
tiable en ae .

Si f présentfe un extremum local en a, alors a est
un point critique de f, c’est-a-dire d f(a) = 0.

Démonstration

Il suffit de revenir aux dérivées partielles.

Propriété 27 : Vecteurs tangents en un extremum lo-
cal

Si f est une fonction numéerique définie surl'ouvert
%, X une partie de %, fix admet un extremum local
en ac€ X et f est différentiable en a, alors

YveT,X, df(a)(v)=0.
Autfrement dit, dans le cas ou E est euclidien,

T,X c Ker(d f(a)) = (Vf(a)*

Soit f,g1,...,gp des fonctions numériques de
classe €' sur I'ouvert % de E et

X={xeu, gi(x)=---=gpx) =0}.

Si fix admet un extremum local en a € X ef si
les formes linéaires d g1 (), ...,d gp(a) sont linéaires inde-
pendantes, alors il existe A1,...,Ap € R tels que

df@=Mdgi(@+--+Apdgpla).

Les réels A1,...,Ap sont appelés multiplicateurs de La-
grange.
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