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Calcul différentiel et optimisation

Extrait du programme officiel :

En premiére année, I'étudiant a rencontré les dérivées partielles d’une fonction numeérique définie sur un ouvert de R2. Les objectifs

de cette section sont les suivants :

— généraliser et approfondir cette étude, en présentant les notions fondamentales de calcul différentiel dans le cadre des es-

paces vectoriels normés de dimension finie sur R.;

— donner une infroduction & la thématique de I'optimisation, en lien avec le théoreme des bornes atteintes du cours de fopolo-

gie.

On souligne le caractére geométrique des notions. En particulier, on exploite la possibilité de se ramener, pour un cerfain nombre
de questions, & des fonctions d’une variable réelle, & travers I’utilisation de la formule donnant la dérivée d’une fonction le long d’un

arc et la notion de vecteur tangent & une partie en un point.

Les fonctions considérées dans cette section sont définies sur un ouvert d’un R-espace vectoriel normé E de dimension finie et &

valeurs dans un R-espace vectoriel normé F de dimension finie.

Le choix d’une base de I'espace d’arrivée permet de se ramener au cas des fonctions & valeurs réelles.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Dérivée de I'application f au point a selon le vecteur v.

Dérivées partielles dans une base.

Notations D, f(a). Dy f.

Notations %(a), 0;f(a).

Lorsqu’une lgose de E est fixée, identification entre f(x) et
f(xly---:xn)-

b) Différentielle

Application différentiable au point a.

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a et dérivable
en a selon fout vecteur.

Différentielle de f en a, encore appelée application linéaire
tangente & f en a. Unicité de la différentielle et relation
df(a)-v=Dyf(a).

Application différentiable sur un ouvert Q. Différentielle sur Q.
Cas particuliers : application constante, application linéaire.
Lien entre différentielle et dérivées partielles.

Cas des fonctions d'une variable : si Q est un infervalle ouvert de
R. la différentiabilité de f en a équivaut a la dérivabilité de f en
a; relation f'(a)=d f(a)-1.

Si 'espace E est euclidien, gradient en a d'une application nu-
mérique différentiable en a. Expression du gradient en base or-
thonormée.

Notation o(h). Développement limité & I'ordre 1.
Lorsque f = (fi,..., fp). f est différentiable en a si et seulement si
toutes les f; le sont.

Notations d f(a).

Notation d f.

Si Q est un ouvert de R” et si f est & valeurs dans R™, la matrice
jacobienne de f en a est la matrice de d f(a) dans les bases co-
nonigques.

Notation Vf(a).

Interprétation géométrique : si Vf(a) # 0, Vf(a) est positivement
colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a
est maximale.

c) Opérations sur les applications différentiables

Différentielle d'une combinaison linéaire d’applications différen-
tiables, de M(fi,..., fp) oU M est multilinéaire et ou fi,..., f, sont
des applications différentiables.

Regle de la chaine : différentielle d’'une composée d’applica-
tions différentiables.

Dérivée le long d’un arc : si y est une application définie sur Iin-
tervalle I de R, dérivable en ¢, si f est différentiable en y (1), alors
(for) () =dfy() -y ().

Interprétation géométrique en termes de tangentes.
Caos particulier fondamental : y(#) = x + tv.
Dérivation de t— f(x1(£),..., xn(1)).
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Dérivées partielles d'une composée d’applications différen-
fiables.
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CAPACITES & COMMENTAIRES

Dérivées partielles de

(U1,eeyum) — fx1(UL, oo Um)y oo Xp (U, ..., Um))-

d) Applications de classe %!
Une application f est dite de classe €1 sur un ouvert Q si elle est
différentiable sur Q et si d f est confinue sur Q.

L'application f est de classe €1 sur Q si et seulement si les dé-
rivées partielles relativement & une base de E existent en tout
point de Q et sont continues sur Q.

Opérations algébriques sur les applications de classe 1.

Si f est une application de classe ¢! de Q dans F, si y est une
application de classe ¢! de [0,1] dans Q, si y(0) = a,y(1) = b, alors :

1
f(b)—f(a)=f0 dfiy() -y (0 de.

Si Q est connexe par arcs, caractérisation des fonctions
constantes sur Q.

La démonstration n’est pas exigible.

Cas particulier y(t) = a+ tv pour tout ¢ € [0,1].

Démonstration pour Q convexe.

e) Vecteurs tangents a une partie d’'un espace normé de dimension finie

Si X est une partie de E et x un point de X, un vecteur v de E
est fangent & X en x s'il existe € >0 et un arc y défini sur1-¢,¢[, &
valeurs dans X, dérivable en 0, tel que y(0) = x,y'(0) = v.

Si g est une fonction numérique définie et de classe € sur I'ou-
vert Qde E, si xe X et dg(x) #0, alors Ty X est €égal au noyau de
dg(x).

Notation Ty X pour I’'ensemble des vecteurs fangents & X en x.
Exemples : sous-espace dffine, sphére d’un espace euclidien,
graphe d’une fonction numérique définie sur un ouvert de R2.

La démonstration de cet énoncé et le théoreme des fonctions
implicites sont hors programme.

Traduction en termes de gradient si E est euclidien, en particulier
pour E =R" muni de sa structure euclidienne canonique.
Exemple : plan tangent & une surface de R3 définie par une
équation.

f) Optimisation : étude au premier ordre

Point critique d’une application différentiable.

Condition nécessaire d’existence d’un extremum local en un
point intérieur.

Si f est une fonction numeérique définie sur I'ouvert Q, si X est une
partie de Q, si la restriction de f & X admet un extremmum local
en x et si f est différentiable en x, alors d f(x) s'annule en fout
vecteur tangent & X en x.

Théoreme d’optimisation sous une contrainte : si f et g sont des
fonctions numériques définies et de classe ¢! sur I'ouvert Q de
E, si X est I'ensemble des zéros de g, si x € Xet dg(x) #0 et si la
restriction de f & X admet un extremum local en x, alors d f(x)
est colinéaire & dg(x).

Exemples de recherches d’extremums globaux.

Si E est euclidien, traduction en termes de gradient.
Exemples de recherches d’extremums sous contrainte.

g) Applications de classe ¢*

Dérivées partielles d’ordre k d’une fonction définie sur un ouvert
de R".

Une application est dite de classe €* sur un ouvert @ de R” si
ses dérivées partielles d’ordre k existent et sont continues sur Q.

Théoreme de Schwarz.

Opérations algébriques sur les applications de classe €*. Com-
position d’applications de classe €*.

k
Notations _or 0;

05,05 i f.
. .7k FARAR ) R /4
éxjk‘..axj1

La notion de différentielle seconde est hors programme.

Démonstration non exigible.

Les démonstrations ne sont pas exigibles.
Exemples simples d’équations aux dérivées partielles du premier
et du second ordre.

h) Optimisation : étude au second ordre

Matrice hessienne en un point d’une fonction de classe €2 sur
un ouvert de R", & valeurs réelles.

Notation Hp(x).
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CONTENUS
Formule de Taylor-Young & I'ordre 2 :

1
FG+h) = [+ VG, )+ 5 (Hp (0 I b + o(lIlhl1?),

_ NP Iy 2
flx+h hzof(x)+Vf(x) h+ Eh Hy(x)h+o(lhl%).

Si f est une fonction de classe €2 sur un ouvert de R” et si f
admet un minimum local en x, alors x est point critique de f et
Hp(x) e #F (R).

Si f est une fonction de classe %2 sur un ouvert de R”, si x est
point critique de f et si H(x) € &, (R), alors f atfeint un minimum
local strict en x.

CAPACITES & COMMENTAIRES

La démonstration n’est pas exigible.

Adaptation au cas d’'un maximum local.

Adaptation au cas d’un maximum local.
Explicitation pour n =2 (frace et déterminant).

Plan du cours
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Dans tout le chapitre, E et F désignent des R-espaces vectoriels normés de dimension finie nulle,  désigne un
ouvert de E.

n DERIVEES PARTIELLES

Dans cette partie, « est un ouvert non vide de RP, ou pe IN*,

Il Compléments sur la continuité des fonctions de variable vectorielle

Définition 1: Application partielle

Soit f:% — R une fonction, a = (ai,...,a,) € %, j € [1,p]. On appelle je¢ application partielle de f en a
I"'application t— f(ay,...,aj-1,t,ajs1,...,ap).

Remarque

R1— Si f:(x1,...,xp) e RP — f(x1,...,xp) € F est une fonction de n variables, la continuité des applications partielles
xi— f(x1,...,xp) (Ies x; pour j # i étant fixés) ne garantit pas celle de f.

Exemple
E1-

Xy
f;(x,y)_.{x2+y2

0 sinon

si (x,) # (0,0)

a des applications partielles x — f(x,0) = 0 et
y— f(0,y) =0 continue en 0, mais est discontinue
en (0,0) car f(x,x) # 0.

Lemme 1 : « de partition »

Soit A une partie de E, f: A— F, By, B, deux parties de A telles que By uB, = A, ac Bin By, (€F.
Si fig, (x) —/ et fip, (%) — 0 alors f(x) —

En particulier, si a€ A, f est continue en a.
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Exemple
E2—
1+ x%)sin
w Si y #0,
f:xy— y
1+x% sinon.

est continue sur R2.

E Dérivées partielles

% est toujours un ouvert de RP.

Remarque
R2 - Le domaine de définition d’une application partielle peut étre compliqué, mais ¢’est foujours un ouvert de
R.

Définition 2 : Dérivées partielles

Soit f:% —R, a=(a,...,ap) €%, j€[1,p]. On appelle je dérivée partielle de f en a, lorsqu’elle existe,

la dérivée de la je application partielle de f en a. On note d; f(a) = %(a) le nombre dérivé en ce point.
]

On appelle je dérivée partielle la fonction définie sur « par a— %(a).
J

Remarque
R3 - Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon tous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule variable x;.

flay,...,aj-1,6,aj41,...,an) = f(ay, ..., an) af

(a).
t—aj i—a; 0x;j

of

R4— En général, p=2 ou 3. Si p =2, par exemple, on note plutdt f(x,y) que f(x;,x2). On notera alors volontiers ax

et Z_f les deux dérivées partielles selon la PREMIERE ou la DEUXIEME variable. En mathématiques, on dérive

selon une position et non « par rapport & une variable », dont le nom n’importe pas.

Exemple
E3—- f:(y,x)— xy2

o 0
Que désigne dans ce cas P ??
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Définition 3 : Vecteur gradient

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en ae 2. On appelle gradient de f en a le vecteur

— orad _(of of ) p
Vf(a)—gradf(a)—(6x1(a),...,axp(a) e R”.

Exemple

E4 — Dérivées partielles en tout point de

R I ol DL

0 sinon

Les application partielles x — f(x,0) et y — f(0,y)
sont-elles continues en 07?

f est-elle continue en (0,0) ?

Remarque

R5— Et donc A |’existence de dérivées partielles n'implique pas la continuité!

Définition 4 : Extension aux fonctions a valeurs vectorielles

Soit « ouvert de R” et f:% — R". On note f=(fi,..., f») : fi estla i® composante de f.
On dit que f admet des dérivées partielles en a €  si chacune des f; admet une dérivée partielle en

a.
On appelle alors je dérivée partielle de f en a le vecteur
9f »-(0h 0fn )
ax] (a) - (ax] (a)y---) ax] (a) -
Exemple

E5 — Dérivées partielles en tout point de

f:(r,0,¢) — (rsinfcos, rsinfsing, rcoso).

Définition 5 : Matrice jacobienne

Soit % ouvertde R? et f: 2 — R". Onnote f = (fi,..., f»). On appelle, lorsque existe, matrice jacobienne
de f en ala matrice
0fi

ax; P

]f(a):( " Eﬂn,p(R)

1

_
NIA
NIN

IJXRP
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Remarque
R6 — Ccefficient (i, j) : dérivée de f; par rapport d x;, dans I'ordre.
R7 — Jyg(a) € Mln,p(R)

Donc si f:RP — R, c’est une matrice ligne : la transposée du gradient (Vf(a))T en confondant n-uplet et
vecteur colonne.

Etsi f: R — R", c’est une matrice colonne. En fait, J¢(a) = f'(a) en confondant foujours n-uplet et vecteur
colonne.

Exemple : Matrice jacobienne de changement de variables
E6 — Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées polaires :

f:(r,0) — (rcos6,rsinf).
E7 — Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées cylindriques :
f:(r,0,2)— (rcosf,rsinb, z).
E8 — Matrice jacobienne du changement de variables en coordonnées sphériques :

f:(r,0,¢) — (rsinfcos, rsinfsing, rcosh).

Fonctions de classe ¢!

Définition 6 : Classe ¢!

Soit f: — R™. On dit que f est de classe €' sur % lorsqu’en tout point de %, les dérivées partielles
de f existent, et que ces dérivées partielles sont continues.
On note €' (%,R™ I'’ensemble de ces fonctions.

Propriété 1 : Equivalence avec les fonctions coordonnées

On note f = (fi,..., fn). Alors f est de classe €' si et seulement si chacune des f; I'est.

Propriété 2 : Structure d’algebre

Pour fout ne N, €' (%,R") est un R-espace vectoriel et €' (%, R) est une R-algébre.

Remarque
R8 — |l suffit donc de travailler sur les fonctions f: % — R.

R9 — On rappelle que I'on note, pour f:E—F, f(h) = N o0 (h) ou f(h) = ) o0 (Il g) lorsque

If g = 2%, (1hle),

autrement dit lorsque

lronly
Ikl h—og
Cela revient aussi & écrire que
f) =lhlgeh)
ou
h OF.
2 h—og

Comme on fravaille en dimension finie, n‘importent quelles normes conviennent.
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Théoréeme 1:DL,;

Soit f: % — R de classe €' et ae . Pour tout he R” tel que a+he %,

_ Of yiern, oL _
flat =@+ g (@t by @+ o (k) = f(@)+(Vf@]h)+ o dhb.

en ufilisant le produit scalaire canonique sur R”,

Démonstration

Admis provisoirement,

Corollaire 1: ¢! = continue

Une fonction de classe €' est continue.

Exercice 1: CCINP 33
On pose : V (x,y) € R?\{(0,0)}, f(x,y) =

f©0,0=0.
1. Démontrer que f est continue sur R2.

2. Démontrer que f admet des dérivées partielles
en tout point de R2.

3. f est-elle de classe C! sur R ? Justifier.

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I'ouvert R2\ {(0,0)}.

On considére la norme euclidienne sur R? définie par V (x, y) e R2, [1(x, )iz = /x2 + y2.
OnaV(x,y eR?, x| <Ix Yz et 1yl <l p)lla.

llx, Y)ll2)?
iy (e la)”

On en déduit que V (x, y) € R2\ {(0,0)}, | f(x, ) — £(0,0)| = <
Que ¥ (x, ) € RO, 1716 1) = S O.01= {000 S TG il y—00)
On en déduit que f est continue en (0,0).

Ainsi f est continue sur R2,

2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout
point de I'ouvert R2\ {(0,0)}.
En (0,0) : % (f(£,00- f(0,0)) Py 0, donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport a sa premiéere variable

et ﬂ(0,0) =0.
0x

De méme, %(f(o, nH-f0,0) ﬁ 0. Donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport & sa seconde

variable et ﬂ(o,O) =0.
oy

5 . .0 0 ) ]
3. D’aprés le cours, f est de classe C! sur R? si et seulement si % et % existent et sont continues sur B2, Or,

y3

2 of
Y (x,y) € R“\{(0,0)}, Ax (x,y) = o
g (x2+y2)2
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of 1 of 1 of
n remar v , L (x,x)= —. Donc, =L (x,x) —— —— # -2(0,0).
On remarque que V x>0 6x(xx) o onc ax(xx) — 2\/E;aéax(OO)
On en déduit que g n'est pas continue en (0,0). Donc f n’est pas de classe C! sur 2.

Exercice 2: CCINP 52
Soit @ € R. On considére I'application définie sur R?
4
y .
———— , 0,0
par f(x,y) =4 Z+y2—xy si (x,y) #(0,0)
@ si (x,y) = (0,0).

1
1. Prouver que : V(x,y) e R?, x® + y?> —xy > E(x2 +y%).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f
est bien r?.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur
R2.
3. Dans cette question, on suppose que a =0.
(a) Justifier I'existence de o et o sur
0x oy
R2\{(0,0)} et les calculer.

(b) Justifier I'existence de gf (0,0) et g—];(0,0) et

X
donner leur valeur.
(c) f est-elle de classe ¢! sur k> ?

, 1 1 1
1. Soit (1,) €. 2 +y2 —xy =S (247 = S (P +yP ~2xy) = 5 (x-y)* >0,
1
Donc x%2+y2 —xy> 5(x2+y2).
2. (a) Soit (x,y) € R2.
D'aprés 1., 2 +y? —xy=0= x*+y’=0=x=y=0.
Ainsi, f est définie sur B2,
(b) D’apres les théorémes généraux, f est continue sur R\ {(0,0)}.
2y4 2(x2 +y2)2
x2+y2 T xZ4y?

D’apres 1., pour (x,y) # (0,0),0< f(x,y) <

Ainsi, 0< f(x, ) <2(x2+y%) — 0.

flxy 4 (x,)—(0,0)

Or: f est continue en (0,0) < f(x,y) —  f(0,0)=a.
(x,)—(0,0)

Donc : f est continue en (0,0) < a =0.
Conclusion : f est continue sur R? < a =0.

3. (0) D’apres les théorémes généraux, f est de classe € sur R\ {(0,0)}.

of -y42x-y) of 2y° —3xyt +4x2y8
2 — —
V6 ) €RZ{0,00}, = (x,y) = Zry—ay? t oy BN = Zryi—ap?

f(x,O)—f(0,0): of of

(b) Pour fout x #0, 0 — 0, donc —(0,0) existe et —(0,0) =0.
x-0 x—0 0x 0x
Pour tout y #0, J0.9=70.0 =y — 0,donc Q(O,O) existe et Q(O,O) =0.
y-0 y—0 oy oy
0 0
(c) Pour montrer que f est de classe €' sur R?, montrons que a—i et % sont continues sur k2,

Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0,0).

Y (x,y) eR?\ {(0,0)}, on note r=1/x2+y2. On a alors |x| < r et [yl < r.
De plus, (x,y) — (0,0) <= r — 0.

D’apreés 1. et I'inégalité triangulaire,

Of yp-L tex-p| _, rter+n

—(x,y)-==00,0))<4 <4 — 127 — 0.

'6;5 (x J’) ax( )’ (x2+y2)2 A Tr_>0

of of |2y5—3xy4+4x2y3| 275 +375 4475

o A= s <4 =367 — 0.
'ay (x,y) ay( )’ 02 1 y2)2 ; r—
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0 0
Donc % et 6—]; sont continues en (0,0) et par suite sur k2.

Ainsi, f est de classe ¢! sur B2,

oY
\
’
|

Propriété 3 : Regle de la chaine

Soient %,V deux ouverts respectifs de RP ef R" et ae %. Soient

U — ¥

(xly--'rxp) —_ (fl(xlr-uyxp)y--'rfn(xl)---;xp))

et
v — R

(yl,---,Yn) — g(J/l»,J/n)

deux fonctions de classe €'. Alors go f = go(fi,..., f») €st de classe €' et pour j e [1,p].

a(gof) L 0g 0fr
——(a) = —(f(a ))—( )
0x; kglay /e

Démonstration

Admis provisoirement,

Exercice 3 : Changement de variable et gradient en polaire
Soit 2% =R?\{(0,0)}, V =10, +oo[xR, fe € (%,R),

14 — R

(r,0) — f(rcos6,rsinf)

ii(0) = (cos0,sin0) et v(0) = i’ (0).
1. Montrer que g est de classe €' sur V.

2. Si(r,0) e V, on note x = r cosO et y = rsinf. Exprimer les dérivées partielles de g en (r,0) en fonction des dérivées
partielles de f en (x, y).

of of

3. Exprimer le gradient (a (x, ), 3y (x,y)| dans la base (ii(0), 7(0)) en fonction des dérivées partielles de g en (r,0).

1. Facile.
98, 6) = cos0 L inodf 98 . o) = —rsing L oy

2. (r,G)—cosﬂax(x,y)+sm06y(x,y). et ag(r,@)— rsm@ax(x,y)+rcos@ay(x,y).
af of ) a l1og

3. (6 C (x ¥) r(r,G)u(0)+ ~ 59 1O70).

Cas particulier 1: important - dérivée le long d’un arc

Siy:R—R3 et f:R3— R sont de classe €', en notant, pour te R, y(t) = (x(1), y(1), z(1)),

(foy)' (1) =x"(2) f(Y(t))+y(t) f(Y(t))+Z (1) f(}’(t))
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Corollaire 2 : Régle de la chaine vectorielle

Soient %,V deux ouverts respectifs de R” et R" et ae %. Soient f:u — Vv et g: ¥V — R9 deux fonctions
de classe €. Alors go f est de classe €' et pour je[1,p] et £€[1,q].
0fi

0(geof) ~_0(gefle = (- 08 Ofk
Fr (a) = o, (a)—k;ayk(f(a))axj(a)

En particulier,
Jgor(@) = Jg(f(@)]f(a).

Exercice 4: Calculer les dérivées partielles de 7: (x,y) — g(x+ y,xy) par la régle de la chaine puis par les matrices

jacobiennes.

Exercice 5: Calculer la dérivée de g: t— f(tay,...,tay) ou fe €' (RP,R) et a=(ay,...,an) € RP.

H Fonctions de classe ¢*

Définition 7 : Dérivées partielles d’ordre supérieur

. L. . .. .0 .
Soit 2 ouvert de RP, f:% — R". On appelle dérivée partielle d’ordre k e IN*, une dérivée a—(e ou ¢ est

2
une dérivée partielle d’ordre k-1 de f. Les dérivées partielles d’ordre k sont de la forme

o G o (g )
axik axik—l axiz ax,-l

=6ik ,,,,, af ou iy,...,ir € [[l,p]].

0
axik e ~6x,‘1

Définition 8 : Classe ¢*

Soit ke N*, % ouvert de R”, f: % — R". On dit que f est de classe ¢* si foutes ses dérivées partielles
d’ordre k existent et sont continues.
On dit que f est de classe ¢ si elle est de classe €* pour tout ke N,

Propriété 4 : Caractérisation par les applications coordonnées

On note f = (fi,..., fn), ke INU{+oo}. Alors f est de classe € si et seulement si chacune des f; I'est.

Théoréme 2 : de Schwarz

Soit % ouvert de R”, f:9 — RP de classe €2. Alors, pour tout i,j € [1,p] tel que i # j,

0°f  0*f

axiaxj B 0xj6x,- '

notées

Démonstration

Non exigible. [
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Exercice 6 : CCINP 57

1. Soit f une fonction de R? dans R.
(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la
définition de la continuité de f en (0,0).
(b) Donner la définition de « f différentiable en
(0,0) ».
2. On considére I'application définie sur k2 par

2 2

T
fle,y= yx2+y2
0 si(x,y) = (0,0)

si (x,y) # (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R?.
(b) Montrer que f est de classe €' sur R?.

1. (Q) f estcontinue en (0,0) = VYe>0,3a>0/V(x,y) eRZ, |(x, )] <a=|f(x,y) - f(0,0)| <e&.
|- désigne une norme quelcongue sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace
de dimension finie) .

(b) f est différentiable en (0,0) < 3L e £, (R?R)/ Au voisinage de (0,0), f(x,y) = f(0,0) + L(x, y) + o(ll (x, ) ).

Remarque : Comme R? est de dimension finie, si Le £(®R%,R) alors Le Ly R%,R).

2. On notera ||| la norme euclidienne usuelle sur R2,
On remarque que Y (x,y) € R?, x| < l(x, »)Il et [yl < Il Il ().

(@) (x,p) — x2+y2 et (x,3) — xy(x?-y?) sont continues sur R2\{(0,0)} et (x, y) — x2+y? ne s’annule pas sur R2\{(0,0)}
donc, f est continue sur R2\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :

On a, en ufilisant (x) et I'inégalité triangulaire, |f(x, y) — £(0,0)| = <lxlIyl < Il 112

xy 2+ 5
Donc f est continue en (0,0).

(b) f estde classe ¢! sur R? si et seulement si % et % existent sur R? et sont continues sur R2.
f admet des dérivées partielles sur R2\{(0,0)} et elles sont continues sur R2\{(0,0)}.

of _x5—4x3y2—xy4

of x4y+4xzy3—y5
- - eT a(x,y) = (xz +y2)2 . (* *)

2 —_ —_— =
De plus, V (x,y) € R= —{(0,0)}, ax (x,) 2177
Existence des dérivées partielles en (0,0) :

vxerr, [EOSO0 _ o gone [EOSO0 o donc ¥ (0,0) existe et XL (0,0) =
x—»
a FO-f0,0) _ f0,9-£(0,0 of of -
De méme, VyeR*, ===~ =0, donc ——5——— ﬁo' donc 3y 00 existe et 3y 0,0 =

Conftinuité des dérivées partielles en (0,0) :

D’aprés (x) et (xx), V(x,y)ele \{(0,0)},

af ’ 6l1Cx, )I° ' 6|I(x,y)ll5

(5, )| < =2 =6l(x, Yl et | == (x,1)| < ——=— =6l (x, Y.
ox };f TEIE ﬁf y I,y afy
Donc a5 (6 ) —— +(0,0) et (x y) o0 0= W(O’O)'

Donc % et % sont continues en (0,0).

Conclusion : % et % existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C! sur r?.

Exercice 7 : Contre-exemple au théoréme de Schwarz : avec la fonction de I'exercice précédent (due a Péano) :

o*f o*f
calculer 6_(0 ,0) et —(0 0). Qu’en conclut-on?

On trouve, en colculan‘r les applications partielles, ou en prenant directement les taux d’accroissements, —1 et
1. On en déduit que f n’est pas de classe €2.
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Propriété 5 : Opérations sur les fonctions de classe ¢*

Soit ke N U {+o0}.

() Toute combinaison linéaire, toute composée, tfout produit, tout quotient de fonctions de classe €*
I’'est encore.

(i) SiM:R™ x-.-xR™Mi —R" est g-linéaire, fi : % —R™,..., f,: % —R™ de classe €* alors M(fi,..., f;) est
de classe €*.

(iih Toute fonction polynomiale & n variables est de classe € sur R".

(iv) Toute fonction rationnelle (quotient de fonctions polynomiales) est de classe € sur son domaine
de définition.

Démonstration

Non exigible. [

H Matrice hessienne et DL,

Définition 9 : Matrice hessienne

Soit f:9% — R ou % est un ouvert de R?. On appelle, lorsqu’elle existe, matrice hessienne de fen xe %
la matrice
62f

axiaxj

Hy(x)=(01,j) < i< =( € MpR).

(x))
1<i,j<p

Remarque

R10 - Le théoréme de Schwarz assure que si f est de classe €2 sur %, pour fout x € %, Hy(x) e #pR).

Théoréme 3 : DL, : formule de Taylor-Young & 'ordre 2

Soit @ est un ouvert de RP, f:u — R de classe €2, acu et he R tel que a+ h reste dans % lorsque
h—0.

En confondant RP et .4, (R), et en ufilisant le produit scalaire canonique sur RP, on a
ﬂa+m=fmy%Vﬂmpﬂ+1&{mmM)+o (17112)
2 f h—0
fm+h)=fmy+Vﬂaﬂh+%hTHﬂmh+hoOth)

Démonstration

Non exigible. [

Remarque
R11 - Se récrit, en posant h = (hy,..., hp),

P 1
flas=f@+Y hoif@+5 Y hih;d;jf@+ o (Inl?).
i=1 1<i,j<p hi=0
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m APPLICATIONS

1) Equations aux dérivées partielles

Exemple : Quelques exemples fondamentaux
E9 — Résoudre %(x, y) =0 dans €1 @, R) ol % = R? puis R?\ {(0,0)} puis R\ B'(0,1).

E10 - Résoudre g(x,y) = g(x) dans €' (R?,R) ol he €(R).
E11 - Résoudre %(x,y) =g(y) dans ¢! (R%,R) ol he €(R).

. 02
E12 - Résoudre 6—]20(x, y) =0 dans €% (R?, R).
X

) o’f B PP
E13 — Résoudre ax0y (x,y) =0 dans €= (R-,R).
Méthode 1

m Savoir résoudre les EDP fondamentales auxquelles on se raméne systématiquement :
of _ of _ of _
ox (x,)=0 ox (x,y) =g ox (x,y) =81
*f *f
@(x,y)—o axay(x,y)—O

m Dans la pratique, on s’y raméne via un changement de variables (u, v) = ¢(x, y), en écrivant f(x,y) = g(u,v) et
en remplagant soit (x,y) en fonction de (u, v), soit (1, v) en fonction de (x,y).

® La changement de variable doit étre bijectif, entre deux ouverts et suffisamment régulier (classe €' ou €2
suivant I'ordre de I'équation.)

m S’iln"est pas donné, il doit étre affine ou polaire.

m Appliquer la regle de la chaine (ou utiliser des matrices jacobiennes) pour exprimer les dérivées de f en
fonction de celle de g ou I'inverse, et simpilifier I'EDP.

Exercice 8:Résoudre
Zﬂ(x )—g(x )=0
ax Y ay Y=
sur ¢! (R?) & I'aide du changement de variable (1, v) = ¢(x, ) = (x + , x +2y), en vérifiant que ¢ est une
bijection de R? sur R2.
La matrice du changement de variable est inversible.
Solutions : f: (x,y) — g(x+2y) ol ge € (R).

Exercice 9 : Soient a,b < R. Résoudre

of of _
ass (x,y)+bay(x,y) =0

sur ¢! (R?) a I'aide d’'un changement de variable affine.
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Exercice 10 : Résoudre I'équation des cordes vibrantes

% f 1 8%f
a2 WD @ gz =0

sur €2 (R?).

Exercice 11 : Coordonnées polaires

Soit 7 =10, +oc0[x ]—g, g[ et ¢ : 7 — R? défini par ¢(r,0) = (r cosd, rsinf).
Déterminer un ouvert % de RR? tel que ¢ soit une bijection de 7 sur %.

Résoudre
af(x )—xaf(x )=0
Yox oY dy V=
sur €@, R).
% =RE xR.

Solutions : (x,y) — g (x* +y?) ol ge €' (R).

Exercice 12: A I'aide du changement de variable (u, v) = [x, %) résoudre sur €% (R} x R),

aZf aZf aZf

2 2

—_— 2 —_— =0
X P) 2(x,y)+ xva 5 (x,y)+y P Z(X,V)

y

Solutions : (x, y) »—»xg(;) +h(£) ou g, he €2(RY).

E Optimisation : recherche d’extremums

Ici, toutes les fonctions sont & valeurs dans R.
On notera plutdt n la dimension au départ : % désigne un ouvert de R”.

n Extremums libres

Définition 10 : Extremum

Soit A une partfie de R”, ac A, f: A—R.

(i) On dit que f présente en a un maximum (respectivement minimum) local s’il existe ¥ voisinage de
a dans A tel que pour tout xe 7, f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)).
Il est strict lorsque, Vxe ¥ \{a}, ., f(x) < f(a) (respectivement f(x) > f(a)).

(i) On dit que f présente un maximum (respectivement minimum) global si cette inégalité est en fait
valable pour tout x € A.

Définition 11 : Point critique

Soit f: % — R admettant des dérivées partielles en ae %.

Lorsque Vf(a) =0, c'est-a-dire Vie [1,n], %(a) =0, on ditf que a est un point critique de f.

i

Comme en dimension 1, une condition nécessaire d’extremum local est liée & I’annulation du terme d’ordre 1 dans
le développement limité, donc du gradient.
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Propriété 6 : Condition nécessaire d’extremum local & I'ordre 1

On suppose que
H1 % ouvert (fres important!) de R".
H2 acu tel que f:% — R admettant des dérivées partielles en a.
H3 f présente un extremum local en a.

Alors

C1 a est un point critique de f.

La réciproque est fausse, et un contre-exemple est appelé point selle ou point col.

Démonstration

I suffit d"appliquer, pour tout i, la propriété connue & la fonction numérique ¢ — f(ay,...,,a;_1,t,aj41,...,an) QUi
admet un extremum en a;.

Exemple

E14 -
iy —x*-y*
présente un point selle en (0,0).
La surface porte le doux nom de paraboloide hy-
perbolique.

Le seul point critique est (0,0) et f(x,0) >0, f(0,y) <O0.

Le développement limité & I'ordre 2 permet de conditionner le fait d’avoir un minimum ou un maximum local (donc
un signe constant pour f(a+ h) — f(a)) au signe du terme d’ordre 2.

Propriété 7 : Condition nécessaire de minimum local a I'ordre 2

On suppose que
H1 % ouvert (trés important!) de R"
H2 acu et fe€*(U,R).
H3 f présente un minimum local en a
alors

C1 a estun point critique de f.
C2 Hy(a) e & (R).

Si ¢c’est un maximum local en a, alors —Hy(a) € %, (R) (ie Hy(a) est symétrique « négative », ses valeurs
propres sont foutes dans R™).

Démonstration

En effet, on a déja vu que a est un point critique et le DL, s’écrit

1
_ T 2
f(a+h)—f(a)+2h Hf(a)h+h30(||h|| )
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donc
hTH¢(a)h ~ fla+h) - f(a) >0
donc si h suffisamment petit, kT Hy(a)h > 0.
Puis, pour fout x € R”, avec n suffisamsnment grand, (%)T Hf(a)g = %x"’ Hf(a)x >0 donc xT Hp(a)x >0 et finalement
Hp(a) € S5 (R).

Si jamais, de plus, les fermes d’ordre 2 du développement limité ne sont pas nuls, on obtient un équivalent pour
fla+h)— f(a) ayant le méme signe, ce qui permet de formuler une condition suffisante.

Propriété 8 : Condition suffisante d’extremum local & I'ordre 2

On suppose que
H1 % ouvert (fres important!) de R".
H2 acu et fe€*(U,R).
H3 a est un point critique de f.
H4 Hi(a)e 7+ (R)
(respectivement —Hy(a) € &, * (R))
alors

C1 f atfeint un minimum (respectivement maximum) local strict en a.

Démonstration

Conséqguence du DL, de nouveau.

Corollaire 3 : Discussion sur le spectre

Sia ouvert, f € €*(U,R) et ae % point critique de f.
m SiSp(Hf(a) c R}, f atteint en a un minimum local.
m SiSp(Hy(a) cR*, f atteint en a un maximum local.
u Si Hy(a) possede des valeurs propres non nulles de signes opposes, a est un point selle.

ros
Hy(a) =
s t

N *f *f s O f
ours= @(a), s= axay(a) = m(‘” (théoréme de Schwarz), ¢ = W(a)'

On suppose que a est un point critique. On a det[Hf(a)) =rt—s% (égal produit de ses deux valeurs propres réelles) et

Si n =2 (fonction de 2 variables), on note

tr(Hf(a)J =r+1t (égal & leur somme).
1. Sirt—s?>0, les deux valeurs propres de Hy(a) ont méme signe et sont non nulles : f présente en a un extremum
local strict.

(o) Sir+t>o0alors He(a) e ;" (R) et f présente un minimum local strict en a.
(b) Sir+r<o0alors —Hr(a) e &, (R) ef f présente un maximum local strict en a.

2. Sirt—s? <0, les deux valeurs propres de Hp(a) ont des signes opposés et sont non nulles.

Dans ce cas, f présente en a un point col : dans les directions propres, on a respectivement un minimum et un
maximum local.

3. Sirt-s*=0, on ne peut rien conclure en général.
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() Soit f: — R admettant des dérivées partielles sur 2. Pour déterminer des extremums locaux de f on cherche

ses points critiques.

Si f est de classe €2, on peut s'intéresser & la Hessienne aux points critiques qui permet de conclure lorsqu’elle

est inversible (voir la remarque précédente pour n=2.)

Sinon, pour un point critique a, on étudie f(a+ h) — f(a) pour h proche de 0. Comme a est un point critique, les

termes obtenus dans la différence sont au moins d’ordre 2.

(i) Si 2 n’est pas un ouvert, on le décompose en son intérieur (ouvert) et son bord. Sur le bord, on étudie « a la

main », en général & I'aide d’un paramétrage du bord.

(i) Si f:K— TR ou K est un compact, on est assuré de I'existence d’un minimum et d’un maximum globaux. On

les cherche comme dans la méthode précédente.

Exercice 13 : Déterminer les extr?mums de

f:(x,y)ER2—>y2—x2+x?.

On est sur un ouvert avec une fonction €2.
On tfrouve trois points critiques : (+1,0) et (0,0).

-2 0
Hp(0,0) = ( ) admet des valeurs propres de
0o 2

signe opposé donc f présente en (0,0) un point selle
(se retrouve en regardant f(x,0) et f(0,y).)

4 0
Hp(£1,0) = ( ) ey2++(lR) . fprésente en (+1,0) un
0o 2
minimum local strict. On remarque en fait que

4 1 2_12
(x,y)— f(£1,0) = 2—x2+x_+_= 2+(x ] >0
v Y 23 Y 2

donc le minimum est global.

Exercice 14 : CCINP 56

300 1
200 7
100

—100
—200

-300 7 ﬁ/

S F N W A U oo o o®

Soit f la fonction définie sur R? par : V(x,y) € B2, f(x,y) =2x3 +6xy—3y% +2.
1. f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.

2. f admet-elle des exirema globaux sur R? ? Justifier.
3. On pose K = [0,1] x [0,1]. Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

1. f est de classe C? sur R? et R? est un ouvert.

Déterminons les points critiques de f sur R2.
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Onavxyer?, Lix,y) =6x2+6y et f(xy) 6x-6Y.

6x2+6y
6x—6y

Donc f admet 2 points critiques sur R? : (0,0) et (-1,-1).
Donc si f admet un extremum en a alors a = (0,0) ou a=(-1,-1).

x=0 et y=0
0 { x(x+1) 0
g

0

Il
=

y

2 2 2 2
Ona: vy er?, Ly =12z, aaxgy x,9) = aaygx (x,7) =6 et %(x,y) ==

Etudions la matrice hessienne de f en (0,0).
Notons H; = H{((0,0)) la matrice hessienne de f en (0,0).

( %L 0.0 aax({y(o 0)) (0 6 )
i ’r
5200 3500) |6 -6

detH; = —36 < 0, donc H; admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement
négative.

Donc f n‘admet pas d’extremum local en (0,0).

Etudions la matrice hessienne de f en (-1,-1).

Notons Hy = Hp((-1,-1) la matrice hessienne de f en (-1,-1).

af(l 1 5({(11) -12 6
Hy=| 3¢ Pf =
s LD E(-1-D 6 -6
detHy =12x6-36=36>0 et tr(H) =18 <0, donc Hy admet deux valeurs propres strictement négatives.

Donc f admet en (-1,1) un maximum local qui vaut f(-1,-1) =

Conclusion : f admet uniqguement un maximum local atteint en (-1,-1) et n"admet pas de minimum local.
2. f(x,00=2x3+2
X—+00

+oo et f(x,0)=2x3+2 -

—— donc f n‘admet pas d’extrema globaux sur B2,

3. K est un produit de compacts de R? donc est un compact.
Or f est continue sur K, donc f est bornée sur K et atteint ses bornes.
Donc f admet un maximum global sur K et afteint ce maximum.

Si f afteint ce maximum en a € K, qui est un ouvert, alors a est un point critique. Or, les deux seuls points
critiques de f n’appartiennent pas & K. Donc f atteint son maximum en un point a du bord FrK de K.
On pose

L1 ={x,0),x€[0,1} Ly={1,)),y€l01]} L3={x1),x€[0,1]} Ls={0,)),yel0,1]}
Onaalors FrK=LiULyUL3U Ly.

Etude de fsur L, g :x— f(x,0) =2x3+2 est croissante sur [0,1].

Donc sup gi(x)=g1(1)=
x€[0,1]

Etudede fsurly, g:y— f(1,y) =4+6y—3y% Yye[0,1], g,(y) =6-6y >0 donc g est croissante sur [0,1]. Donc

Sup gz (x)=g2(1)=
yelo,1

Etude de f sur L3 g3:x— f(x,1) =2x3+6x—1 est croissante sur [0,1].Donc sup g3(x) =g3(1)=7
x€[0,1]

Etude de fsur Ly gi:y— f(0,) = -3y +2 est décroissante sur [0,1].doNC sup ga(y) = g4(0) =
yelo,1]

Conclusion : On en déduit que f admet 7 comme maximum global sur K et que ce maximum est afteint en
(1,1).

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 19 SUR 36



y LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION ?%

E].
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I 1}_1*
it

[CIFE

H Extremums liés

On cherche désormais les extremums de f: % — R non pas sur % entier, mais sur I’'ensemble des points annulant une
certaine fonction numérique g€ €' @, R).
Une premiére approche pour calculer I(n%nof(x) consiste & paramétrer I'ensemble X = {xe %, g(x) =0}, c’est-a-dire
g(x)=

frouver une fonction re I — (x1(2),...,x,(2)) dont X est I'image. On est alors ramené & un probleme & une seule variable
que l'on sait résoudre : calculer

min f(x1(2),..., xx(1)).

el

Une seconde approche consiste a fransformer la contrainte g(xi,...,x,) =0 en une ou plusieurs expressions de la
forme x, =@ (x1,...,xn-1) (le théoréme hors-programme des fonctions implicites nous assure la possibilité de le faire au
voisinage d'un point tel que Vg(x) # 0rn...) puis & calculer

min flxn, o Xn—1,9 (x1,..., Xp-1))
X100y Xp—1) €U’

ou %' est & préciser avec les techniques précédentes.

Exercice 15 : Déterminer de deux maniéres différentes jmin_xy
xc+y-=1

En bleu :

\\
2= fey 2
En orange : Li- __ﬁ_g_%; s
gx,»)=0 &r—d”g'/g',g '? 0.00

/ —0.25

En rouge : 3 E -0.50
= it %%Fﬁ_,ﬂ__ﬁ,.ﬂJ:;

~1.06-0.75:0.56-0.250.00 0.25 0.500.75 1.00

1.00
0.75
0.50

0.25

Premiére méthode Ici, X = {(x,y), x*> + y* = 1} est le cercle unité. On peut le paramétrer avec x = cost et y = sin t pour
teR (OU]-m,7] OU...)

sin2t L 1 , s V2
Alors xy =costsint = T admet comme minimum . atteint par exemple pour ¢ = =7 donc pour x = Y

ety= 2
y=—-
Deuxiéme méthode On cherche des équations implicites pour X : y = +v/1-x2 pour x€ [0,1].
. . I R - 1 1)2
Pour des raisons de signe, pour minimiser xy sur X, il suffit de minimiser —xv/1-x2 = —v/x2 - x4 = - i (x2 = 5)
- 1 . 1 2 2 -
sur [0, 1]. Le minimum est =5 atteint lorsque x? = 5 donc x = \/7— ety=-v1-x2= —%. On trouve que le minimum
1
vaut ——.
2

Malheureusement, en général, il n"est pas aqisé de trouver un paramétrage de X ou de remplacer la contrainte
implicite g(x1,...,x,) =0 en contrainte explicite x, = ¢ (x1,...,Xp-1)...
On dispose au programme d’un outil permettant d’étudier ce probléme.

Théoreme 4 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,ge €' (%, R) ot u est un ouvert de R", et X = {xe ¥, g(x)=0}.
Si fix admet un extremum local en a€ X et siVg(a) # Orn, Alors V f(a) est colinéaire & Vg(a).

Démonstration

Admis provisoirement.

Un scalaire A€ R tel que Vf(a) = AVg(a) est appelé multiplicateur de Lagrange.
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Ceftte condition étant seulement nécessaire, la résolution d’un probléme d’optimisation sous contrainte s’accom-
pagne en général d’une recherche de point critique (sur un ouvert, bien sar) suivi d’une étude locale, ou d’un argument
de compacité.

Exercice 16: Déterminer de nouveau min xy
x2+y?=1
Ona f:(x,y) —xyetg:(x,y)—x*>+y*>—1de classe €' sur l'ouvert R?, X = {(x,y), x> +y* =1}
Comme X est compact (fermé borné en dimension finie) et f est continue, on est assuré de I'existence d’un
minimum global de f sur X en (xg, yp) € X (et aussi d’un maximum global).
De plus, Vg(xo, y0) = (2x0,2y0) # (0,0). Par le théoreme précédent, on a 1€ R tel que

V £ (x0,¥0) = (¥0,%0) = AVg(x0, yo) = (2Ax0,2A¥0)

Donc y =2Axg = 2A(2Ayp) = 4A%yp.
n . 5 1
Si yo =0, alors xg =21y9 =0 mais (0,0) ¢ X. C'est donc que A= 5 et (x0,y0) = (£¥0,y0) € X.
On trouve alors le minimum et le maximum globaux de f sur X (qui existent bien fous les deux) atteints en

2

1
,— | et valant +=.
2 2

Exercice 17 : (Oral CCINP) Montrer que f: (x,y) — 4x° + 12xy — y> admet un minimum et un maximum sur
€ ={(x,y) e R?, x> +y? =13} et les déterminer.

f est continue sur le compact € dont y est bornée et atteint ses bornes.
Soit g: (x,y)— x* +y3—13. Alors V(g) : (x, y) — (2x,2y) ne s‘annule qu’en (0,0) ¢ €.
Des coordonnées du minimum et du maximum globaux vérifient alors

(x,y)€€etVf(x,y)=AVg(x,y)

donc
x2+y2 =13
4x+6y =Ax
6x-y =Ay
soit
x2+y2 =13
= %5ix
x =1y
A-4A+1 . .
Nomx:L——grilxeTmmnmex¢0@monx:y:Oceqmeﬁemﬂm,
A-4)A+1)=12-31-4=36
donc

A2-31-40=(1+5)(1—-8) =0.

Pour 1= -5, On obtient y = %Sx puis |1+ z x2=13 donc x=+2 et y=F3.
On calcule f(2,-3) = f(-2,3) =16 -72—-9 = —65.

Pour 1 =8, On obtient y = gx puis (1 + g) x?>=13 donc x=+3 et y =43,
On calcule f(3,2) = f(-3,-2) =36+72—4=104.

Finalement, m(gxf:f(S,Z) =f(-3,-2)=104 |et n%nf:f(z,—S) = f(-2,3) = —65.

Exercice 18: En étudiant I'application f: (xj,...,x;) — x1 -+ Xp SUr Cs={(x1,...,xn) € R?, x1 +---+xp, = s}, retrouver
'inégalité arithmético-géométrique.

f est continue sur le compact C; dont y est bornée et atteint ses bornes.

Soit g: (x,)— x1 +-++ x5, —s. AlOrs V(g) : (x1,...,x) — 1 ne s‘annule pas.

Des coordonnées du minimum et du maximum globaux vérifient alors

(X1,...,xp) €€ etVf(xy,...,xn) = AV(x1,...,Xp)
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donc
X1+t Xxpn =S
vie[l,n], [Tx; =2
j#i
Onaalors Axy =---= Axy.
Soit A =0 et au moins I'un des x; est nul, donc f(xy,...,x,) =0:n(1:inf.
s

n 0 q 0 ~ 0 S

Soit 1 =0 et c’est le maximum de f qui va étre atteint. As=A(x; +--- + x,) = nAx; et donc tous les x; valent o On
S S s\n
a alors f(nn) (n) .

Ainsi, pour tout (x1,...,x,) € RN,
x1+...xn n
PP bk )
n

donc

Il s’agit de I'inégalité arithmético-géométrique.

m DIFFERENTIELLE

Il Différentielle en un point

Rappel : si I estintervalle de R, f: I — F est dérivable en a € I si ef seulement si f admet un développement limité a
I‘ordre 1 en a si et seulement si on a un vecteur be F tel que

fla+h) =fa@+hb+ o (h)
h—0R

(et, dans ce cas, b= f'(a)).
Nous allons généraliser cette idée aux fonctions définies sur une espace vectoriel normé de dimension finie E.

Définition 12 : Application différentiable en un point

Soit f définie surun ouvert % de E, & valeurs dans F. Soit a un point de 2. On dit que f est différentiable
en a lorsgu’il existe une application linéaire ¢, de E dans F telle que, au voisinage de 0g,

fla+h)=fla)+,(h)+ o (h)
h—0g

Ou encore, au voisinage de a,
fO=fl@+lox-a)+ o (x-a).

Lorsqu’elle existe, I'application ¢, est unique et appelée différentielle de f au point a ou encore ap-
plication linéaire tangente & f en a, notée d f(a) e £(E,F). On a donc

f(a+h)=f(a)+df(a)(h)+ho0 (h)
—VE

Remarque

— X(E,F) iep 2 .
R12 - Lorsque cela a du sens, on définit donc une application d f : appelée différentielle de f.
a — df(a
R13 — On note parfois d f(a) - h au lieu de d f(a) (h).

R14 — L'unicité vient du

Sipe £ (E,F) est telle que ¢(h) = ho 0(h), alors ¢ est I'application nulle.
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Démonstration

@(h) =kl e(h) avec &(h)

0F.
h—og

Alors pour tout xe E, te R, tgp(x) = p(tx) = ¢ xl e(tx) donc ¢(x) = || x|l e(£x) P 0.
Donc pour fout x€ E, ¢(x) = 0.

Propriété 9 : différentiable = continue

Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Démonstration

Par continuité de I'application linéaire en dimension finie (celle de E suffit) d f(a), en passant & la limite dans le
développement limité, f(a+h) - f(a) Of.

h—0g

E Cas particuliers

Propriété 10 : Cas d’une fonction d’une variable réelle

Dans le cas d’une fonction f:1— F, f est dérivable en a si et seulement si elle est différentiable en a.
Dans ce cas, df(a): h— hf'(a) et en particulier f'(a) =d f(a)(1).

Démonstration

f est dérivable en a si et seulement s’il existe be F tel que f(a+h) = f(a) + hb+o (h) si et seulement si f est différen-

tiable en a car h— hb est linéaire.
Le cas échéant, d f(a): h— hb= hf'(a).

Propriété 11 : Cas d’une fonction constante

Si f: < E — F est constante, elle est différentiable en fout point de % et pour tout a€ %, d f(a) =04 ).

Démonstration

fla+h) = f(a)+0F+0p Qvec h— 0f linéaire et 0 = o (h).Donc f est différentiable en a et d f(a) =04 g k).

Propriété 12 : Cas d’une fonction linéaire

Si f:% < E — F est la restriction & % d’une application linéaire ¢ € £ (E, F), elle est différentiable en tout
point de % et pour tout ae %, d f(a) = ¢ (et donc d f est constante).

Démonstration

fla+h) =@la+h) =¢la)+eh) +0F avec ¢ linéaire et 0 = o (h).Donc f est différentiable en a et d f(a) = ¢ (donc d f
est constante.

. MpR) —  MR(R) I .
Exercice 19 : Montrer que f : 5 est différentiable en toute A€ ./, (RR) et calculer d f(A).
M — M

(A+H)? = A2+ AH+ HA+ H? avec H — AH + HA linéaire et en choisissant une norme sous-multiplicative (elles
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1=

— 0 et H? = o(H). Donc f est différentiable en A et

sont foutes équivalentes), 0 < |H?| < IIHI> donc
df(A): H— AH+ HA.

IH

Exercice 20 : Montrer que, si E est un espace euclidien f: est différentiable en toute a € E et calculer

x — |l

d f(a).
la+ k% = |al?+2(alh) + k> avec h— 2(alh) linéaire et | h]1% = o (h). Donc f est différentiable en a etd f(a) : h — 2(alh).

— R

Exercice 21 : Montrer que, si E est un espace euclidien, ue £ (E), f: est différentiable en toute

x —  (xlu(x))
ac E et calculer d f(a). Que se passe-t-il si, de plus, u est symétrique ?
(a+ hlu(a+ h) = (alu(@) + (hlu(@) + (alu(h) + (hlu(h)) avec h— (hlu(a)) + (alu(h)) linéaire et |(hlu(h)| < Ikl lu(h)| par

Cauchy-Schwarz (pour le norme euclidienne associée au produit scalaire) et comme |lu(h)|| — 0 par continuité,
(hlu(h)) =o(h).

Donc f est différentiable en a et d f(a) : h— (hlu(a)) + (alu(h)). ce qui devient 2(u(a)|h) si de plus u est symétrique.

Dérivée selon un vecteur, dérivées partielles

Le fait de travailler sur un ouvert 2 assure, pour a point de % et v vecteur de E, |'existence d'un § > 0 (« distance
de sécurité ») tel que pour tout r€]-6,6[, a+ tv e (on s'éloigne de a dans la direction de v), cela permet de définir
I"application ¢: t— f(a+ tv) d’une variable réelle au voisinage de 0.

Définition 13 : Dérivée selon un vecteur

On dit que f:% c E — F est dérivable selon le vecteur v € E au point a € %, lorsque ¢: t — f(a+tv) est

dérivable en o.
imf(a+ tv) - f(a) .

On note alors D, f(a) = ¢'(0) :lt ) ; F.

Exemple

xy?
x2+y4

E15— Lafonction f:(x,y) e RZ — si (x,) # (0,0) et (0,0) sinon admet des dérivées selon tout vecteur en (0,0) et

2)
si v:(a',ﬁ):Dyf((O,O))ZOSiaZOeT%Si a #0.
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Définition 14 : Dérivées partielles

Soient B = (ey,...,ep) Unebase de E, f: % cE—F,ac%. je[1,p].
On appelle je dérivée partielle de f en a. lorsqu’elle existe, la dérivée de f selon le vecteur e; de base

ena: 5
0jf(a)= a—f(a) =D, f(a) € F.

25

Remarque

R15— Les dérivées partielles vues pour les fonctions définies sur un ouvert de RP sont les dérivées partielles dans la
base canonique de RP.

Bien sGr la notion générale de dérivée partielle dépend de la base choisie. En ce sens, la notation De; f(a) est
la plus précise.

R16 — Comme on en a déja I'habitude, calculer la je dérivée partielle revient & fixer les coordonnées selon fous les
autres vecteurs de bases et dériver par rapport & la seule variable x;. : en effet, en dérive

p:t— fla+re))=flarer+--+(aj+t)ej+ - +anen)

en 0, ce qui revient aussi & dériver
tHf(alel+-~-+te]~+~~-+anen)

en aj.

Exemple

E16— Avec f:(x,y) e R*— si (x,) # (0,0) et (0,0) sinon, on voit que A on peut avoir des dérivées partielles

Xy
x%+y?
en (0,0) sans avoir de dérivée selon certains vecteurs (v = (a, f) € R2, ici).

ﬂ Lien entre différentielle et dérivées partielles

Propriété 13 : Lien entre différentielle et dérivées partielles

Soit f:9 — F, ac. Si f est différentiable en a, alors f est dérivable en a selon fout vecteur v e E et
Dy f(a) =d f(a)(v).

Démonstration

fla+tv)-f(a)
t

fla+tv)=f(a)+d f(a)(tv) + too(t) donc P d f(a)(v) par linéarité de d f (a). [

Cas particulier 2 : Dérivée selon un vecteur de base

Soitf:% —F,acU, B=e,...,ep) Une base de E. On note % les dérivées partielles de f dans la base
J
2. Si f est différentiable en a, alors pour tout j e [1,p].
of
df(a)(ej) = De; f(a) = a—xj(a).

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 25 SUR 36



E].
HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE I I 1}_1* ]

it

[CIFE

y LYCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

Propriété 14 : Expression de la différentielle avec les dérivées partielles

Soit 2 = (e1,...,ep) Une base de E, f:% — F, ac % tel que f est différentiable en a.

p
Alors pour fout vecteur h= ) hje;€E,
Jj=1

df(a)(h) = Zhj—(a)

E — R
On notfe dx; : la forme linéaire je coordonnée dans 2. Alors on a
h — hj
p 6f
df(a) = ; a—xj(a)dxj.
j
Démonstration

C’estlalinéarité de d f(a) :
p p p f
df@| Y hjej|= Y. hjdf@(e;)= 2 155,
j=1 j=1

Sl

Remarque
R17 — Le DL, de f différentiable en a s’écrit alors

fla+h)= f(a)+Zh —f(a)+0(h)
=17 0x)

E Maitrice jacobienne

Définition 15 : Matrice jacobienne

Soit p = dimE, n =dimF, % ouvert de E et f: E — F différentiable, 2 = (ey,...,e,) une base de E et

n
€ = (¢1,...,€4) UNe base de F. Onnote f=) fe;.

i=1
On appelle matrice jacobienne de f en a dans les bases 2 et € la matrice J¢(a) = (?(a)) .
J (i, )e[1,n]x[1,p]

Propriété 15 : Matrice jacobienne et différentielle

Jf(a) =Matg « (d f(a)

Démonstration
4= 8 G
df(a)(e)) = 57 (@)= lzlax] (@e;
permet bien de rempilir la j¢ colonne de Jjr(a).
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ﬂ Gradient

Définition 16 : Gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f: % — R une fonction différentiable. Alors pour tout

a €%, il existe un unique vecteur noté Vf(a) ou @f(a) et appelé gradient de f en a tel que pour tout
heE,
df(a)(h) = (Vf(a)lh).

Démonstration

C’est le théoreme de représentation de Riesz : la forme linéaire d f(a) s’ écrit x — (b|x) pour un certain vecteur b...
|

Remarque

R18 — On comprend mieux la notation alternative d f(a) - h faisant penser & un produit scalaire. Le DLy de f différen-
fiable en a dans E euclidien se récrit

fla+h)=f@+ Vf@lh) +o(h)
S

produit scalaire

R19 — Dans R? muni du produit scalaire canonique,

of of (L) (m
df @) =hi=—(@+h== (@)= g% |-
0x ay @) \h

On retrouve notre gradient habituel.

Exactement le méme raisonnement (expression du produit scalaire en base orthonormée) donne la propriété
suivante.

Propriété 16 : Coordonnées du gradient

Soit E un espace euclidien, % un ouvert de E, f:% — R une fonction différentiable. Si I’'on fixe une
base orthonormée de E, le coordonnées de V f (a) dans cette base sont

Sf of )
(ax1 (a),...,axp(a) 2

Remarque : Interprétation géométrique

R20 — On suppose f différentiable en a et Vf(a) # 0.
Notons S la sphéere unité de E pour la norme euclidienne ||-||. D'aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

Vhes, dfah) = (V@|h) <|(Vf@|h)| <|Vi@|Inrl=|Vf@].

Or ce majorant est atteint pour hy = m.
Ivr@l]
Ainsi le vecteur V f(a) donne la direction et le sens de plus forte variation de la fonction f.
C’est a la base d’algorithmes d’optimisation (descente de gradient), utilisé par exemple en Machine Lear-

ning (apprentissage automatique).
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Ci-dessus, on représente, au coeur de Mafate, des «lignes de niveau » de la fonction (x,y) — f(x,y) Qui au
point de coordonnées (x, y) associe son altitude (on parle d’isoplethes d’alfitude).

Ces lignes de niveau sont des courbes d’équation f(x,y) = constante.
Tracer la direction et le sens de Vf en quelques poinfts.
On peut montrer que le gradient est normal aux lignes de niveaux en tous points.

m OPERATIONS SUR LES DIFFERENTIELLES

Il Combinaisons linéaires

Propriété 17 : Linéarité

Soit % ouvert de E, f,g:% — F différentiables en ae %, A,u€R.
Alors A f + ug est différentiable et

dAf+pug)(a)=Adf(a)+pudgla).

Démonstration
Il suffit de remarquer, par propriétés de la dérivation que Ifrug@=Ap(@)+pig(a) et de repasser aux applications
linéaires.
Autre possibilité : on ajoute les DL; :

Af(a+h)+ugla+h)=Af(a)+pgla)+Adf(a)(h)+udga)(h)+oh)

avec Ad f(a) +udg(a) inéaire, donc par unicité, Af + ug est différentiable et d(Af + ug) (@) = Ad f(@) + ndg(a).

Remarque
R21 - f—df est donc linéaire.
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E Image par une application multilinéaire

Propriété 18 : Image par une application multilinéaire

Soit @ ouvert d'un R-espace vectoriel normé de dimension finie, E,...,Eq4, F des R-espaces vecto-
riels normeés de dimension finie, fi : % — E,...,f; : % — E,; des applications différentiables en a € u et
M :E; x---x Eq — F une fonction g-linéaire.

Alors ¢ : % — F définie par ¢: x— M(fi(x),..., f4(x)) est differentiable en a et

q
do(a): h— Y M(fi(a),...,d fi(@(h),..., fy(a)).
k=1

Démonstration

On fraite le cas bilinéaire. Le cas général est analogue.

1 tentative On peut voir le faire avec les dérivées selon les vecteurs. On sait, sous réserve d’existence, que
d¢(a)(h) = Dpp(a). Or
w:t—¢la+th)=B(f(a+th),gla+th))

est dérivable en 0 (car f et g sont différentiables en a) de dérivée

¥'(0) = Dy¢p(a) = B(Dy, f(a), g(@) + B(f (@), Dy g(a))
=B(df(a)(h),g(a) + B(f(a),dg(a)(h))
Le probleme est que I'existence de dérivée selon tout vecteur ne garantit pas la différentiabilité...

2

y )
On peut par exemple montrer que la fonction f: (x,y) — { x 2l el admet des dérivées selon tout vecteur

y  sinon
en (0,0) mais n“est pas continue , et encore moins différentiable.

Bonne méthode On utilise les DL; : avec &7 (k) ﬂ» 0etes(h) ﬂ» 0,

¢la+h)=B(f(a+h),gla+h))
=B(f(@)+df(@(h) +|hler(h), gla) +dg(a)(h)+I|hlex(h))
=B(f(a), g@)+B(df(a)(h), g@)+B(f(a), dg@ ) +y(h)
avec h— B(df(a)(h),g@)+B(f(a), dg(@(h) linéaire et

w(h) = Ikl B(f(a)+d f(a)(h), e2()+ Ikl B(e1(h), ga)+dg(a)(h)
+ 1Rl B e1(h), e2(h) +B(d f(a)(h), dg(a)(h)

donc

I
%=B(f(a)+df(a)(h), £2() +B(e1(h), gla)+dg(a)(h)
B(df(@)(h), dg(a)(h)

(1]

+ 1Rl B 1 (h), e2(h) +

Les frois premiers termes tendent vers 0 lorsque h — 0 par continuité de |'application bilinéaire en dimension
finie.
Pour le dernier, on remarque que

(x,y)— B f(a)(x),dg(a)(y))

est bilinéaire, donc on a, par continuité, un réel C tel que

“ B(df(a)(h), dg(a)(h)) “ _|Bldf@m), dg@ )|
IRl B Al

Clhl?
< =———=C|h|—0.
=l L b

Donc w(h) = ho O(h), ce qui permet d’obtenir toute la conclusion.
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Composition

Propriété 19 : Différentielle d’'une composée

Soitas ouvertde E, vV ouvertde F, f:% — v différentiable en ae€ % et g: v — G différentiable en b = f(a).
Alors go f est différentiable en a et

d(go f)(a) =dg(f(a) odf(a).

Propriété 20 : Matrice jacobienne d’une composée

En munissant E, F et G de bases, on obtient

Jgo (@) = Jg(f(@) x Jf(@).

Remarque
R22 — D’ou la regle de la chaine.

Démonstration

Il suffit de composer les DL; : on écrit, avec €1 (h) — 0etesr(k) — 0, et pour simplifier la lecture , les applications
linéaires p =d f(a) et w=dg(f(a),
fla+h)= f(a)+@h) +hle(h)

et
g(fa)+ k) =g(fa)+yk) +Iklea(k)

puis

g(f(a+h)=g[f@+ (@0 +Inleih))
~—
k
=g(f(a) +y (o) + |kl &1 (W)
+ @ + Ikl ex (]| e2 (0B + 11l €1 (W)
=gof(@+[yoplh)+{(h)
avec T
n @(h) + Il €1 (h)
2 = nh+ — X ——
Ve Al
¢ et v étant linéaires en dimension finie, elles sont continues, donc (e (h) s 0. @) s 0 puis

&2 (@) + |kl e1 () o 0.

e2(p(h) + I hll ey (h).

o lem +lihler®m] _ o]
<P £
e T e TR
et par continuité de I'application linéaire ¢, on a C e R tel que pour fout &, ||p(h)|| < Clikl donc W est
borné et finalement % pa 0, c'est-a-dire {(h) = o (h).

Par unicité, on en déduit que go f est différentiable en a et

d(gofi(a)=ywop=dg(f(a)eodf(a).

CALCUL DIFFERENTIEL ET OPTIMISATION - PAGE 30 SUR 36


https://mpi.lecontedelisle.re

J. Larochette VERSION DU 8 AVRIL 2024

Corollaire 4 : Dérivée le long d’un arc

Soit% ouvert de E, f:% — F, I infervalle de R et y: I — % une application dérivable.
On suppose que [ est différentiable en y(t) ol te 1. Alors foy est dérivable en t et

(for)@W=dfy) (Y ®).

En munissant E d’une base, on retrouve I’expression vue avec la régle de la chaine, siles coordonnées
de y(t) sont (y1(2),...,yp(1),

(fop'(® = f v (t)ﬁ(y(t))
o E ox .
En particulier, siy: t — x+ tv oU x, v € % sont fixés,

(foy) (O =df(y()) =D, f(y().

m CLASSE ¢!
Définition 17 : Fonctions de classe €

f:% — F est dite de classe ¢! lorsque f est différentiable sur % et d f: % — £(E, F) est continue.

Propriété 21 : Opérations

Toute combinaison linéaire, toute composée d’applications de classe €' I'est encore.
Si M est g-linéaire et fi,..., f; sont €', M(fi,..., fy) I'est.

Propriété 22 : Caractérisation par les applications coordonnées

Soit f: % — F, d’applications coordonnées (fi,..., fn) dans une base de F. f est de classe €' si et
seulement si foutes les f; le sont.

Théoreme 5 : IMPORTANT - Caractérisation avec les dérivées partielles

f est de classe €' si et seulement si, dans une base quelconque de E, toutes les dérivées partielles
de f existent et sont confinues.

Démonstration

Non exigible.

Propriété 23 : Expression intégrale le long d’un arc

Soit fe €Y (u,F), y e €'(10,11,%), a=y(0) et b=y(1). Alors

1
Fb) - f(@) = fo df (o) (¥ () d.

Démonstration

Onavuquedfy®) (Y (®)=(foy) (1).c est donc une simple application du théoréme fondamental de I'analyse.
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Corollaire 5: Cas particulier y(r) = a+ tv
En particulier, avec y(t) = a+ tv sur [0,1],

1 1
f(a+v)—f(a):f df(a+tv)(v)dt:f D,f(a+tv)dt.
0 0

Corollaire 6 : Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe par arcs

Si fe€'(,F) et % est un ouvert connexe par arcs, alors

f est constante si et seulement sid f =0.

Démonstration
Le sens direct a déja été vu.
Pour le sens réciproque, seul le cas convexe est au programme. On suppose donc % convexe et d f =0.
Soient a,b e %, on veut montrer que f(a) = f(b).
Mais on peut relier a et b par un segment inclus dans % par convexité : y: t€[0,1] — (1 - f)a+ tbh de classe €.
Alors, la propriété précédente donne f(b) - f(a) =0. [

m VECTEURS TANGENTS

Définition 18 : Vecteur tangent

Si X est une partie de E, ae X. Un vecteur v e E est dif tangent & X en a lorsqu’il existe ¢ >0 et un arc
y:1—¢€,el— X, dérivable en 0 tel que y(0) = a et y'(0) = v.
On note T, X I'ensemble des vecteurs fangents a X en a.

Exemple
E17 — Si ¢ est un sous-espace dffine de E de direction G (sous-espace vectoriel de E), pour tout a € ¢,

En effet, on peut écrire ¥ = a+G.

-1 — ¢
SiveG,soity: est dérivable en 0, y(0) = a et y'(0) = v.
t —  a+tv
Réciproquement, sive T,4, on A e>0 et y:l—¢,e[— 9 tel que y(0) = a et ' (0) = v.

. )= . . .
Alors v est la limite lorsque r— 0 de = € G et comme G est un sous-espace de E qui est de dimension

finie, il I'est aussi, donc il est fermé et donc v e G.

TaS0g, 1) = at

E18 — Sphére d’un espace euclidien : si ae S(0g, 1),

I-1,1[ — S@Og,1)

En effet, si ve at, soit y: a+ty estdérivable en o, y(0)=a ety (0)=v car, avec |lall =1,
t —
la+tv|
a+tv a+tv
yit— =
Via+tvl2  V1+2t(alv)+ 2 ||lv]?
donc )
2(alv)+2-0-| vl
Y’(o) _ ||61+0' l/|| v— W(a+0' V)
la+0-v|?

Réciproquement, si ve T;S(0g,1), on A e >0 et y:] —¢,e[— S0, 1) tel que y(0) = a et y'(0) = v.
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yt)—a

Alors Py v donc
—

(Y(t)—a)a) _q0la-1_ gwla-y®)

t t t
_ y(t)—a) _
= (y(t)‘ " Py (vla) = —(alv)

Donc (vla)=0: ve at.

Comme dernier exemple, on va obtenir que le plan tangent & une surface d’équation z = f(x,y) admet comme
vecteur normal le gradient (non nul) de g: (x,y,2) — f(x,y) — z.
Cela revient & transformer I'équation explicite z = f(x, y) en équation implicite g(x, y,z) = 0.

Propriété 24 : Plan tangent pour une surface explicite

Soit % ouvert de R?, f:a — R différentiable.
Soit S <R3 la surface représentative de f, c’est-a-dire

S={(x,3,2€eR?, (x,y)eUetz=f(x,y)}.

. xR — R
Soit g:
x,y2 — [fxy)-z
L’ensemble T,S des vecteurs tangents & S en a = (xy, yo, z0) € S €st un plan vectoriel P = Vg(a)* de vecteur
normal le vecteur (non nul) Vg(a), donc d’équation
(Vg(@)|(x,y,2) =0.

On appelle plan tangent a s en a le plan affine a+ P passant par a et de direction I’'ensemble P des
vecteurs tangents & X en a, d’équation

(Vg(@)|(x—x0,y = y0,2— 20)) =0

Remarque
R23 — On retrouve, pour le plan tangent, une équation type « équation de la fangente » :

z—2z —(x—x)ﬁ(x )+ (y— )E(x )
0= 0 ax() 0, )0 Yy—=Jo ayO 0,)0)-

Démonstration

On raisonne toujours par double inclusion.

mSv=(xy2¢€TyS.onae>0¢ety:l-gel— S tel que y0) = a et y'(0) = v. Alors, pour tout ¢ €] —¢,el,
y(8) = (x(8), y(8), 2(1) Avec z(1) = f(x(1), y(1)) donc

R PP O_f ’ a_f
z=2z(0)=x(0) ox (x(0), ¥(0)) + y (0) o (x(0), y(0))

d 3
= xé(XO,J’O) + Y%(xoyyo)
donc of of
0= x5 (0,007 3 - (x0,30) ~ 2= (Ve@|cx,3.2)

car Vg(a) = g(x )ﬂ(x ),—1
8gla) = I O'yo’ay 0,)0), .
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m Si v=(x,y 2) est orthogonal & Vg(a). On définit

I-L1[ — S
Y:

t —  (xo+1tx,y0+ty, f(x0+ tx,y0 + 1Y)

Alors y est dérivable en 0, y(0) = a et y'(0) = x,y,x%(xo,yo) + y%(xo,yo) = (x,),2) car (Vg(a)|v) =0.

Mais toutes les surfaces n‘ont pas une équation explicite z = f(x, y).

Le programme propose un dernier énonceé, a la démonstration hors programme, permettant de traiter le cas général
des surfaces décrites par une équation implicite g(x, y, z) = 0 et généralisant I'énoncé précédent.

Propriété 25 : Hyperplan tangent a une surface implicite

Soit g une fonction numérique de classe €' sur l'ouvert , X ={xe %, g(x) =0Rr} et ae X.
Sidg(a) #04ER). alors
T,X =Ker(dg(@)= Vg(a)t

(L'espace éfant supposé euclidien pour utiliser le gradient.)
Autrement dit, X admet un hyperplan affine tangent en a qui est, a+ T,X = a+Vg(a)* d’équation

(Vg(a)|x—a)=0.

Remarque

R24 — Bien sOr le vecteur x de cet énoncé ne doit pas étre confondu avec le scalaire x d’un triplet (x,y,z) du cas
particulier R3,

S

Méthode 3 : Trouver une équation d’hyperplan tangent

On retiendra que dans fous les cas, mieux vaut repasser par une équation implicite g(x) = 0 pour frouver une
équation d’hyperplan fangent.

Le théoreme précédent donne alors une équation du-dit hyperplan tangent en un point a n’annulant pas la
dg.

Par exemple, le plan tangent & la surface S d’équation g(x, y,2) =0 en a = (xg, yo, 20) st le plan affine a + Vg(a)*
passant par a et de direction le plan vectoriel T,S = Vg(a)L de vecteur normal Vg(a) # (0,0,0), d’équation

98 070, 20) (i — x0) + 28 (x0, Vo, 20) (¥ = vo) + & (X, Vo, 20) (2 — 20) = O
ox 0, Y0, 20 0 ay 0,Y0,20)Y — Yo 9z 0, Y0, 20 0) =

ou g(a) = g(xo, yo,20) =0.

Exemple

E19 — Equation du plan tangent en un point d’une sphére de RR3 :
La sphére de centre (x¢, y¢, zc) €t de rayon r >0 a pour équation
gy, = (x—x)?+ (- yo)* + (2= 20)* =12 =0

En un point a = (xo, yo, z0) de la sphére, le gradient vaut (2(xo — x¢),2(0 — y¢), 2(20 — z¢)) # (0,0,0) car le centre n'est
pas sur la sphére (avec r > 0) et I'équation du plan tangent est donc

(x0 — xc)(x = x0) + (Yo — ¥e) (¥ — yo) + (20 — z2¢) (2= 209) =0
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m OPTIMISATION (RECHERCHE D’EXTREMUMS)

Définition 19 : Point critique

Soit f: — R différentiable. On dit que a est un point critique de f lorsque d f(a) = 0.
Si E est euclidien, cela équivaut & V f(a) =0.

Propriété 26 : Condition nécessaire d’extremum local

Soit % ouvert (fres important) et f: % — R différentiable en a€ %.
Si f présente un extremum local en a, alors a est un point critique de f, c’est-a-dire d f (a) = 0.

Démonstration

Il suffit de revenir aux dérivées partielles.

Propriété 27 : Vecteurs tangents en un extremum local

Si f est une fonction numérique définie sur I'ouvert %, X une partie de %, fix admet un extremum
local en a€ X et f est différentiable en a, alors

VveT,X, df(a)(v)=0.
Autrement dit, dans le cas ol E est euclidien,

T,X < Ker(d f(@) = (Vf(@)*

Démonstration

Soit ve T, X. On A y:l—¢,el— X tel que y(0) = a et y/(0) = v.
Alors, foy admet un extremum local en 0 €] —¢,¢[ qQui est ouvert, donc

0=(fop)(=dfyO)(y'©)=df(@w).

Remarque

R25 — Autrement dit, les vecteurs tangents & X en a extremum local de fix sont dans|’hyperplan vectoriel de vecteur
normal Vf(a).

Théoréme 6 : d’optimisation sous contrainte

Soient f,ge € (%, R) ol % estun ouvert de E, et X ={xe %, g(x) =0}.
Si fix admet un extremum local en a€ X et sidg(a) #0g., alors d f(a) est colinéaire & dg(a).

Démonstration

m Soit d f(a) est nulle et d f(a) =0-dg(a).
m Soit d f(a) n’est pas nulle et on prouve que Ker(d f(a)) = Ker(d g(a)). En effet, un résultat du programme dit que
si deux formes linéaires non nulles ont méme noyau, elles sont colinéaires.
Comme dg(a) #0, et avec la propriété précédente, Ker(d g(a)) = T, X < Ker(d f(a)).
Par égalité des dimensions, Kerd f (a) = Kerd g(a), ce qui conclut.
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Terminons avec une extension hors programme, pour la culture.

Théoréme 7 : HP : multiplicateurs de Lagrange

Soit f,g,...,8p des fonctions numériques de classe €' sur l'ouvert % de E et
X={xe¥, gi(x)=---=gp(x)=0}.

Si fix admet un extremum local en a € X et si les formes linéaires dg(a),...,dgy,(a) sont linéaires inde-
pendantes, alors il existe A4,...,Ap € R tels que

df(a)=Adgi(a)+---+A,dgp(a).

Les réels A4,...,A, sont appelés multiplicateurs de Lagrange.
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