MPI Lycée Leconte de Lisle — La Réunion
Espaces prehilbertiens reels

Exercices vus en cours

+00

@ Montrer qu'on définit sur R[X] un produit scalaire en posant (P|Q):f e 'P(1)Q(r)dt, et en
0

confondant polyndme et fonction polynomiale associée.

@ Définir sur R,,[X], puis R[X], un produit scalaire rendant la base canonique orthonormale.

@ Si I est un intervalle et L%(I) est I'ensemble des fonctions continues sur I telles que f? est

intégrable, montrer que L?(I) est un R-espace vectoriel, et que (flg) = f fg définit un produit
1

scalaire sur L3(I).

@ Si(2(R) est I'ensemble des suites réelles de carré sommable (ie terme général de série — abso-

+00
lument — convergente) montrer qu'il s'agit d'un R-espace vectoriel, et que (u|v) :Z u, v, définit

n=0

un produit scalaire sur £3(R).

@ CCINP 76 Soit E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire noté (|).

Onpose VxeE, ||x]||=+(x|x).
1. (a) Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) Dans quel cas a-t-on égalité ¢ Le démontrer.

b b
2. Soit E={f e%(a,b],R),V x €la,b] f(x)>0}.Prouver que I'ensemble {J f(t)dtxf %dt,feb”}

admet une borne inférieure m et déterminer la valeur de m.

Solution de 5: CCINP 76

1. (a) Soit E un R-espace vectoriel muni d’'un produit scalaire noté (1).
Onpose Vxe€E, ||x||=+/(x]|x).
Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(x,y)€ E2, |(x]y)I<|lxllyl
Preuve :
Soit (x,y)€ E%2. Posons YA€R, P(A)=||x+ Ay

Onremarque que YA€R, P(A)=0.

De plus, P(A)=(x+Aylx+Ay).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (]), P(A)=|ly|[PA> +2A(x]y) +1x|?.

On remarque que P(A) est un trinbme en A si et seulement si ||y |2 #0.

Premier cas :si y=0

Alors |(x]y)I=0 et ||x]|||y]|=0 donc I'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas : y #0
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Alors ||lyll=+/(y1y)#0 car y #0 et (|) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Donc, P est un frindme du second degré en A qui est positif ou nul.
On en déduit que le dicaliminant réduit A est négatif ou nul.
Or A=(x]y) ~IlxIPllyll? donc (x|y)* < llxIPIlyIP.
Et donc, |(xly)I<IIxllllyll-
(b) Onreprend les notations de 1. .
Prouvons que V(x,y) € E?, |(x|y)| =||x|||lyl| & x et y sont colineaires.
Supposons que |(x|y)|=llxllllyll.
Premier cas :siy =0
Alors x et y sont colinéaires.
Deuxieme cas :si y #0
Alors le dicaliminant de P est nul et donc P admet une racine double A,.
C'est-a-dire P(1,)=0 et comme (|) est définie positive, alors x + Aqy =0.
Donc x et y sontf colinéaires.
Supposons que x et y soient colinéaires.

Alors 3a €R tel que x=ay ou y =ax.
Supposons par exemple que x =ay (raisonnement similaire pour I'autre cas).

|(x1y)I=lall(yly)I=lalllyl? et llxlllyll= vxIX)llyll= Ve yTy)llyll=lally .

Donc, on a bien I'égalité.

2. On considere le produit scalaire classique sur € ([a, b],R) défini par :
b

V(f.g)e¢(la,b],R). (flg)= | flr)g(t)der.

On pose A= {f f(tdtxf —dt feE}

ACR.
A#gcar(b—a)* €A ( valeur obtenue pour la fonction t — 1 de E).

b b
Deplus, VfeE, | f(r)dt xf ﬁdt >0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m =infA.
Soit feE.

b 2
On considere la quantité U V f(1) ;(t)dt) .

2 b 2
f(t) dt) :(f ldt) =(b—a).

D'autre por’r sion u’rlllse I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire () on obtient :

([ ] < 1w

On en déduit que VY f € E, f f(t) dtf —dt>(b a).

D'une part, (

Donc m>(b—a)?.
Et, si on considere la fonction f:t—1de E, oIorsJ f( t)dtf —dt-(b a)’.

Donc m=(b—a)?.
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@ CCINP 79 Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans RR.
b

Démontrer que f h(x)dx=0= h =0.

a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.

b
On pose : V(f,g)€ E2, (flg) =f f(x)g(x)dx.

Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Mojorerf vxe *dx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Solution de 6 : CCINP 79

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a, b] dans R telle que f h(x)dx =0.

a
X

Onpose Vxe€la,b], F(x)= h(t)dr.

h est continue sur [a, b] don[é: F est dérivable sur [a, b].

De plus, Y x €[a, b, F'(x)=h(x).

Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a, b]. (*)

Or F(a)=0 et, par hypothése, F(b)=0. C'est-a-dire F(a)= F(b). (**)
D'apres (*) et (**), F est constante sur [a, b].

Donc VY xe€la,b], F'(x)=0.
C'est-a-dire, Y x €[a, b], h(x)=0.
b
2. On pose ¥(f,g)< E2, (flg) =J flx)g(x)dx.

Par linéarité de I'intégrale, (|§les’r linéaire par rapport a sa premiere variable.
Par commutativité du produit sur R, (]) est symétrique.
On en déduit que (|) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b
Soit feE. (flf):f FA(x)dx.

Or x+— f?(x) est positive sur [a, b] et a < b donc (f|f)>0.
Donc (|) est positive.  (**)
Soit f € E telle que (fIf)=0.

b
Alors | f%(x)dx =0.

Or x-—u>f2(x) est positive et continue sur [a, b] .

Donc, d'apres 1., f est nulle sur [a, b] .

Donc (|) est définie.  (***)

D'apres (*), (**) et (***), (]) est un produit scalaire sur E.

1 1 1
1—e2
3. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne f Vxe*dx < \Jf xdx\Jf e dx = ze .
0 0 0
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Orthonormaliser la base e, = (0,1,1), e, = (1,0,1), e3 = (1,1,0) de R?® muni de sa structure eucli-
dienne canonique.
Solutionde 7 :
On pose g;, =¢; =(0,1,1).
. . 1
Puis on cherche &, = e, + Ag; avec A tel que (g;]e,) =0 ie (g;]e,)+ Alg;]e;)=1+2A=0 donc /1:—5 et

(1=22)
&H=1,—7,-|
2 2’2
1 1 .

En cherchant e; = e; + ue; + ve, tel que (g;]e3) = 0 et (g;]e3) =0, on trouve u = 5 et v= —3 Soit

(2 2 2)
&==,-,—2 )

3 3 3 . N\ . . . .

On a obtenu ftrois vecteurs non nuls orthogonaux deux a deux en dimension 3 : il s'agit d'une

base orthogonale de R3. Reste & normaliser pour obtenirune b.o.n. €/ = (0 L L) €, = (i L i)
' T2 vz) T \VE VB e

of ¢! _(L L _L)

5 \W3' V3 v3)

g Dans E = 6([0,1],R) muni de sa structure euclidienne canonique, soit F le sous-espace vectoriel
des fonctions polynomiales.
1. Montrer que F1={0} en utilisant le théoréme de Weierstral.
2. En déduire que F g (FL) =E.
3. Soit G ={t— P(t)sin(t); P € F}. Montrer que GL ={0} et en déduire que (FNG)* 2 FL +G*.

n__k
4. Montrer que d(exp,x '_’Z %) —— 0. Que vaut d(exp, F) ¢ Est-elle atteinte ¢
i k!

n—+0oQ

5. Montrer plus généralement que si d(f, F) est atteinte pour un g € F, alors f —g € FL. Pour
quelles fonctions est-ce le cas 2

@ CCINP 39 On note ¢? I'ensemble des suites x = (x,),exy de nombres réels telles que la série

2
Z X, converge.

1. (a) Démontrer que, pour x =(x,)en €42 €1 y =(Vp)nen €42, 10 série anyn converge.

+00
On pose alors (x|y)= Z Xp Vn-
n=0
(b) Démontrer que ¢? est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites de nombres
réels.
Dans la suite de I'exercice, on admet que (|) est un produit scalaire dans ¢2.
On suppose que (2 est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée.
2. Soif p eN. Pour fout x =(x,) €2, on pose ¢(x)= x,.
Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de ¢2 dans R.
3. On considére I'ensemble F des suites réelles presque nulles c’est-a-dire I'ensemble des suites
réelles dont tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F1 (au sens de (])).
Comparer F et (FL)".
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Solution de 9 : CCINP 39

. 2
]' (O) SOIT (x;y)e (lz) avec x =(xn)n€N eT y= (yn)neN-
1
VneN, [x,y,l < §(x2+ynz).
Or Z x> et Zy,f convergent donc, par critere de majoration des séries a termes positifs,
anyn converge absolument, donc converge.

(b) La suite nulle appartient & 2.
Soit (x,y) € (12)° avec x =(xp)nen €t ¥ = (Jn)nen- SOIt AR,

Montrons que z=x+ Ay €12

ONn az=(z,)pey QVEC Y REN, 2, =X, + AY;.

VneN, z2=(x,+ Ay = x2+ A2 y2 + 22X, . (1)

Par hypothese, Zxﬁ et Zy,f convergent et d’aprés 1.(a), any,, converge.
Donc, d'apres (1), szl converge.

Donc z € 12.

On en déduit que 1?2 est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites réelles.

2. Soit (x,y)€1? oU x =(x,)nen €F ¥ =(Jp)nen. SOIt A€R.
On pose z=x+Ay avecC z=(z,)nen-
OnaVvVneN, z,=x,+Ay,.
Ainsi, p(x +Ay)=(2)=z, = X, + Ay, = p(x)+Ap(y).
Donc ¢ est linéaire sur 12. (*)

+00
Vx=(x,)€l2 |x,? <fol, donc |x,| <|lxl.
n=0
Donc V x = (x,)nen € 12, lo(x) =2, | <Ilxl| - (**)
D'apres (*) et (**), ¢ est continue sur 2.

3. Analyse :
Soit x =(x,),eny € F*.
AlorsYyeF, (x|y)=0.

Soit peN.

On considere la suite y =(y,),en de F définie par :
|1 sin=p

vreN, y”_{ 0 sinon

y € F, donc (x|y)=0, donc x, =0.
On en déduit que, Yp €N, x, =0.
C'est-a-dire x =0.

Synthese :

la suite nulle appartient bien & FL.
Conclusion : FL ={0}.

Ainsi, (FL)t =12

On constate alors que F #(FLH)t.
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m CCINP 77 Soit E un espace euclidien.

1. Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (A%)" = A.

2. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
(a) Démontrer que (F+G)r=FinG*t.
(b) Démontrer que (FNG)* = F-+G*.

Solution de 10 : CCINP 77

1.OnaAc(at) . (¥
En effet, Yx €A Vy e AL (x| y)=0.
C'est-a-dire, Y x € A, x e(AL)L.
Comme E est un espace euclidien, E=A® Al donc dimA=n—dimA*L.

De méme, E = Al @ (A')" donc dim(AL)" = n—dim AL,
Donc dim(AL)" =dimA.  (**)
D'aprés (*) et (**), (Ai)L:A.

2. (a) Procedons par double inclusion.
Prouvons que FLXNGL c(F +G)*.

Soit xe FtnG*.

Soitye F+G.

Alors 3(f,g)e FxG telque y=f+g.

(xly)= (xIf) + (xlg) =0.
~—— ~——

=0 =0
carfeFetxeFl  cargeGetxeGl

DoncVye(F+G) (x]|y)=0.
Donc x € (F + G)*.
Prouvons que (F + G)* c F-nG=.

Soit x €(F +G)*.
VyeF,ona(x|y)=0caryeFCcF+G.

Donc x € FL.
Deméme,VzeG,onda(x|z)=0carzeGcF+G.
Donc xeG*t.

On en déduit que x e FAnG+.

Finalement, par double inclusion, (F + G)* = F-nG*.

(b) D'aprés 2.(a), appliquée & F* et a GL, on a (FL+GL) =(FL) n(G4)".

Donc, d'aprés 1., (FL+GL) =FnG.
1
Donc ((Fi+GL)l) =(FNG)-.
C’est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, FL +GL =(FNnG)*.

@ Z,(R) et ./, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans ., (R) pour le produit scalaire ca-

nonigue.

Espaces préhilbertiens réels - page 6



@ CCINP 92 Soit n € N*. On considére E = .#,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées

d'ordre n. On pose : V(A,B)€ E?, (A, B) =tr(*AB) oU fr désigne la trace et ‘A désigne la transposée
de la matrice A.

1. Prouver que (,) est un produit scalaire sur E.

2. On note S,(R) I'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque ‘A =—A.
On note A,(R) I'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S,(R) et A,(R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que E=S,[R)® A,(R).
(b) Prouver que A,(R)-=S,(R).

3. Soit F I'ensemble des matrices diagonales de E.
Déterminer FL.

Solution de 12 : CCINP 92

1. {,) estlinéaire parrapport & sa premiere variable par linéarité de la trace, de la transposition
et par distributivité de la multiplication par rapport a I'addition dans E.
De plus, une matrice et sa fransposée ayant la méme trace, on a:
V(A,B)e E?, (A, B) =tr(*AB) = tr(*(*AB)) = tr('BA) = (B , A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symétrique. (1)
Soit A=(4;;)  €E.

1<i,j<n

(A, A) = tr('AA) = ZtAA)” ZZ )i kA = ZZA donc (A, A) >0.

i=1 k=1 i=1 k=1
Donc (,) est posmve (2)

)
Soit A=(4;;)  €E telle que (4,4)=0.

1<i,j<n

n n

Alors > > A% =0.Or, Yie[l,n], Yke[1,n], A2, >0.
i=1 k=1

Donc Vie[1,n], Yk e[1,n], Ax,;=0. Donc A=0.

Donc (,) est définie. (3)
D'apres (1).(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (4, B) € E2.
On pose A=(4; ;) et B=(B;;)

1<i,j<n

Alors (A, B) = tr(!AB) = ZtAB ZZ ‘A), ¢ Bri= ZiAk,in,,-.

i=1 i=1 k= 1 i=1 k=1
Donc (,) est le produit scalaire canonique sur E.

l<z]<n

(a) Soit M €S,(R)NA,(R).
alors tM =M e’r tM —M donc M =—M et M =0.

Donc S,(R)N ={0}. (1)
Soit M eE.
‘M M-'M
Posons S = ki et A= .
OnaM :SI+A.
M+'M 1 1
fs:f( 5 ):E(‘M+”(tM)):§(‘M+M):S, donc S e S,(R).
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tA:t(M_th):%(IM H(IM)) = (fM M)=—A, donc A€ A,(R).

On en déduit que E :Sn(R)+An(R). (2)
D'apres (1) et (2), E=S,(R)® A,(R).

Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthese pour prouver que
E=S,(R)®A,(R).

(b) Prouvons que S,(R)c A, (R)*.
Soit S € S, (R).
Prouvons que YA€ A,,(R), (S,A)=0
Soit A€ A,(R).
(S, A) = tr(!SA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—'AS) = —tr(!AS) = — (A, S) =— (S , A).
Donc 2(S,A)=0soit (S,A)=0
On en déduit que S,(R)c A,(R) (1)

De plus, dim A, (R)* = n2—dim A4,(R).
Or, d'aprés 2.(a), E=S,(R)® A,(R) donc dim S,,(R) = n?>—dim A,,(R).

On en déduit que dim S,(R)=dim A4, ([R)L. (2)
D'aprés (1) et (2), S,(R)=A,(R) .

3. On introduit la base canonique de .#,(R) en posant :

1 sik=ietl=j
Viell,n], Vjell,n], E; ;= (ekl)%lgn avec ek,l:{ 0 sinon ]

On a alors F=Vect(Ey 1, Esz, - Enn)-
SOiTMz(m,-,j)l o eE.
<i,js<n

Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

MeFt<Viell,n], (M, E;;)=0VYie[l,n], m;;=0.

Donc Ft=Vect(E; ; telles que(i, j)€[1,n]* eti # j).

En d'autres termes, F+ est I'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.

@ CCINP 80

Soit E I'espace vectoriel des applications continues et 2r-périodiques de R dans R.

1. Démontrer que (f | g)= f f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sur E.

2. Soit F le sous-espace vectoriel engendré par f: x—cosx et g: x— cos(2x).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u: x — sin® x.

Solution de 13 : CCINP 80

1. Onpose V(f,g) € E?, (flg)= f f(t)g(r)dt.

Par linéarité de I'intégrale, |) est linéaire par rapport a sa premiere variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.

On en déduit que (|) est une forme bilinéaire symétrique. (*)
27

Soit feE. (fIf)= % F2(t)de.

0
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Or t — f2(¢) est positive sur [0,27] et 0 <27, donc (fIf)>0.
Donc (|) est positive.  (**)
Soit f € E telle que (f|f)=0.

2r
Alors f2(t)dt =0.

Ort o—0>f2(t) est positive et continue sur [0,27].

Donc, f est nulle sur [0,27].

Or f est 2nx-périodique donc f =0.

Donc (]) est définie.  (***)

D'apres (*), (**) et (***), (]) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. OnaVxeR,sin’x = 575 cos(2x).
1
X — 5 cos(2x) e F.

. . . 1
De plus, sion note h I'application x — >

1 27 27
(hlf)= EJ

1
cosxdx =0 et (h|g) = EJ cos(2x)dx =0 donc h € Ft (car F =Vect(f,g)).
0 0

Ly . . 1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F est x —3 cos(2x).

Soit E=1R3, P le plan d'équation cartésienne x —z =0. On note B =(e,, e, e3) la base cano-

nigue de R3. Quelle est la matrice dans 8 de la projection orthogonale sur P et de la symétrie
orthogonale par rapport & p 2

Solutionde 14 :
Vecteur normal & P : (1,0,—1). Donc pour tout x € R3,

(1,()!_]-)'()67 J’,Z)
2

1 1
pp((x,y,2))=(x,y,2)— (1,0,—1)= (E(x +2),7, E(x +z))

Donc pp(el)= %(el +e3), pp(e2)=e, et pp(e3)= %(el +e3), et

Mat g (pp) =

N~
—_— O
(=R \C R )
O

@ CCINP 81 On définit dans ., (R) x .4, (R) I'application ¢ par : ¢ (A, A")=1r(*AA’), oU tr(f AA’)

désigne la trace du produit de la matrice A par la matrice A'.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur .4, (R) .

On note 9:{(_62 Z) (a,b)eRz}.

1. Démontrer que Z est un sous-espace vectoriel de ., (R).
2. Déterminer une base de Z+.

. . o 11
3. Déterminer la projection orthogonale de ]=(1 1) sur 7+ .
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4. Calculer la distance de J a £.

Solution de 15 : CCINP 81

1. On aimmédiatement Z =Vect(l,, K) avec K:( _01 (1) ) .

On peut donc affirmer que Z est un sous-espace vectoriel de 4,(R).
F =Vect(l,, K) donc (I, K) est une famille génératrice de ..
De plus, I, et K sont non colinéaires donc la famille (I,, K) est libre.
On en déduit que (I,,K) est une base de 7.
2. Soit M = (‘C’ Z) e M,(R).
Comme (I,,K) est une base de &,
MeZt < p(M,1,)=0et (M,K)=0.
C'est-a-dire, Me Fl <= a+d=0et b—c =0.
Ouencore, MeF+t«d=—aetc=h.

On en déduit que Z+ =Vect(4, B) avec A=( (1) _01 ) et B=( (1) (1) )

(A, B) est une famille libre et génératrice de Z1 donc (4, B) est une base de Z+.

3. On peut écrire J=1I,+B avecl,eZ et Be 1.

. 1
Donc le projeté orthogonal de J sur Z1 est B= ((1) 0).

4, Onnote d(J,Z)la distance de J O Z.
D'apres le cours, d(J,Z)=|] —pz(J)l| oU pz(J) désigne le projeté orthogonal de J sur 7.
On peut écrire & nouveau que J=I,+B avec l,e Z et Be Z+.
Donc pz(J)=1.
On en déduit que d(J, Z)=I]—pzNll =l LI =IBll=v2.

m CCINP 82 Soit E un espace préhilbertien et F un sous-espace vectoriel de E de dimension

finie n> 0.
On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique y, de F tel que x—y, soit orthogonal
a F et que la distance de x & F soit égale & ||x— -

a b / a/ b/ / / / / /
Pour A= etA’=| , ,,|,onpose(A|A)=aa’+bb'+cc’+dd’.
c d ¢ d
1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur ., (R).

2. Calculer la distance de la matrice A=(_, §) au sous-espace vectoriel F des matrices friangu-
laires supérieures.

Solution de 16 : CCINP 82

1. On pose E =.#>(R).

b
PourA:(Z )GE e’rA’:(Z, )eE ,onpose (A|A)=aa’+bb’'+cc’+dd’.

d d’
a b a/ b/ a// b//
SoiTA:(C d)eE,A’:(C, d,)eE,B:(c,, d,,)eE.Soi’raeR.
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c+c' d+d )\c¢” d’
Donc (A+A|B)=(aa” +bb"+cc”+dd")+(a’a” +b’b” +c’c”+d’d")=(A|B)+(A’| B).

b V24 b//
(aAIB):((aa “ )|(“, )):aaa”+abb”+acc”+add”=a(AIB).

/ / V4 b//
(A+A’|B):((a+a b+b)|(“,, )):(a+a’)a”+(b+b’)b”+(c+c’)c”+(d+d’)d”.

ac adl]'\c” d”
On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport a sa premiere variable.
De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.
Donc (.|.) est une forme bilinéaire et symétrique. (*)

. a b
SoﬂA:(c d)eE.

(AJA)=a?+b?>+c*+d?>0. Donc (.|.) est positive.  (*¥)

Soit A= (Z Z) € E telle que (AJA)=0.

Alors a?+b?+c?+d?=0.

Comme il s’agit d'une somme de termes tous positifs, on en déduit que a=b=c=d =0donc
A=0.

Donc (.|.) est définie. (***)

D'apres (*), (**) et (***), (.|.) est un produit scalaire sur E.

1 0

2. A=\, L)
10 0 0
OnoA:(O > 2y ol

1 0 0 0 0 O)\fa b
(0 2)6}7 e’r(_1 O)EFl carVY(a,b,d)eR3, ((_1 0)'(0 d))=0.

L. . , . 1 0
On en déduit que le projeté orthogonal, noté pg(A), de A sur F est la matrice (0 2).

Ains, d(A,IJ):||A—pF(A)||=||(_°1 8)”:1.

Déterminerles équations des bissectrices, dans unrepere orthonormal du plan, de 2 :3x+4y =0
et 2 :5x—12y =0.

Produit scalaire

m Le retour des polynomes de Tchebbychev

1. Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I’'espace des fonctions polynémes

1
réelles (PQ), = ﬁlm

Onrappelle que les polyndmes de Tchebychev sont définis par la relation, valable pour tout
n entier naturel et tout réel 0 , T,(cosf) = cosnf. Démontrer que la famille (T,,),en €st une
famille orthogonale ce produit scalaire.

P()Q(t)dt.

1

1 .
2. Soit E I'espace C([—1,1],R). Montrer que, si (f,g) € E2, (f,g), = J f(r)g(t)dt est bien

L VI—12

défini. Montrer que I'on construit ainsi un produit scalaire sur E.
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m Soient f et g des applications de E dans E telles que V(x, y)€ E?, (f(x)ly)=(x|g(y)).

Monftrer que f et g sont linéaires.
Solution de 19 :
Par symétrie, il suffit de montrer par exemple que f est linéaire.

Soient x,x’ € E et AeR. On veut montrer que f(x+Ax")=f(x)+Af(x’)
On calcule, pour y € E,

(f(x+2Ax") = f(x)=2Af(x)|y) = (f(x +2x")y )= (F () y) = A F(x))]y)
(x+/1x 1g(»)—(x1g(»)—A(x'|g(»))

donc f(x+Ax")— f(x)—Af(x')€ E+={0}.

m Vérifier que I'égalité suivante définit un produit scalaire sur I'espace des fonctions poly-

némes réelles :
+00
(PQ) = f e " P(1)Q(r)dt
—0Q
1. Démontrer gu'il existe une unique suite orthogonale de polynémes (P,),.en. tels que pour tout
n, P, soit unitaire (i.e. de coefficient dominant égal a 1) de degré n.
2. Démontrer qu'il existe deux suites (1,,) et (u,,) de réels telles que, pour tout entier naturel n > 2,
P, = (X_)Ln)Pn—l —UnPyo
(Indication : décomposer X P,_; dans la base des Py).

Solution de 20 :

1. L'existence vient de Schmidt.
Pour I'unicité, on prend deux suites (P,), (Q,) convenant, et pour tout n, on décompose
P, € Vect(Q,,...,Q,) et on obtient P, =Q,, par orthogonalité.

2. XP,_, de degré n et unitaire se décompose dans la base orthogonale (P, ..., P,) de R,[X] en
(Pi|XPyy)  (XP|Py1)

= =0Si i <n—2 pour des raisons
1l 17|

XP, 1 =APy+-+A, 1P, +P,, AQveC A; =

de degré.

1
@ Ecrit Mines — CCINP On considére le produit scalaire (P, Q)—»f P(t) Q(t) dt sur R[X].
0

1. Vérifier qu'il s’agit bien d'un produit scalaire.
2. Monftrer qu’il existe une suite orthonormale (P,),cy d’é€léments de R[X] telle que deg(P,)=n
pour tout n.

3. Soit n > 2. On suppose que P, possede k racines de multiplicité impaire dans 10,1[, a,,...,a.
avec k< n.

k
(a) Vérifier que, si Q = ]_I(X —a;), alors (P,|Q)=0

i=1
(b) En écrivant (P,|Q) sous forme intégrale, aboutir & une contradiction.
(c) Démontrer que P, est scindé a racines simples, et que ses racines sont toutes dans 10, 1].
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4. On fixe n € N*. Soit ay,...,a, les racines de P,. Montrer qu'il existe des réels 1,,...,1,, tels que,

pour tout P eR,,_;[X], on ait
1 n
f P(t)dt=>> AiP(a;)
0 i=1

Donner une expression de ces scalaires en fonction des intégrales sur [0,1] des Ly, ou les L,
désignent les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés a la famille (ay, ..., a,).

5. On reprend les notations de la question précédente. En utilisant la division euclidienne par
P,, montrer que

1 n
VP eR,,1[X] f P(t)dt=> AP(a;).
0 i=1

Ce type de résultat est a la base des méthodes de Gauss pour les calculs approchés d'inté-
grales.

@ Décomposition QR et inégalité de Hadamard - oral Mines

1. En utilisant le procédé d'orthonormalisation de Schmidt, démontrer que, si A est une matrice
inversible carrée d'ordre n a coefficients réels, il existe une matrice Q orthogonale d’'ordre n
et une matrice R triangulaire supérieure a coefficients réels telle que A=QR.

(Oninterprétera A comme matrice de passage de la base canonique d la base des vecteurs
colonnes, et on orthonormalisera cette derniere).

2. Expliguer I'intérét de la décomposition A= QR pour la résolution d'un systeme AX = B.

3. Y-a-t-il unicité de la décomposition 2

4. On veut montrer I'inégalité de Hadamard : si M est une matrice carrée réelle, (c,,...,c,) la
famille de ses vecteurs colonnes, ||.|| la norme euclidienne canonique sur R”, alors

|detM|<|lcil]-.[leall

(a) Montrer I'inégalité lorsque M n'est pas inversible.

(b) On suppose M inversible, on I'écrit M = QR ou Q est une maftrice orthogonale et R une
matrice triangulaire supérieure. Si (r1,...,7,) est la famille des vecteurs colonnes de R, si
q est I'endomorphisme de R” canoniquement associé a Q, exprimer y; & I'aide de g et
de Ck

(c) Conclure
(d) Peut-il y a voir égalité dans I'inégalité de Hadamard 2

Solution de 22 : Décomposition QR et inégalité de Hadamard - oral Mines

1. Si(cy,...,c,) estla famille des vecteurs colonnes de A, A est la matrice de passage de la base
canonique %, de R" a la base € = (cy,...,c,). On munit R” du produit scalaire canonique
(pour lequel, donc, 4. est orthonormale). Soit 8 une base orthonormale de R” obtenue &
partir de € par le procédé de Schmidt. On a alors, avec des notations habituelles :

¢ _pB p%C
P%_P% P%

Mais ch, maftrice de passage d’'une base orthonormale a une base orthonormale, est ortho-
gonale. Et I'algorithme de Schmidt garantit que, pour tout k,

c. €Vect(ey,...,er)
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ou I'on note B =(ey,...,e,) (on a en effet, pour tout k,
Vect(ey,...,e)=Vect(cy,...,ct) )

et donc...ca marche.
2. On écrit le systeme équivalent RX = QT B, c’est un systéme triangulaire.

3. Visiblement non, vu le (petit) choix dans I'algorithme de Gram-Schmidt. Mais allons plus loin :
a quelle condition a-t-on
QR= Q/R/
ou Q et Q’ sont orthogonales, R et R’ triangulaires supérieures inversibles @
On remarque que I'égalité étudiée équivaut a

QQ=RER"

ou le premier membre est une matrice orthogonale, le second une matrice triangulaire supé-
rieure. Le probleme est donc : quelles sont les matrices d la fois orthogonales et triangulaires
supérieures ¢ construisons une telle matrice : son premier vecteur colonne, unitaire et dont
seule la premiére composante est possiblement non nulle, est donc (£1,0,...,0). Son deuxieéme
vecteur colonne est orthogonal au premier, sa premiere composante est donc nulle. Donc
seule sa deuxieme composante est non nulle, et vaut nécessairement +1 car il est unitaire.
Ainsi de suite...Bref,
on)N7 (R)={D, ; ee{-1,1}""}
ou, si e =(€y,...,€,), D. =diag(ey,...,€,). On conclut que
QR=Q'R’ &<3ece{-1,1}" R'=D.RetQ' =QD.

(on s'est servi du fait que D, était sa propre inverse). Grosso modo, cela signifie que dans
deux décompositions QR, au signe pres on retrouve les mémes coefficients.
4. (a) Le premier membre est nul, le second membre est positif.

() ck=qlrs)
(c) Donc, pour tout k, |[ckll =Il7ell- Or, pour tout k,

Iyl =

Il suffit alors de remarquer que

| [1Re.kl = Idet(R)] = |det(p)]
k=1

(d) Oui. Si et seulement sila matrice R est diagonale, d'aprés ce qui précede. Et donc si et
seulement siles colonnes de M forment une famille orthogonale.

@ Soit E I'ensemble des fonctions contfinues de [—1,1] dans R muni de son produit scalaire ca-

nonique. Soient 2 et .# les parties de E contenant les fonctions paires et impaires respectivement.
Montrer que . = 21 et déterminer la symétrie orthogonale par rapport a 2.

. 1 = |(n
Etudier la nature de la série de terme général u, = —— ( )
" nz(ﬁ)"; k
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Solution de 24 :
Cauchy-Schwarz.

@ Soient neIN*, x,,..., x, des nombres réels. Montrer que (x; + -+ x,)* < n(x? +--- x2).
Dans quel(s) cas a-t-on égalité 2

Solution de 25 :
Cauchy-Schwarz.

Soient a et b deux vecteurs unitaires d'un espace euclidien E de dimension n > 2 et de

produit scalaire noté (-|-). On étudie I'endomorphisme f de E donné par
f(x)=x—(a|x)b.

1. A quelle condition simple I'endomorphisme f est-il bijectif 2
2. A quelle condition I'endomorphisme f est-il diagonalisable 2

Solution de 26 :

1. f est facilement linéaire sur un espace de dimension finie, son injectivite suffit.
Orsi f(x)=0g, |lx]|=](a| x). Comme |la||=1, c’est un cas d’égalité de Cauchy-Schwarz donc
x est colinéaire & a : on a AeR tel que x =Aa. Mais alors f(x)=0g =Aa—Allal* b =A(a—b).
On en déduit que
s Sia#b, A=0etKer f ={0g} donc f est injectif donc bijectif.
» Si a =b, on reconnait I'expression de la projection orthogonale sur & (Ra)t qui n’est pas
bijective f(a)=0g et a #0g...).
Autre rédaction possible : on compléte (a) en une base orthonormée % =(a,e,,...,e,) de E.

1-b (0)
—b, 1

La matrice de f dans 8 est A= . , de déterminant 1— b, =1—(a|b), donc f
b, (0 1

est bijective si et seulement si (a|b)# 1.

Or (alb)=1 < (a|b)=|(a|b)| = ||lal|||b|]| <= a et b positiviement liés < a = b carils sont de
méme norme.

2. En ufilisant la matrice, on a y =(X—1+(alb)(X-1)"1 et A—1I, est de rang 1 si et seulement si
b#0g.
Donc f est diagonalisable si et seulement si b =0g ou (b #0g et (a|b)#0).

Soit Ae #,(R) vérifiant

ou ||-]| désigne la norme euclidienne usuelle sur I'espace des colonnes.
1. Etablir

VX e p (R), [AX] <X

VX € Mp(R), ATX] <X

2. Soit X e 4, ,(R). Montrer que si AX =X alors ATX =X

Espaces préhilbertiens réels - page 15



3. Etablir
Mp1(R)=Ker(A—-I,)®Im(A-1,)

Solution de 27 :

1. Ona
|ATX|" =XxTAATX = (X,AA"X)
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz
|ATX|" = (x, AATX) < IX ]| | AATX || < X1l [|AT X ||
Ainsi,
x| <ixi

et ce, que ATX =0 ou non.

2. SiAX =X alors

|ATX —x]||* = |ATx | —2(ATX, X )+ IIXIP? < 2(IX P — X T AX) = 0.
On en déduit ATX =X.

3. Soit X eKer(A—1,)NIm(A—1,).
Ona AX =X (etdonc ATX=X ) etil existe Y € E vérifiant X =AY — Y.

IX|2=(X,AY —Y)=X"TAY - X Y.

Or -
XTAy =(A"X) Y=X"Y

et donc || X|>=0. Ainsi,
Ker(A—1I,)NIm(A—1I,)={0}.

Enfin, le théoreme du rang
dimKer(A—1I,)+rg(A—1I,)=dimE

permet de conclure
E=Ker(A—1,,))®Im(A-1,).

Projection orthogonale

m On se place dans R? muni de son produit scalaire usuel, noté (--). Soit D la droite d'équation
x=—y =z, s la symétrie orthogonale par rapport a D et p le projecteur orthogonal sur D.
1. Déterminer les matrices de s et p dans la base canonique de R3.
2. Considérons les applications f et g définies sur R3 x R3 par :
flx,y)=(xlp(y)) et glx,y)=(xIs(y)).

Démontrer que f et g sont des formes bilinéaires symétriques. Sont-elles définies positives 2
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m Oral Mines Soit (E, (-]-)) un espace euclidien, p un projecteur de E.

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement siVx € E, ||p(x)||<|Ix|l.

Solution de 29 : Oral Mines

Le sens direct s'appelle inégalité de Bessel, c'est du cours (et une conséquence du théoréme de
Pythagore.

L'autre sens est moins évident et se voit bien sur un dessin par contraposée.

On suppose que la projection p n'est pas orthogonale, et on cherche un vecteur x € E tel que
[P > l1x11

p étant la projection sur F parallélement a G, avec GL # F, il apparait assez clairement sur un
dessin que si x € GL\ F, ||p(x)|| > lIx|. Vérifions-le.

On a x = p(x)+(x —p(x)) avec p(x) e F et x—p(x) € G. Comme x € G, on peut appliquer le
théoreme de Pythagore :

|pCo)||* =] —(x = pC)|” = 11212 +]|x = po)|[* > l1x1?

car x ¢ F donc x—p(x)#0g.

On peut aussi faire une preuve directe, plus astucieuse. On suppose que la projection p est
telle que pour tout x € E, ||p(x)|| < Ix|l.

Si(x,y)e F xG et t €R, on considere

[P+ en)|| =112l <+ ey |* = lxl? +2e(xly) + ||y ]

donc pourtout t €R, 2t(x|y)+”y”2 >0 ce quiimplique (x|y)=0 (comme dans la preuve de Cauchy-
Schwarz dans le cas d'une forme bilinéaire symétrique positive : reconnaitre une équation de
droite ou faire t — +00).

Distance a un sous-espace

@ Dans I'espace vectoriel R*, on définit v, =(1,2,—-1,1), 1, =(0,3,1,—1) et F =Vect(v;, 1»).
1. Déterminer un systéme d’'équations (dans la base canonique) et une base orthonormale de
F*.
2. Soit ¢, =(1,0,0,0). Calculer d(ey, F).

1 e — . . 2
Calculer, pour Ae 4, (R), Mel,gnf(IR)( Z (a;j—m; ;) )

i,jel1,n]

Solution de 31 :
Dans ce genre d'exercice qui se pose a I'oral, I'important est d'identifier un probléme de projec-
tion orthogonale. Comme dans I'exercice précédent. Ensuite, il faut frouver la réponse aux ques-
tions suivante : dans quel espace ¢ ici, assez clairement, dans .#,,(R). Pour quel produit scalaire ¢
ici, le produit scalaire canonique, qui est donné par

(UIV)=> U Vi j=te(UT V)
ij
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Sur quel sous-espace ¢ sur .,(R). Une bonne idée est de déterminer une base orthonormale de
Z,(R) pour ce produit scalaire canonique. Une meilleure est de monftrer que, pour ce produit
scalaire canonique,

Fu(R)' = .y (R)

Alors le théoréme de projection orthogonale dit que la borne inférieure recherchée est un mini-
mum, atteint en un point unique :

1
M = Pﬁ”n(R)(A) = E (A+AT)
et valant

1 1
=2 Z (“i,j—“j,if:g Z (a1 =a)

(i,J)ell,n]? 1<i<j<n

1
@ Pour tous réels a, b, ¢, on pose I(a,b,c)=J (xs—axz—bx—c)z dx. Démontrer qu'il existe un
—1

unique ftriplet (a, b, ¢) tel que I(a, b, ¢) soit minimum et le déterminer.

Solution de 32 :

Il s'agit de la distance euclidienne de X® au sous-espace de dimension finie F = R,[X] pour le
1

produit scalaire (P|Q) = P(t)Q(t)dt sur Ry.
-1
Il est atteint en I'unique Pr (X3)=aX?+bX +c € F tel que X3—Pz(X%) e F*, donc est orthogonal
a X% Xetl.

1 R
Onftrouvea=c=0et b= = apres calculs.

@ Projection sur un convexe fermé - écrit CCINP
On désigne par ¥ une partie convexe non vide d'un espace euclidien E.

1. On suppose ¥ compacte. Démontrer que pour tout élément x de E il existe un unique élé-
ment y de ¢, que I'on note p(x), tel que

lx—yll=inf|[x—z|| (=d(x,%).
ZEC

Le fait que la norme soit euclidienne ne sert que pour I'unicité.
2. On suppose seulement € fermée. Démontrer que le résultat précédent est encore vrai.
3. Soit y un élément de € ; déemontrer que

(J’:P(x)) = (Vzeﬁf (y—x,y—z><0)

(pour =>, on pourra écrire que, si z € 6, pour fout ¢ €[0,1], p(x)+ t(z—p(x)) € 6).
4. En déduire, si x et x’ sont deux éléments de E :

Ip(x)—p(x)I* < (x—x', p(x)— p(x))

puis démontrer que p est continue.

Solution de 33 : Projection sur un convexe fermé - écrit CCINP
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1. On suppose ¥ compacte. Démontrer que pour tout élément x de E il existe un unique élé-
ment y de ¢, que I'on note p(x), tel que :

lx—yll=inf|[x—z|| (=d(x,%).
ZEC

Existence : Soit x fixé dans E. L’application z — ||x — z||, continue sur le compact €, a valeurs
réelles, est bornée et atteint ses bornes; en particulier, elle atteint un Minimum en un point
VEE.

Unicité : C'est nettement plus difficile, et il faut faire un dessin. Remarquons que |'existence
ne suppose pas la norme euclidienne, on va en revanche en avoir besoin pour I'unicité.

Supposons que y, et y, soient deux €léments de € tels que
lx—=nll=lx—pll=dx,€)
L'identité du parallélogramme donne alors :

2(lyr = xIP +1ly2— 2P = Iy + y2—2x1P + 11 — yal?
(ce n’est qu'un dessin clair et bien observé qui peut donner I'idée d’écrire celal) Divisons
par4:
1 1
d(X,‘g)z=||§(y1+J’2)—x||2+z||J/1—J’2||2

. L. 1 1 . . . .
Mais, par convexite, E(yl +p)e €, donc ||§(y1 +y2)—x||2 > d(x,6)*, ce qui entraine nécessaire-

ment [ly1 — 3.l =0, donc y = 3.
On peut écrire différentes choses menant a cette unicité, voir des triangles isoceles et des
tfriangles rectangles plutét que des parallélogrammes, etc...

2. On suppose seulement ¢ fermée. Démontrer que le résultat est encore vrai.

Existence : On part de I'idée simple suivante : ce n'est pas parmi les points de € « éloignés »
de x que I'on trouvera y. On considere donc encore x fixé dans E. Soit r >0 tel que

B'(x, 1) N6+

('existence d'un tel r ne pose pas de probleme : on peut prendre r = d(x,y) ou y est un
élément quelconque de €). Posons alors ¢’ = B'(x,r)Nn €. Fermée (comme intersection de
fermés) et bornée (carincluse dans une boule) dans E de dimension finie, ¢’ est compacte.
Il existe donc y, € 6’ tel que

llx — yoll = d(x,6")

Si z €6, de deux choses I'une :

— Soit ze ¢, et alors ||x — yl
— Soit ze «’, et alors ||x — yl

lx—zll,

VARV

|
|Sr<|lx—z

On voit que ||x — |l minore {||x —z|| ; z € €}. Mais y, € ¢, donc
lx = yll=d(x,€)

Unicité : La démonstration du 1 marche encore : on n’a utilisé que la convexité de 6.
Soit y un élément de ¢ ; démontrer que

(J’ZP(X)) = (\7’26‘6 (y—x,y—z)so)
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— Supposons que y € 6 Vvérifie
Vze€ (y—x,y—z)<0)
Alors, pour tout ze€ 6,

llx—zl? = lI(x = y)+(y = 2)II”

=llx=ylP+lly -zl +2(x -y, y —2)
>lx—=yllP+lly -zl

=
2
Zx—yll

ce qui montre bien que y = p(x).
— Supposons y = p(x); soit z € € ; par convexite, on a

Yt e[0,1] (I1-t)y+tzes

et donc
Vrel0,1] I(1—0)y +tz—x|P>|ly — x|

ce qui s'écrit
I

Veelo1] Iy —x)+tlz=y)*=lly — x|

ou encore, en développant,
Veelo1]  lly—xlIP+llz—ylP+2e(y —x,z2—y) = lly — x|

et donc
VYt e€[0,1] tlz—yllP+2t{y—x,z2—y) >0

d'ou, en multipliant par 1/t si t >0,
Yt €]o,1] tlz—ylP+2(y—x,z—y)>0
et en prenant la limite quand ¢t — 0,
(y—x,z—y)=20

qui est bien ce qu’'on voulait.
3. En déduire, si x et x’ sont deux éléments de E :

1p(x) = p(x)I? < {x—x", p(x)—p(x)

puis démontrer que p est continue

Partons du second membre :

(x—x',p(x)—p(x") = (x— p(x), p(x)— p(x") + (p(x)— p(x"), p(x) — p(x"))
+(p(x")—x', p(x)—p(x")

La question précédente permet alors de conclure a I'inégalité voulue. Puis, par Cauchy-
Schwarz, on obfient que p est 1-lipschitzienne donc continue.
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m Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I'écrit

Si uy,...,u, sont n vecteurs d'un espace préhilbertien réel (E,{.,.)), on définit leur matrice de
Gram, G(uy,..., u,), comme la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient en ligne i et colonne j
est (u,-, u])

1. Démontrer que si la famille (uy,...,u,) est liée alors le déterminant de sa matrice de Gram

est nul (on pourra commencer par supposer que u,, s'écrit comme combinaison linéaire des
autres u;).

2. Onsuppose maintenant (uy,..., u,) libre, et on considere (e, ..., e,) une base orthonormale de
Vect(uy,...,u,). On note :
..... e,,)(ulr---r un)

(a) Exprimer G = G(u,,...,u,) & 1'aide d'un produit faisant intervenir A et sa transposée.
(b) Monftrer que le déterminant de G est strictement positif.
3. On suppose la famille (uy,..., u,) libre; on désigne par F le s.e.v. engendré par (uy,..., u,), et
par x un vecteur de E. Démontrer :
2 det(G(ul,...,un,x))
det(G(ul,..., un))

[d(x, F)]

On pourra par exemple, dans le calcul de det(G(ul,..., un,x)) écrire x =(x—z)+z, z désignant
le projeté orthogonal de x sur F.

Solution de 34 : Déterminants de Gram - grand classique de I'oral et de I'écrit

1. Supposons u, =a,_ju,—1+...+a;u;. Alors, pour tout i €[1,n—1],
(Ui up) = ap(uj, upy) +...+ar{u;, uy)
OuU encore
(U, up) (U, up_1) (uy, uy)
: =, : +- 4o :
(un’un> (unrun—1> (un!u1>

que I'on peut lire de la maniére suivante :
Cp :an_lcn_1+...+alcl

ou les ¢ sont les colonnes de la matrice de Gram G(uy,...,u,). Les colonnes étant liées, le
déterminant est nul.

Dans le cas général, il n’est pas nécessaire que u,, soit combinaison linéaire des autres u;.
Mais si la famille (u,,..., u,) est liée, au moins un des u; s'écrit comme combinaison linéaire
des autres uy. Et on conclut de la méme maniéere, en montrant que la colonne ¢; est alors
combinaison linéaire des autres.
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2. Rappelons que, pour tout couple (i, j) de [1,n]?,
Gij=(ui, u;)
et, la base (ey,...,e,) étant orthonormale,
A j=(ei, uj)

Mais d’autre part (calcul du produit scalaire dans une base orthonormale) :

n

Gi,j =Z<€k, u;){ex, uj)

k=1
n
:ZAk,iAk,j
k=1
=(‘'A 4),
ij
et donc
G=ATA
On en déduit

det(G)=(det A’ >0
(A€ GL,(R)). En fait, on peut dire plus : G est symétrique définie positive.
3. La derniére colonne de G(uy,..., u,, x) est

(ul’x) ((ul’z>\ ((ul’x_'z)\

(uz.,x) (Uz.,z> (uz,{C—Z>

() | | (un2) || (tny x—2)

v ) \wa) \(xna—z))
ou z est le projeté orthogonal de x sur F =Vect(u,,..., u,). Donc :

(ul’x) <u1,2>\ ( 0 \

() || (4 2) 0

x,x)) \(z2)) \(x—zx—2))

Utilisons la linéarité du déterminant par rapport & sa derniere colonne. On obtient, notant
g(...)=det(G(...)):

(U, wy) oo oo {ug,uy,) 0
gluy,...,uy, x)=8uy,..., Uy, z2)+ : : :

(U, uy) .. oo Uy, uy) 0

(z,w)) ... ... Az,u,) |lx—2z|?
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(on réutilise le fait que (uy, x) = (ug, z) + (ug, x — z) = (ug, z)). On développe alors par rapport
a la derniere colonne le dernier déterminant; tenant compte de la nullité de g(uy,..., u,, z)
(famille liée), on conclut :

guy, ..., up, x)=llx—zl* gluy,..., u,)

@ ENS Rennes On pose E =€6'([0;1],R) et

1 1
Vf,geE,<f,g>=f f(t)g(t)dt+f f(0)g'(r)de.
0 0

1. Montrer que (-,-) définit un produit scalaire sur E.
2. On pose
V={feE|f(0)=f(1)=0} et W={feE]|f estdeclasse & et f"=f}.

Monftrer que V et W sont supplémentaires et orthogonaux.

Exprimer la projection orthogonale sur W.
3. Soient a,B eR at

Eup={f€E|f0)=aet f(1)=p}.
Calculer

1
inf J (f(ey+ f/(¢))dt.
0

feEs.f

Solution de 35 : ENS Rennes

1. Vérification sans peine.
2. Soit (f,g)eVxWwW.Ona

1
(f.g) =J Fg"(0)+ (g (nde =[f(1)g ()], =0
0

et les espaces V et W sont donc en somme directe. Soit f € E. Posons
_ f(1)=f(0)ch(1)
sh(1) '
Ona f=g+havec h=Ach+ushe W et g=f—h €V par construction. Les espaces V et W

sont donc supplémentaires orthogonaux et I'on peut infroduire la projection orthogonale p
sur W. Par ce qui précdde

A=f0)etu

f(1)—f(0)ch(1)
sh(1)

p(f)=f(0)ch+ sh.

3. Soit g la fonction de E, g définie par
B —ach(1)
sh(1)

Les fonctions de E, g sont alors de la forme f = g+h avec h parcourant V et par orthogonalité
degeth

g=oach+ sh.

1
f (f?+ f(0P)de =17 = gl + IRl
0

On en déduit
(a®+B?)ch(1)—2ap

sh(1)

1
. 2 70412 _ 2 _
flé}s{,L (f@P+f(2))de =llgl* =
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