MPI . a rendre lundi 4 mars
Devoir Libre n° 14

[Suje’r ccmpj

Exercice 1 : topologie de GL,(R)

On considére I'espace vectoriel normé ., (R) On note GL,(R) I'ensemble des matrices inversibles de
M,(R) .

On pourra utiliser librement dans cet exercice que I'application déterminant est continue sur .#,(R) .

1. L'ensemble GL,(R) est-il fermé dans .#,(R)?

2. Démontrer que I'ensemble GL,(R) est ouvert dans .#,(R)

3. Soit M un élément de .#,(R), justifier que :

Ip>0, YA€o,pl, M—AIL, €GL,(R)

Démontrer que I'ensemble GL,(RR) est dense dans .#,(RR)

4. Application :
Si A et B sont deux matrices de ., (R), démontrer que les matrices A-B et B-A ontle méme polynédme
caractéristique.

A I'aide des matrices A :( (1) 8 ) et B :( (1] 8 ) prouver que le résultat n'est pas vrai pour les

polyndmes minimaux.

5. Démontrer que GL,(R) n'est pas connexe par arcs.
On rappelle que I'image d'une partie connexe par arcs par une application continue est une par-
tie connexe par arcs.

Exercice 2 : polynémes de Hermite

Soit (H,)new la famille des polynémes définie par Hy=1 et, pour tout neN, H,, = XH, —H,,.
1. Démontrer que, pour tout n €N, H, est un polyndme unitaire de degré n.

2. Démontrer que, pour tout neN, H,,, =(n+1)H,.

Pour tous polynémes P et Q a coefficients réels, on pose

(P\Q)=f P(x)Q(x)f(x)dx,
1

2 +00o
la fonction f étant définie sur R par f(x)= Wor exp (7%) On rappelle que f flx)dx=1.
T —co

3. Un produit scalaire sur R[X]

(a) Justifier, pour tous polyndmes P et Q dans R[X], I'existence de I'intégrale qui définit (P | Q).
(b) Démontrer que I'on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].
4. Une famille orthogonale
Dans la suite, R[X] est muni de ce produit scalaire et de la norme associée notée ||.||.
(a) Démontrer que, pour fout P e R[X] et pour tout neNN, (P | H,) = (P" | H,).
(b) En déduire que , pour tout ne N, la famille (Hy, H;, ..., H,) est une base orthogonale de R,,[X].
(c) Calculer ||H,|| pour tout neN.
(d) Soit P = X3+X2+X+1. Préciser les polynémes H,, H, et H; puis déterminer quatre réels a; (0<i<3)
3

tels que P = Z”IH"' En déduire la distance d du polyndbme P au sous-espace Ry[X] des poly-

i=0
némes constants, c'est-a-dire la borne inférieure de ||P— Q|| quand Q décrit Re[X].
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Probléme

Notations et rappels

Soit n un entier supérieur a 1. On désigne par diag(a;,...,a,) la matrice diagonale de .#,(R) dont les
coefficients diagonaux sont les réels a;,...,a, dans cet ordre. Si M € .#,(R), on note MT sa fransposée.
On munit I'espace vectoriel E = R" du produit scalaire canonique noté (| ) et de la norme eucli-
dienne | || associée. On note .#(E) le sous-espace des endomorphismes symétriques de E, c'est-a-dire
I'ensemble des endomorphismes s de E vérifiant :
V(x,y)€ E?, (s(x)ly)=(xIs(y).

Un endomorphisme symétrique s de E est dit symétrique positif (respectivement symétrique défini positif)
Si:
Vx€E, (s(x)|x)=>0 (respectivement Vx e E\ {0}, (s(x)x)>0).

Une matrice S de .,(R) est dite symétrique positive (respectivement symétrique définie positive) si :
VX ey (R), XTSX >0 (respectivement VX € 4, ,(R)\{0}, XTSX >0).

On note f(R) (respectivement & *(R)) I'ensemble des matrices symétriques positives (respective-
ment symétriques définies positives) de .,,(R).

On rappelle qu’'un endomorphisme s de E est symétrique (respectivement symétrique positif, symé-
trique défini positif) si, et seulement si, sa matrice dans toute base orthonormée de E est symétrique
(respectivement symétrique positive, symétrique définie positive).

On admet que, pour tous réels positifs ay,...,a,,
n 1/n n
(l_[u,-) < ;Za, (inégalité arithmetico-géomeétrique).
i=1 i=1
Objectif du probléme

On se donne une matrice S de ¥ (R) (ou .#,"*(R)) et on étudie le maximum (ou minimum) de la forme
linéaire A— Tr(AS) sur des ensembles de matrices.

Questions préliminaires

1.

(a) Enoncer (sans démonstration) le théoreme de réduction des endomorphismes symétriques de
I'espace euclidien E et sa version relative aux matrices symétriques réelles.

(b) Toute matrice symétrique a coefficients complexes est-elle nécessairement diagonalisable 2
On pourra par exemple considérer la matrice de .,(C) :

s=(1 %)

2. Soit s e #(E), de valeurs propres (réelles) 24, ..., 4, rangées dans I'ordre croissant :
M <A << A

Soit g = (€y,...,€,) une base orthonormée de E telle que, pour tout i € {1,...,n}, €¢; est un vecteur
propre associé & la valeur propre A;. Pour tout vecteur x de E, on pose :

Ry(x) = (s(x)|x).

(a) Exprimer Ry(x) & I'aide des A; et des coordonnées de x dans la base f.
(b) En déduire I'inclusion : Ry(S(0,1)) C[A;,A,] oU S(0,1) désigne la sphére unité de E.

3. (a) Onsuppose dans cette question que s est symétrique positif (respectivement symétrique défini
positif). Démontrer que les valeurs propres de s sont toutes positives (respectivement strictement
positives).
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(b) Soit S=(s;,))€ #;(R), de valeurs propres 4,, ..., 4, rangées dans 'ordre croissant : Application de l'inégalité d’'Hadamard : détermination d’'un minimum

AL <A << A, Soit S €., (R). de valeurs propres 0< A, <---< 4, et A=diag(4,, ..., 4,). Soit 2 € 6,(R) telle que S =QAQT.
On désigne par % I'ensemble des matrices de .#,"*(R) de déterminant égal & 1.
Onnote s I’end,orr,worphlsme de E represente par S don_s la bos’e canonique B =(ey, ..., e,). Expri- 12. Démontrer que, pour tout A€ %, la matrice B=QTAQ est une matrice de % vérifiant :
mer le tferme général s; ; de S comme un produit scalaire et démontrer que :

Tr(AS)=Tr(BA).
Vie{l,...,n} A;<s;;<A,.
13. Démontrer que {Tr(AS), A€ %} = {Tr(BA), B € %}, puis que ces ensembles admettent une borne

Un maximum sur 0,(R) inférieure que I'on notera m.

On note I, la matrice unité de .#,(R) et 0,(R) le groupe des matrices orthogonales de ., (R). 14. Demontrer que, si B =(b; ;)€ %

4. Démontrer que I'application M — MM —I,, est continue de .#,,(R) dans .#,(R). TH(BA)Z n(A; - Ap) /" (by g+ by )™

5. Justifier que, si A=(a; ;) est une matrice orthogonale, alors : o
15. En déduire que, pour B=(b; ;)€ %, Tr(BA)> n(det(S))"/".

Y(i, j)e{l,...,n}? |a; ;| <1. . 1 .
(et nl lal 16. Pour tout entier k tel que 1<k < n, on pose uy. = A—(det(s))“" et D =diag(ui,..., ).
k

6. En déduire que le groupe orthogonal ¢,(RR) est une partie compacte de .#,(R).
7. Soit S€ #*(R), de valeurs propres (positives) 4,,...,A,. On pose A=diag(4,,...,A,).
Si A est une matrice orthogonale, on note T(A) le nombre réel T(A)=Tr(AS).

Déterminer le réel m.

Fin de I'énoncé
(a) Soit A€ g,(R). DEmontrer qu'il existe une matrice orthogonale B telle que :
T(A)=Tr(BA).

(b) Démontrer que I'application T de 6,(R) dans R admet un maximum sur ¢,(RR), que I'on notera
t.

(c) Démontrer que, pour toute matrice orthogonale A de 6,(R), T(A)<Tr(S), puis déterminer le réel
t.

Inégalité d’Hadamard
Soit S=(s; ;) € #, (R). de valeurs propres (réelles positives) A,,...,4, rangées dans I'ordre croissant :
0< A <A << Ay

8. Démontrer I'inégalité valable pour tout S €., (R) :
1 n
det(S) < (;Tr(s)) (%).

9. Soit a=(ay,...,a,)€eR", D =diag(ay,...,a,) et S, =DTSD. Démontrer que S, € ¢, (R) et calculer Tr(S,).
10. Dans cette question, on suppose que les coefficients diagonaux s; ; de S sont strictement positifs et,

pour1<i<n, on pose q; = — En utilisant I'inégalité (x), démontrer que :
VAN

n
det(S) < ]_[ Site
i=1

n
11. Pour tout réel >0, on pose S, =S +¢1,. Démontrer que det(S€)<l_[(s,-,,»+s), puis conclure que :
i=1

[ [ <] [sis (inégalité d’Hadamard).

i=1 i=1
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