Probleme Mines-Ponts MP 2010

Dénombrements de certaines matrices binaires

A.

Questions préliminaires

. Pour n=2, c’est facile, on a (% ={(i}D} et up= 1)

Pour n =3, on remarque que chaque ligne et chaque colonne doit comporter exactement un terme

v onee (3= (34101 GID QTG D) et -
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. VU la définition de %,,, on a pour A€ %,,, AX,=2X, et comme X, #0,

G(O vecteur propre de A associé a la valeur propre 2)

. Pour des raisons de symétrie, en sommant toutes les matrices de %,,, on obtient une matrice dont tous

les ccefficients sont égaux. Vu la définition de h,,, on a alors

Pour un argument plus précis, si on appelle £, I'ensemble des matrices de %, ayant un 1 en une
position fixée (i, j), alors I'application qui & A associe la matrice obtenue parles transformations L, « L;
et C; — C; est une bijection de #, vers 7, (la réciproque consiste d faire les mémes opérations), ce
qui confirme qu'ily a autant de 1 en une position (i, j) quelconque dans les matrices de %, que de 1
en position (1,1), soit h,,.

Etude du cardinal de %,

. On a alors d'une part

Z AX, = Z 2Xy=2u,X,
Ae, A€,

et d'autre part

Z AX, = ( Z A)XO =h, ] X, =nh,X,.

A€, A€,

Comme X, #0, on fire

. Comme dans la question 3., les matrices de s, ont un 1 en position (1,1) et deux autres 1 en positions

(1, j)et (i, 1) avec i, j €[2,n]. Quitte & considérer la bijection qui effectue L, « L; et C, < C;, on obtient
que le nombre de telles matrices a (i, j) fixé est aussi k,.

Finalement, tous ces (n—1)* cas étant disjoints, (hn =k, x(n— 1)2)

. Soit n>4.

Notons ¢! I'ensemble des matrices A € #, avec un 1 en position (2,2). Une telle matrice A s'écrit par

0 . 1 1
blocs A= ({)2 A’) oU J,= (1 1) et A€ ¥,_, : elles sont donc au nombre de |4, | = .



Notons ¢ I'ensemble des matrices A € 2, un 0 en position (2,2). Une telle matrice s'écrit par blocs
1 1 0 ... 0

A=|0 -oU A’ e #,_1(R) possede un 0 en position (1,1), un 1 sur la premiére ligne et un 1 sur
A/
0

la premiére colonne, et exactement deux 1 dans chacune des autres lignes et colonnes. En modifiant
le coefficient en position (1,1) en 1, on décrit exactement les matrices de .#¢,_,. De telles matrices A
sont donc au nombre de |#| = h,_;.

Les cas étant disjoints, ¢, =%, L%}, on tire

. Soit n>4. D'aprés les questions précédentes,
Up—1
n—1
h,  2u,
(n—12 nn—1
« k,=u,_,+h,_, (Question 6)

By = (question 4)

-knz

B (questions 4 et 5)

L 2u 2u,_ . ..
Ainsi, " ==l 4y, ,. | Puis, en divisant par (n—2)2, | 2nw, =2(n—1)w,_, + Wy_,.
nn—1)2 n-—1
1 6 1 e , . .
Comme wy=1, w; =0, w, = 7 wsy = 26 on vérifie qu'on a bien aussi 6ws = 4w, + w; et 4w, =2w, + w,

de telle sorte que la relation est vraie pour tout n > 2.

. On a déja (pour toutn=0, w, > O)

On montre par récurrence d'ordre 2 que pour tout n20, 2(n) : « w, <1

On a déja 22(n) vraie pour n €[0,3] (il faut au moins deux initialisations).

Soit n >4 tel que Z(n—2) et #(n—1) sont vraies.

Alors 2nw, =2(n—1w,_; + w,_, <2(n—1)+1<2n donc w, <1 ce qui établit larécurrence.

Donc G)our tout n=0, w, €0, ID

La relation de récurrence de la question précédente donne pour n =2, w,_, =2nw, —2(n—1)w,_; qui
n

est un terme général de série télescopique. Donc, pour n > 2, Z Wiy =2nw, —0.
k=2

n
Ainsi (Z wk_2> = (2nw,),s, est croissante donc a une limite finie ou +oo. Si cetfte limite est finie et
k=2 n>2
vaut £, elle est strictement positive car4w,=1>0 et w, ~ o est un terme général de série divergente
n
ce qui est contradictoire (méme si c’est le résultat recherchél).

Cette limite est donc +oco ef donc Z w, diverge.

Autre argument possible : comme cette suite (2nw,),s, est croissante, pour n>2, 2nw, > 4w, =1 donc

1 . - . .
w, = o et on conclut en comparant a la série harmonique (divergente).
n

Comme Z w, diverge alors que (w,), est bornée,

Ee rayon de convergence de la série entiére Z w,x" est égal a 1]




9. Soit x €]—1,1[. On utilise la relation de récurrence de la question 7 :

+00 +00 +00 +00 +00
2 E nw,x"=2 E (n—Dw,_; x" + E Wy_,x" =2 E nw,x" + E wy, x"*?
n=2 n=2 n=2 n=1 n=0

donc, avec w,;, =0,

+00
2(1—x)x2nwnx”*1 —2w; x = x*W(x)
n=1

et comme on peut dériver terme & terme W sur I'intervalle ouvert de convergence ]—1,1[, on obtient

Gx e]—1,1[\{0}, 21—x)W'(x)—xW(x)= 0)

encore valable pour x =0 par continuité (W est de classe €°° comme somme de série entiere sur
I'intervalle ouvert de convergence.)

Il s'agit d'une EDL d'ordre 1 avec x — 2(1—x) et x — —x continues sur |—1,1[, la premiére ne s'annulant

pas.
X X 1 1 Injl1—x|—x
Oncalcule | ——dx=| ———dx== ( —l)dx:—¥+c.
2(1—x) 2(1—x) 2 1—x 2
_ Injl—x]—x e_x/2
On a donc une constante AeR telle que W:x— Ae- 2z =A —
—X

Comme W(0)=w,=1, on fire A=1 et

C. Equivalent d'une suite de coefficients d’'un développement en série entiére

10. Comme x — e** est développable en série entiére sur R et x — (1—x) ™ développable en série entiére

surl—1,1[ (au moins, Rsi B € Z~), par produit (de Cauchy), ((D est développable en série entiere sur1—1, 1D

(au moins).

11. Soit xe]—1,1[. (1—x)* =Z_ﬁ(_ﬂ_l)'ﬁ‘,(_ﬂ_”“)(—x)" avec
n=0 :

BB+1)...(B+n—1) _BB+1)..(B+n—1)

n! n!

n

donc en remarquant d’abord que I'(8) > 0 par positivité améliorée car ¢ — tF~le™" est

continue, positive, non contamment nulle sur ]0,+o0[ et que
[(n+p)=(n+p—l(n+p—1)=-=(n+p)n+p—1)-p-T(p)

en appliquant par récurrence la propriété T(B + k)= (B +k—1)I(B + k—1).
12. On obtient par produit de Cauchy

~ no gk 1 n a”_kr(k-i-ﬂ)_ 1 " (n ik
¢"‘Z(n—k)!“"_r(ﬁ)kz=(; (n—k)k! _n!r(ﬂ);(k)a Tik+p)

k=0

1 oo [ ek kel 1 +00 Y
n!l"(/})ﬁ (kz:(;(k)a ”)” e du_n!l"(ﬁ)ﬁ (a+uw)"'uP e "du

(le calcul donne la bonne définition de v,,).




13. Comme proposé par I'énoncé, on étudie, pour n > 1 fixé, les variations de f : u — e “(a+ u)" qui est
bien dérivable sur [—a,+00].
Ona fru—e™(nla+u) "' —(a+u))=e"(n—a—u)(a+u)"".
D'ou le tableau de variation

X —a n—a +00
f'(x) + 0 -
o0
f(x) ) / \ )

La suite est assez technique.
Comme a est fixé, on aunrang N a partir duquel n—a > a.
Posons n> N. On a, vu les variations ci-dessus ef par croissance de I'intégrale,

e “a+a)*aP

B

Par dilleurs, toujours avec les variations ci-dessus, la positivité et la croissance de I'intégrale,

a a
0<f uP e (a+u) du<f uP e a+a)" du=
0 0

e a+a)"

+00 n—a
J uPle ™ (a+u)" du?J ub e (a+u)" du> 5 (n—a)’ —aP).
a a
a aﬁ +00
Ainsi, comme n—a > a, f uP e ™ (a+u)" du| < —f uPle ™ (a+u)" du.
0 (n—a)f —ab |,
—

n—+00

+00
= o (f uP e “(a+u)" du).
n—+00
a
+oo

14. Cette question est trés difficile | La question précédente donne vy, ~f uP e (a+uw)" du.

Finalement,

a
f uPe (a+u)" du
0

a

On cherche d montrer qu'on peut trouver a > |a| tel que
+00 [ee]
f uPe (a+u)" du ~f e “(a+u)"P! du.
a a
Or

0 +00 +00
f e “(a+u)P1 du—f uPle ™ (a+u)" du J (e+uwft—uf e “(a+u)" du

+00
<J |(a+ u)ﬂ_l—uﬁ_l|e_”(a+ u)" du
a

Soit f:t—tF et u>a. f est continue sur [u, u+a] et dérivable sur Ju, u +a[, donc par théoréme des
accroissements finis, on a ¢, €lu, u+af tel que (a+ u)’ ' —uf" =af'(c,)=a(B—1)c 2.
Or

u \f2
0<cP?< max tP?=max(u? (u+a)f?)=(a+ u)ﬁfzmax(( ) ,1)
telu,u+al u+a

a P2
<(a+u)ﬁ_2max((1—a+u) ,1)
a

p—2
< uﬁ_zrnax(l,(l— ) ) (valable pour g >0 quelconque).

a+a



16.

p—2
Ainsi, en posonTC:|a||ﬂ—1|max(1,( a ) )
a+a

+00 +oo
f |(a+ u)ﬂfl—uﬁflie*”(a—k u)" du < Cf e “(a+u)""P2du.
a

a

En intégrant par partie sur un segment [a, A] puis en faisant A — +oo, on obtient

e Y a+a) A1 1
+
n+p-1 n+p—1

+00
f e “(a+u)""Ptdu
a

+00 +00
0<J e “a+u)*"P2du=— J e “(a+u)"Pdu
a a

1
—
n+p-1
————

—0
n—+o0o

I'inégalité étant valable au moins & partir d'un certain rang.

oo +00
e “a+u)""P ' du —J uP e (a+u)" du= o(f

a a

+oo

On obtient alors f

a

e “(a+u)"P! du) ce qui per-

oo
met bien de conclure avec la question précédente que | vy, ~f e “(a+u)""P! du.
a

. Question plutét difficile également.

A I'aide du changement de variable ¢t = a + u (licite car affine, donc ¢! et bijectif de ]a,+oo[ sur
la+a,+o00]), avec la question précédente, pour n €N,

+00 ata
Yo e"‘f e_tt"+ﬁ_1dt:e“(1‘(n+/5)—f e—ft"+/3—1dr).
n—+00
a+a 0

at+a
Reste & voir que f e ' t"P 1 dr =o(T(n+p)).
0
Soit n>1. On a alors n+p—1>0 et on remarque que pour tout t €]0,a+af, 0< e t" P < (a+a)"F 1,
donc, par croissance de l'intégrale, avec 0<a +a,

a+a
0<f e t"Pldr <(a+a)tP.
0

MaisT(n+p)=(n—1+p)n—2+p)---f-T()=(n—1)(n—2)---1-B-T(B)=(n—1)| -T(B).
donc (a+a)"*P = nfioo(r(n +/5)) par croissances comparées, puis, par encadrement,

at+a
—t cn+f—1 _
L e't dt—n_groo(f(n—i—ﬁ)).

Finalement, | Y, ~e®T(n+f).

. . 1 1 . . s
Avec les questions 12 et 15, appliqué au cas de a = > et = 5 vu la question 9 et par unicité des
coefficients du développement en série entiere,

U, _$ e_l/zl"(n+%)
(n)z 7" T amveo pip(3)
On obtient, comme en 11, r(n+l)z(n—l)l"(n—l—kl)z(n—l)(n—é)---ll"(l) donc
2 2 2 2 2 2 \2

I(n+3) (@n-1)2n—3)--3-1 (2n—1)2n—3)---3-1 _(2n)
O 2n © 2n(2n)2n—2)---2  22npl’

(e



On a alors, avec la formule de Stirling,

(n)  aAmn(Z)"

Up ~ Je2n T Jeoen

n 2n+%
donc u,,~2«/5(€) )
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