n FONCTION VECTORIELLES D’UNE VARIABLE
REELLE

Dans cette partie, on désigne par K I'un des deux corps R
ou C.

Soit I, J des infervalles de R d’intérieurs non vides.

Soit (E,Illg). (Ellg). (G llg) des K-espaces vectoriels normés
de dimension finie non réduits au vecteur nul. Lorsqu’il n"est
question que d’un espace normé, sa norme est notée |-|| sans
ambiguité.

Rappel : les normes étant équivalentes en dimension finie, les
notions de limite ne dépendent pas de la norme.

n Dérivabilité d’une fonction vectorielle
n Définition

Définition 1 : Dérivée

Soit f: I — E, ae I. On dit que f est dérivable au
point a si et seulement si lea(f(x) - f(a) a une limite

1
lorsque x — a si ef seulement si E(f(“+ h) - f(a)) aune
limite lorsque h — 0.

df

Cette limite est alors notée f'(a) ou P

(a) et appe-
|ée dérivé de f au point a.
f est dérivable sur I lorsqu’elle I'est en tout a € I.

I —
est la fonction dérivée
X — f’ (x)

df
! _ o
Alors ' = rE

de f.

Propriété 1:DL;

f est dérivable en a si et seulement si elle admet
un développement limité & I'ordre 1 en a, c’est-a-dire
si on peut écrire

fla+h)=f(a)+hb+h-e(h) =f(a)+hb+h00(h)

ol beE et e(h) P 0g. Dans ce cas, b= f'(a).

Corollaire 1 : dérivable — continue

Si f est dérivable en a (respectivement sur I), alors
f est confinue en a (respectivement sur I). La réci-
proque est fausse.

Remarque

R1—- Comme pour les fonctions numériques, on définit
aussi des dérivées & gauche et a droite de a (lorsque
c’est possible) notée fi(a) et f)(a) : ce sont les déri-
vées des restrictions & In] —oo,al et Inla,+oo[ de f, et
on a f dérivable en a si set seulement si elle I'est &
gauche et a droite et fz(a) = f)(a).
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Fonctions vectorielles

Propriété 2 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sin=dimE et B = (ey,...,en) base de E, f = ) frey.
k=1
f est dérivable en a € I (respectivement sur I) ssi
n

pour fout k, fi. I'est et alors f'(a) =Y fi.(a)e) (respec-
k=1

n
fivement f'= )" fiep).
k=1

H Opérations sur les fonctions dérivables

Propriété 3 : Linéarité

Une combinaison linéaire de fonctions dérivables
est dérivables de dérivée la combinaison linéaire des
dérivées.

Propriété 4 : Image par une application linéaire

Siue L(E,F) et f:I— E dérivable sur 1, alors uo f
est dérivable, de dérivée

Remarque

R2- /\ ne pas confondre avec la formule de dérivée
d’une composée !

Exemple

E1 - La projection du vecteur vitesse est le vecteur vitesse
de la projection du mouvement.

Propriété 5 : Image par une application multilinéaire

Si B:ExF — G bilinéaire, f:1— E, g:I— F déri-
vables sur 1, on note B(f,g) : x — B(f(x), g(x)).
Alors B(f,g) dérivable sur I et

n
Plus généralement, si (fi,..., fa) € [ | Ell est une fa-
i=1

n
mille de fonctions dérivables sur I, M : || E; — F une
i=1
application n-linéaire, alors M(fi,..., fn) est dérivable
sur I et

Corollaire 2 : Dérivée d’un produit de fonction sca-

laire par une fonction vectorielle

Dérivée d’un produit de fonctions dérivables fg
ol f:1-Ketg:1—E:
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Corollaire 3 : Dérivée d’un produit scalaire

Dérivée d’un produit scalaire de fonctions déri-
vables dans un espace euclidien :

Corollaire 4 : Dérivée du déterminant

Dérivée d’un produit scalaire de fonctions déri-
vables dans un espace euclidien : Soit, pour j € [1,n],

Cj: I — Ay (K) fonction dérivable. Alors I'applica-
tion déterminant f: t — ‘C1 0) Cn(t)| estde-

rivable sur I et

Propriété 6 : Composition

Sif:I—E,¢:]— R dérivables tel que ¢(J) c I, alors
fog dérivable et

Applications de classe ¢

Définition 2 : Classe d’une fonction vectorielle

f est dite de classe ¢ sur I si elle est continue sur
I.

f est dite de classe € sur I si elle est k fois déri-
vable sur I et £ est continue sur 1.

f est dite de classe € si elle est de classe € pour
fout n, c’est-O-dire si elle est indéfiniment dérivable.

Remarque

R3— On peut étre dérivable sans étre de classe €.

Exemple

E2— f(x)=x?sin prolongé par 0 en o.

On fixe désormais n € IN U {+oo}.

Propriété 7 : Lien avec les fonctions coordonnées

n
Sip=dimE et B=(ei,...,ep) base de E, f = kz frex
=1l
f estde classe €™ sur I si et seulement si pour fout

n
ke[1,n]. fi I'estetalorssine N, f® =3 fe;.
k=1
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Propriété 8 : Linéarité

€"(1,E) est un IK-espace vectoriel et si ne N ef si
f,ge6"(,E) et LeK,

(f+/lg)(”) :f(n) +ﬂg(n).

Propriété 9 : Image par une application linéaire

Siue #(E,F) et fe€"(I,E) alors uo f € €"(I,F) et si
nelN,
(uOf)(n) — u0f(”).

Exemple

E3 — La projection du vecteur accélération est le vecteur
accélération de la projection du mouvement.

Propriété 10 : Formule de Leibniz

Si B: ExF — G bilinéaire, f € €"(I,E), g € €"(I,F)
alors B(f,g) € €"(I,G) efsineNN,

Corollaire 5 : Dérivées successives d’un produit

Si fe€"U,K), ge€",E) alors f-ge€"(I,E) et si
nelN,

(f-g)™ =ki (Z)f(k) g
=0

Propriété 11 : Composition

Sif:1—E,¢:]— R declasse €™ telles que p(J) < I,
alors fo¢ de classe €" sur J.

E Intégration sur un segment d’une fonc-
tion vectorielle

n Fonctions continues pas morceaux

Soit a,be R tels que a< b.

Définition 3 : Fonctions continues par morceaux sur

un segment

Une application f:[a,b] — E est dite continue par
morceaux si et seulement s'il existe une subdivision
o=(a=ag,a,...,an =b) de [a, b] telle que
f|]ﬂk'
f admet des limites & droite de ay,

est confinue.
A [

Vkelo,n-1],

et & gauche de ay,;.
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c’est-a-dire
fl]“kvﬂk+1[ est continue.
Vkelo,n-1], fl]ak,ak+1[ est prolongeable

par continuité a [ag, ag,1].

On dit alors que o est adaptée a f.
On note € (la,bl,E) I'ensemble des fonctions
continues par morceaux sur [a, b].

. . Py

Propriété 12 : Lien avec les fonctions coordonnées
n
Sin=dimE et B =(ey,...,en) base de E, f =) frey.
k=1
f est continue par morceaux ssi pour tout k, fi. I’est.

P .

Corollaire 6 : Opérations

Sl f,.g € émablLE), ¢ € 6m(ab,R) et 1 € K,
x— || f@)|. f+Ag et ¢- f sont continues par morceaux.

Remarque
R4 — €m(la,bl,E) est un K-espace vectoriel.

Propriété 13 : CPM = bornée

Une fonction confinue par morceaux sur un seg-
ment est bornée.

Définition 4 : Fonction CPM sur un intervalle

Si I est un intervalle d’intérieur non vide, f est dite
continue par morceaux sur I lorsqu’elle I'est sur tout
segment inclus dans 1.

n Intégration sur un segment d'une fonction
continue par morceaux

Propriété 14 : Indépendance du choix de la base

n
Sin=dimE et B=(ey,...,en) base de E, f= ) frey.
k=1

n (rb
Alors )" ( f fie(® dt) e Ne dépend pas de la base 2.
k=1\Ya

Définition 5 : Intégrale sur un segment

n
Sin=dimE et B = (ey,...,ey) base de E, f = Z frex
k=1

On appelle intégrale de f sur [a,b] le vecteur

f[a,b]f:Lbf:f,lbf(f’df=él (Lbfk(t)dt) er.

a a b
On posef f(Hdt=0g e’r[b fde= —f fndze.
a a

VERSION DU 18 MARs 2024

Remarque

R5— Pas d’'intégration sur un infervalle quelconque pour
des fonctions vectorielles au programme.

Propriété 15 : Linéarité

b
f - f f(®de est une application linéaire de

a

€m(la,bl,E).

Propriété 16 : Relation de Chasles

Si fe€m(I,E)etabccel,

b c b
f f(t)dtzf f(t)dt+f fnde.
a a c

c .
. Sommes de Riemann

Si f est continue par morceaux sur [a,b], o = (ay,...,a) UNE
subdivision et pour tout k entre 0 et n—1, ¢ € [ag, ar,] alors on
n-1
pose la somme de Riemann R(f,0,8) = Y (ag1 — ag) f (&)

Pour une fonction numérique, cela correspond & une somme
d’aires de rectangles.

Si la subdivision est réguliére, pour tout k, ag,; —ay = Ta et

pour tout k, ay = a+ k%.

b—a=l
On obtient alors S(f,0,¢) = — Y fER.
k=0

Et si on prend les rectangles & gauche, on a alors
b—a
=ap=a+k .
Sk =ag "

_gn=l1 _
Donsoecos,S(f,a,f):uZf(a+kb a).
n i n

Théoréeme 1: Convergence des sommes de Rie-
mann

Si fe€mla,bl,E), ne N*,

b—a=l b-a
Ru(f) = Tkgof(aﬂc - )

b
alors Ry (f) m[ f(dr.
a

Théoréme 2 : Inégalité triangulaire intégrale

b b
Si fe6m(I,E), abel, f f(t)dt“g’f lr@| dt’.
a a

(La valeur absolue sert & remettre les bornes dans
le bon sens.)

n Intégrale et primitive

Définition 6 : Primitive

g:1— E est une primitive de f:1— E si g dérivable
surletg'=f.
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Propriété 17 : Caractérisation des fonctions

constantes

f:1— E dérivable sur I est constante si et seule-
mentsi f'=0g surl.

Remarque
R6 — La constante dépend de l'intervalle!

‘
Y

Propriété 18 : Comparaison de primitives

Soit f : 1— E, EG deux primitives de f sur I, avec
I intervalle.
Alorsona CeK telque VY xel, F(x)=G(x)+C.

Théoréme 3 : fondamental de I'analyse

Si f est continue sur un infervalle I & valeurs dans
X
Eetael F:x~— f f est I'unique primitive de f qui
a
s‘annule en a.

Corollaire 7 : Applications du théoréme fondamen-

tal

() Toute fonction continue sur un infervalle posséde
des primitives.

@in Si f e €UXK), F primitive de f sur I, a,b € I,
b
ff(t)dt:[F(t)]2=F(b)—F(a),
a

P
(iify Si f est de classe €(la, b)), f(x) =f(a)+f flde.
a

(iv) Inégalité des accroissements finis :

Si f est de classe €' sur [a,b] et | f'| < k. alors f
est k-lipschitzienne sur [a, b].

Propriété 19 : Fonction intégrale dépendante de ses
bornes

|
N
3
N

Soient 1,] infervalles de R, u,v : I — J dérivables,
f:J]— E continue.

I — K
L'application ¢ : v(x)
x — fdr
u(x)
vable surl etVxel, ¢ (x)="v'(x)f(v(x)—u (x)f(u(x).

est déri-

E Intégration par parties

‘
v
3

Propriété 20 : Intégration par parties

Siue€l(,K), ve€ (I, E),

b b
Vabel, f u(t)u’(t)dt:[u(t)u(t)]g—f W (Hv(de
a a

HTTPS://MPI.LECONTEDELISLE.RE H X p%

n Changement de variable

Propriété 21 : Changement de variable

Si I intervalle, ¢ : la, Bl — I de classe €1, f e 6(I,E),
10
f f(t)dt—f ¢ (W flow)du.
@)

Formules de Taylor

Définition 7 : Développement et reste de Taylor

Si f est n fois dérivable en a, son développement
de Taylor en a & I'ordre n est

(n)
Ty(x) = f(a) + f'(@)(x—a)+--- fn(“)(x a)",

etlereste de Taylorde fenadl'ordre nest R, = f— Ty,
(fel que f =Ty, +Ry).

On sait déja que si f est polynomiale de degré d, pour fout
n>d+1,R,=0.
On va chercher & :
m exprimer globalement R, : c’est la formule de Taylor avec
reste intégral,
m maojorer globalement R, : c’est l'inégalité de Taylor-
Lagrange,
m dominer localement R;, : ¢’est la formule de Taylor-Young.

Théoréme 4 : Taylor reste intégrale

Si f est de classe €™(I,E), a € I, alors pour tout

xel,
= 9w, ”f =
k=0

Remarque

R7 — A connaitre PARFAITEMENT.

Pour s’en rappeler : tester pour n =0 et plus de a sous
I'intégrale.

Théoréeme 5 : Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit f:I— E est de classe €"*! sur I, ae I. Pour
tout xe I,
| _ |n+1

Hf(nn)m "

(n+ 1)' te[a x]

Hf(x) Rl T [
k=0 k!

Remarque
R8 — Facile, plus de piege. Que refrouve-t-on pour p=0?

Ayant défini la négligeabilité, on peut, comme pour les fonc-
fions numériques, calculer des développements limités vecto-
riels.
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Propriété 22 : Primitivation de DL Lorsqu’elle est convergente, on appelle somme

de la série Y u, le nombre
Soit f: I — E admettant un DL, (a) avec ac€ I

+00 n
f(x)=uo+-~-+an(x—a)"+o[(x—u)") nzoun— llm Sp= hmoogouk.

Toute primifive F de f sur I admet un DL, 11 (a)
Propriété 23 : Série télescopique vectorielle

‘
\
3
3

F(x)=F(a)+ ap(x— a)+ (x a)?
an el el Soit (vy)n € EN. Lasuite (v,) et la série télescopique
oo ST e ((x -a) ) Y (n11 — v) ONt Méme nature et, si elles sont conver-
gentes,

obtenu par primitivation ferme & terme du DL de f. _
nX::O(UiHl —vp)= lim vy —vo.

Remarque

Propriété 24 : Espace vectoriel des termes généraux

R9 — A Comme pour les fonctions numériques, on peut
aussi dériver un DL tferme & terme @ condition de sa-
voir que f’ admet un DL.

de séries vectorielles convergentes

Si les séries Y u, et Y v, convergent, et si A € K,
alors ¥ (up + Avy) converge et

+00 +00 +00
Y (wn+Avp) =) un+AY vn
n=0 n=0

n=0

Théoréme 6 : Formule de Taylor-Young
j N band i e sy 2 =
S el — 5 @@ i R QU f 68l €D @leEse A G I Propriété 25 : Convergences des séries coordon-
alors f admet un DL, en a nées

(n)
_ / L@ n
f@O=f@+f@x-a++——=(x-a" +o(x-a") Soit ue EN. On pose pour ne N, uy = Zu
ie La série ¥ u, converge si et seulemenf 31 pour tout
£ ke[1,p]. lasérie ¥ ul® converge.
fla+h) =f@+f(@h+-+ Th” o(h") Lorsque c’est le cas,
/\ La réciproque est fausse : I'existence d’un Jioun _ Z Z u(k)
DL, en a n‘implique pas en général que f est n fois n=0 k=1\n=
dérivable en a si n > 2.
Remarque
R11- Lorsqu’il y a convergence, pour fout k € [1,p].
Remarque oo ® oo
R10 - L'hypothése du programme officiel est f de classe (Z ”n) = Zo ugak)-
n=

€', mais il suffit qu’elle soit n—1 fois dérivable et que
F=D soit dérivable en a.

‘
v
’

Propriété 26 : Divergence grossiére

m Si up 4 0g, alors ¥ uy, diverge. On parle de diver-
SERIES VECTORIELLES gence grossiére.
Dans tfoute cette partie, K désigne R ou C., (E, |-II) est un K- /\ Laréciproque est fausse!

espace vectoriel normé non nul de dimension finie.

On pose p=dimE et &= (ey,..., ) une base de E. Si uy — 0, ON NE PEUT RIEN DIRE sur la conver-

gence de Y uy.

n Généralités
E Reste d’une série convergente

Définition 8 : Vocabulaire des séries vectorielles

Soit (un) pey € EN une suite. Définition 9 : Reste d’une série vectorielle conver-
Etudier la série de terme général u,, no- gente

tée Y u,, c'est étudier la suite (Sp)ew  OU
n

Sn=) up=up+ui+--+uy€kE.

+00
Soit ¥ u;, une série convergente et S = Z Up.

=0 p : , On appelle reste dordre 1 de la série Yuy le
S, est appelée somme partielle d’ordre n de la PP ordre n L
série S . nombre R, = S-S, qui N'a un sens que si la série

¥ u, est dite convergente lorsque (S,),, converge, converge.
divergente sinon.
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Propriété 27 : Expression du reste

Avec les mémes hypothéses,
+00 N
Ry = Z un:]\}im Z ug et IR, =Sl

k=n+1 T k=n+1

0.

n—+oo

Convergence absolue

Définition 10 : Absolue convergente d’une série vec-

torielle

Une série Y u, & valeur dans E est dite absolument
convergente lorsque Y. lu, |l converge.

Théoréme 7 : En dimension finie, convergence abso-

lue = convergence

Si E est de dimension finie et si Y u,, converge
absolument (donc si ¥ lluyll converge), alors ¥ uy,
converge.

La réciproque est fausse.

Remarque

R12 - Lorsqu’une série est convergente mais n’est pas
absolument convergente, on dit qu’elle est semi-
convergente.

Propriété 28 : Inégalité triangulaire vectorielle

Si'y u, est absolument convergente,

+00

>t

n=0

+00
<Y llunl.
n=0

Remarque : Comparaison asymptotique pour les séries
vectorielles

R13— On compare |uy| & une suite (v,,) & termes réels po-
sitifs (au moins & partir d'un certain rang), terme gé-
néral d’une série convergente.

Dire que u;, =o(vy) OU que u, = 0 (vy), c'est dire que
[lunll =0 (vy) OU que lunll = O(Vn)-
Si lupl =o0(vy) ou O(vy) OU < v, APCK, OU ~ vy, alors la

série Y u, est absolument convergente donc conver-
gente.

Pas de cas de divergence car il y a des séries semi-
convergentes.

n Sommation des relations comparaison

Si les sommations de relafions de comparaison dans le pro-
gramme officiel n"apparaisse que pour les séries numériques,
elles s’étendent aisément au cas vectoriel en remplagant dans
les démonstrations les valeurs absolues par des normes.

Deux remarques :

m La série de référence est toujours a fermes réels positifs.
m Rappel : pour les relations de comparaison vectorielles, ils
suffit de rajouter des normes de partout...
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Théoréme 8 : Sommation des relations comparaison
dans le cas de divergence

Soient ue EN, v une suite réelle positive. On sup-

pose que ¥ vy, diverge.
n n

Onnote Sy=Y uretZp=Y v
k=0 k=0

() Siup=0(vy),alors S, =0 ().

(ihy Si up=o0(vy). alors Sy =0(Zy).

Remarque

R14— C’estencore valable si v, > 0 seulement & partird’un
certain rang.

Théoréme 9 : Sommation des relations comparaison
dans le cas de convergence

Soient u e EN, v une suite réelle positive. On sup-
pose que ¥ v, converge.

+00

On note, sous réserve d’existence, R, = Y uy et
k=n+1
+0o
pn= Y Vi
k=n+1

() Siup=0(vy), alors ¥ u, converge et R, =0 (pn).

(i) Siup=o0(vp). alors ¥ u, converge et R, =o(pn).

Remarque

R15 — C’estencore valable si v, > 0 seulement & partird’un
certain rang.

m SUITES ET SERIES DE FONCTIONS VECTO-

RIELLES

(B, II'lg) et (El-lp) sont des K-espaces vectoriels normés de
dimension finie. A est une partie non vide de E.

Pour faire simple, les normes vont remplacer les modules et
les boules vont remplacer les intervalles ouverts.

n Suites de fonctions

Définition 11 : Convergence simple

Soit f: A— F et (fu)n une suite de fonctions appar-
tenant & F4,

On dit que (f,), converge simplement sur A vers f
lorsque pour tout x € A, f,(x) f(x). C’est-a-dire

n—+oo

Vx€A, Ve>0, ANxe €N, Vn2 Nye, |fu0)-f0)|p<e.
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Définition 12 : Convergence uniforme

On dit que (f,)» converge uniformément sur I vers
f lorsqu’on peut choisir le Ny, de la définition précé-
dente indépendant de x. Autrement dit lorsque

Ve>0, AN; €N, Yn> N, VxeA, |fu0)-fx)|p<e.

Propriété 29 : de la convergence uniforme

m La convergence uniforme implique la conver-
gence simple.
® (fu)n converge uniformément vers f sur
A si et seulement si, a partir d’'un cer-
fain  rang. f. - f est bomnée sur A et
Noo(fn—f)ZSUB”fn(X)_f(X)"F_’O'
X€

Remarque

R16— |l y a convergence uniforme au voisinage de xg € A
lorsqu’il existe n > 0 tel qu’il y ait convergence uni-
forme sur An B(xg,n).

Théoréme 10 : Limite uniforme de fonctions conti-

nues

Soit f: A—F, (fn)n Une suite de fonctions apparte-
nant & FA, xy € I. On suppose que

H1 Pour tout n, f, est contfinue en x, (respecti-
vement sur A).

H2 La suite de fonctions (f,), converge unifor-
mément vers f au voisinage de x (respec-
tivement au voisinage de chaque point de
A).

Alors

C1 f est continue en xy (respectivement sur
A).

Théoreme 11 : de la double limite

Soit f: A— F., (fn)n Une suite de fonctions apparte-
nant & FA, (by)n € FN et ae A, On suppose que

H1 (f)n converge uniformément vers f au voi-
sinage de a.

H2 Pour fout ne N, fy(x) — bn.

Alors on a be F tel que
C1 b, b

C2 f(x) ;:7 b

n—+oo

Autrement dit, les limites existant bien :

it o) =i 6]

X—a\n—+oo

VERSION DU 18 MARs 2024

Pour les intégrations et dérivations, la variable est réelle.

Théoréme 12 : Interversion limite et intégrale

Sia,beR, f:la,bl — F ef (fu), une suite de fonction
de Flabl te] que

H1 Pour fout ne N, f,, est continue sur (a, b

H2 La suife de fonctions (f), converge unifor-
mément vers f sur [a, b

alors
C1 f est continue sur [a, b

b b
C2 f fn(nyde f f(ode.
a a

Autrement dit, les limites existant bien,

n—+oo

b b
nll'TooL fn(t)dt:fa lim_fu(dr.

Théoréme 13 : Convergence uniforme de primitive
de fonction vectorielle

Soient f: I — F et (fu)n une suite de fonction de
F!, ae 1. On suppose que

H1 Pourfout neNN, f,, est continue sur I.
H2 La suife de fonctions (f), converge unifor-
mément vers f sur tout segment de I.
X
Alors on pose Gy : x — f fn()dt I'unique primitive de
a
fn Qui s’annule en a et

X
C1 f est continue sur I donc G: x»—»f f(nde
a

unique primitive de f qui s‘annule en a
existe bien,

C2 (Gn)n converge uniformément vers G sur
tout segment de I.

Théoréme 14 : Dérivation d’une suite de fonctions

vectorielles
Soient f:1— F et (fu)n Une suite de fonction de FI,
On suppose que
H1 Pour tout ne N, f, de classe €' sur I.

H2 La suite (f), converge simplement vers f
sur 1.

H3 La suite (f}), converge uniformément sur
fout segment de I vers une fonction h.

Alors
C1 f est de classe €' sur I.
C2 f'=h c’est-a-dire (lim f,) = lim f},.

C3 (fu)n converge uniformément vers f sur
tout segment de I.
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Théoréme 15 : Généralisation a la classe €7

Soit (fn)n une suite de fonction de F!, p e IN*, On
suppose que

H1 Pour fout ne N, f, de classe €P sur I.

H2 Pour tout k € [o,p — 1], la suite (,gk))n

converge simplement vers une fonction hy
surI.

H3 Lasuite ( f,(,p ))n converge uniformément sur
fout segment de I vers une fonction hy.
Alors
C1 f=hy estde classe €P sur I.
C2 Pour fout k € [0,p], f* = b c’est-a-dire
(lim f,,)® =1im £0,

C3 Pour tout k € [0, p], ( ’(lk)]n converge unifor-
mément vers hy. sur tout segment de 1.

H Séries de fonctions

Soit (fn) ,epy UNe suite de fonctions de FA. Pour tout ne N, on
n

pose Sy =) fi-
k=0

Définition 13 : Convergences de série de fonctions

vectorielles

On dit que la série de fonction ) f;,

m converge simplement sur A si, pour tout x€ A, la
série ) fn(x) converge.

m converge uniformément sur A si la suite de fonc-
tions (Sp) e CONverge uniformément sur A.

m converge uniformément au voisinage de a € A
s'il existe r > 0 tel que (Sp),ew CONverge unifor-
mément sur AnB(a,r).

m converge normalement sur A si pour tout ne IN

. [n est bomnée et si la série Y Noo(fn) converge,

QAveC Noo(f) =sup || f(x) || .
X€EA

Théoréme 16 : Continuité d’une série de fonctions

vectorielles

Soit (f)n Une suite de fonctions appartenant & FA,
ae A. On suppose que

H1 Pour fouf n, f,, est continue en a (respecti-
vement sur A).

H2 La série de fonctions ) f, converge uni-
formément au voisinage de a (respective-
ment de chaque point de A).

Alors
+00
Cl f = ) fa est continue en a (respective-

n=0
ment sur A).
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Corollaire 8 : Continuité d’une série entiere com-
plexe

+00
La somme d’une série entiére f:z— Y apz" de
n=0
rayon de convergence R est continue sur le disque
ouvert de convergence D(0, R).

Remarque

R17 — |l peut y avoir des discontinuités sur le cercle.

Il peut y avoir une convergence seulement uniforme
voire pas de convergence du tout sur le cercle.

Exemple
E4 — La fonction exponentielle est continue sur C.

Théoréme 17 : de la double limite

Soit (f)n Une suite de fonctions appartenant & F4,
(bn)n € FN et a € A (éventuellement infini si E=TR). On
suppose que

H1 Y f, converge uniformément vers f au voi-
sinage de a.

H2 Pour fout ne N, f(x)

by.

Xx—a

Alors
C1 > b, converge.

+00
k=0

Autrement dit, les limites existant bien :

+00 +00
lim kgo falo) = kgo lim £y, (x).

Désormais, les fonctions sont considérées de I intervalle de R

d’intérieur non vide vers I’espace vectoriel normé de dimension
finie (E, Il g).

Théoréme 18 : Intégration terme a terme sur un seg-

ment
Sia,beR, (fp), une suite de fonction de Fl4P! g
que
H1 Pour fout ne N, f,, est continue sur (a, b

H2 La série de fonctions Z fn converge unifor-
mément vers f sur [a, b

alors

+00
Cl1 f= ) fa estcontinue sur la,bl.
n=0

b
c2 ) f fu()dt converge et
a

+o0o rb b +oo
Y | fde=| Y fandr.
n=0va a p=0
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Théoréeme 19 : Interversion série et primitive

Soient (f)n Une suite de fonction de F!, ae 1. On
suppose que

H1 Pourfout ne NN, f, est continue sur I.
H2 La série de fonctions ) . f» converge unifor-
+00
mément vers f = Y fy, sur tout segment de

n=0

I.

X
Alors on pose Gy, : x — f fn(t)dt I'unique primitive de
fn Qui s’annule en a efa

X
C1 f est continue sur I donc G:x—»[ fnde
a

unique primitive de f qui s‘annule en a
existe bien,

C2 La série de fonctions Y G, converge uni-

formément sur fout segment de 1 et

+00
G=) Gp.
n=0

Théoréme 20 : Classe ¢? d’une série de fonctions

Soit (fn)n une suite de fonction de F!, pe N*. On
suppose que

H1 Pour fouf ne N, f, de classe €P sur I.

H2 Les séries de fonctions
S Y foen S fP7Y convergent  sim-
plement sur 1.

H3 La série de fonctions Y £ converge uni-
formément sur fout segment de I.

Alors

+00
Cl f=) faestde classe €P surl.

n=0
+00 o
C2 Pour fout k € [o,p], f® = Y P et Ia
n=0
convergence est uniforme sur tout seg-
ment de 1.

Théoreme 21 : Classe ¥ d’une série de fonctions

Soit (f)n une suite de fonction de F!. On suppose
que

H1 Pourfout neNN, f, de classe € sur I.
H2 La série de fonctions Y f, converge simple-
ment sur I.

H3 Pour tout ke IN*, la série de fonctions ¥ £

converge uniformément sur tout segment
del.

Alors

+00
Cl f=) faestde classe € surI.

n=0
+00 k
C2 Pour fout ke N, f® = Y £F),
n=0

VERSION DU 18 MARs 2024

m EXPONENTIELLES DE MATRICES ET D’ENDO-

MORPHISMES

E est un K-espace vectoriel de dimension finie, non réduit au

vecteur nul.

n Définition

Définition 14 : Norme d’algébre

Une norme N sur une K-algebre («f,+,x,-) est
dite sous-multiplicative si pour tout (a,b) € 2,
N(ab) < N(a)N(b). On parle aussi de norme d’algébre.

Remarque

R18 — Toufe norme subordonnée convient sur £ (E) et sur
Mn(K).
On a aussi que n|-ls est une norme d’algébre sur
Mn(K).

Propriété 30 : Norme d’algébre et puissance

On a alors, pour fout a€ «f et ke IN*,

N(ak) <N@F.

Corollaire 9 : Convergence de séries vectorielles ex-

ponentielles et géométriques

Soit («4,+, %,-) une K-algébre munie de N norme
d’algébre, et ae .

k
() Lasérie . % est absolument convergente.
k>0 ©

(i) Si N(a) < 1, alors la série ) a* est absolument
k>0
convergente.
Si1, estl’unité de </, et «f de dimension finie, on
+00
a dlors 1,4 - a inversible, d'inverse Y. ak.
n=0

Remarque

R19 - |l faut étre en dimension finie pour en déduire la
convergence de ces séries.

Exercice 1: CCINP 40
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Corollaire 10: Cas des endomorphismes et des ma- Propriété 33 : Continuité de I'exponentielle
trices carrées

ZL((E) — ZL(BE)

y LyCEE LECONTE DE LISLE — LA REUNION

k N~ .
Pour tout ue £(E), la série Y Y st absolument Les applications  exp : et
So K u —  expu
convergente. MK —  MK) ,
. Ak exp: sont continues.
Pour fout A € n(K), la série Y. S est absolu- A — expA
k>0 K

ment convergente.

Propriété 34 : Dérivation

Définition 15 : Exponentielle d’endomorphisme et de
matrices Soient ue £(E) et Ae My(K).
g R — Z(E)
Les applications ¢ : et
t — exp(tu)

R — /(K 2
@ : sont dérivables sur R, et
t — exp(t4)

pour touf te R,

E Propriétés
Propriété 31 :Lien entre les exponentielles d’endo-
morphisme et de matrice

Si' A matrice représentant u e £(E), alors exp A re-
présente exp u dans la méme base.

Propriété 35 : Exponentielle d’'une somme

Siu,ve ZL(E) tel que

Remarque
R20— Ainsi,  via I’isomorphisme de  K-algébres ; —
u € L(E) — Matg(u) € 4, (K), les propriétés de exp S1 A, B e n(K) t6l que | AB = BA,

pour les matrices ou les endomorphismes sont
semblables.

Corollaire 11 : Inversibilité et inverse de I'exponen-
tielle

Propriété 32 : de I'exponentielle

Soit u,ve L(E).

() Siuov=vou,

Soit ue £ (E) et Ae 4, (K). Alors

exp(u)ov =voexp(u).
@iy Siuov=vou,

exp(u) cexp(v) = exp(v) cexp(u).

Propriété 36 : Exponentielles de matrices diago-

() et el BRI GrolEis) = nales, triangulaires, nilpotentes

(V) exp(0 () =

A ) 0
Soit A, B € My (K). C e _
() Si AB=BA, o
exp(A)B = Bexp(A). e
(i) Si AB=BA, M, ™
H exp =
exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A).
0 An
(iify Pour tout te K, exp(tly) = m Si N est nilpotente d’indice p,
(V) exp(0,) = expN =
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Propriété 37 : Exponentielle et réduction

m SiAe uy(K) et Pe9<,(K), alors
exp [P_IAP) =

m Spg (exp(4)) =

Remarque
R21 — Spp (exp(4)) =

Exemple

2 4
E5 — Exponentielle de A = ( . On peut déterminer
1 1

exp A soit en diagonalisant, soit en cherchant le po-
lyndbme annulateur pour frouver les puissances de A.

1 -1
E6 — Exponentielle de A= ( )
0 1

Méthode 1 : Avec une matrice nilpotente

Plus généralement, sion a N nilpofente et 1 € K tel que
A=Al + N, le calcul de exp A est facile.

C’est le cas lorsque A a une unique valeur propre A,
alors y 4 = (X—-A)" est un polyndme annulateur par Cayley-
Hamilton, donc N = A- A1, est nilpotente.

Plus généralement, un résultat du programme montre
que dans une base adaptée (supplémentarité des sous-
espaces caractéristiques), on a une matrice diagonale

A1 (0)
par blocs oupourtouti, A; = A;In; +N; avec
©) "Ap
N; nilpotente.
On vérifie facilement que I'exponentielle de cette mao-

exp Ap 0)
trice est ’

0) ' exp Ap
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